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Madame  veuve  Dcspeyrous,  propriétaire  des  Œuvres  posthumes  de  son  mari, 
et  M.  A.  Hcrmann,  éditeur,  se  résen-ent  le  droit  de  traduire  ou  de  faire  traduire 
cet  Ouvrage  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront  en  vertu  des  Lois,  Décrets  et 
Traités  internationaux,  toutes  contrefaçons  ou  toutes  traductions  faites  au  mépris 
de  leurs  droits; 

Le  dépôt  légal  de  cet  Ouvrage  (tome  II)  a  été  fait  à  Paris  dans  le  courant  du 
mois  d'octobre  1885,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont 
remplies  dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  dos  conventions 
littéraires. 


Tout  exemplaire  de  cet  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci-dessous,  la  griffe 
de  rÉditeur  sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  nécessaires  seront  prises  pour 
atteindre,  conformément  à  la  loi,  les  fabricants  et  débitants  de  ces  exemplaires. 
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(Suite) 


CHAPITRE  XI 


ATTRACTION. 


;9.  QuîukI  on  veut  exi)Iiqner  les  phénomènes  do  noire 

syslruH»  phuH'lîiiro,   on  ]>îui;uil   dos  lois  <1<»  la  {Jtravilatiun 

univofselle.  In    proniièri»   ([n(*sliori    <|iio  Ton  j'onoontrc^  (*st 

celle  do  rallraclion  (Tun  cori^s  oélostc!  loul  (^ntior  sur  un 

jMÛnt  niatoriol,  (mi  tenant  compte  do  l'attraction  de  toutes 

|(»s    inoirTules  (pii   composent  co   coriis.   Le   Soleil  et  les 

]danolos  étant  à  pon  juvs  splnMiï|nes,  nous  sommets  conduits 

à  iicMis  ocruper  d'al)or«l  do  rallrnolinn  d'nnc^  spliorc»  sur  un 

]M>iiit  matériel.  Nous  avons  d'ailleurs  lont  lieu  de  penser 

que  si  les  corps  célestes  ne  sont  pas  homof^enes,  ils  sont 

Ibi'niés  de  couches  concentriques  homogènes;  nous  allons 

Oespevrois.  —  Mécfxniqué.  n.  1 


*2  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

considérer  une  de  ces  couches  et  résoudre  le  piHjhlêino 
suivant  : 

Calculer  Valtraction  iVanc  couche  sphérique  hoinoyène 
très  mince  sur  un  point  extérieur. 

Soient  r  et  r  +  dr  les  rayons  des  deux  sphères  <iui 
limitent  la  couche,  p  la  densilé  constante  de  celte  cuiidio. 

Soient  A  le  point  attiré,  M  un  pohit  ({uelconcpie  d(î  la 
couche,  0  Tangle  MO  A,  6  l'angle  que  fait  le  plan  MO  A  avec 
un  plan  lixe  mené  [)ar  OA.  Si  nous  prenons  i)uur  élément 
de  volume  le  .paralléhpipùde  dont  les  côtés  sont 

dr,      rdO,      r  sin  0  (/?};, 

Félément  de   volume    de   la 
couche  sera  : 

dv  =  r'  rfrsin  0  dO  dà 

et   l'atlraclion    dirigée    sui- 
vant MA  sera  : 

IX  fp  dr  siii  0  dh  dà 
û^ '-' 


X"-^    -'  - 

^--r.::^-" 


FiG.174 

^  [L    désignant    la    masse     du 

point  A,  /'  Talli'aiîtion  d(î  deux  unih'^s  de  masse  plarc'es  à 
Tunité  <l(^  dislance  et  u  la  distann;  MA. 

Nous  décomposerons  rattraclion  en  deux  i'orces  dirigées 
Tune  suivant  AO,  Tauti^e  suivant  une  perpendiculaire  à  AO; 
cette  dernière  comi)osante  sera  détruite  par  la  composante 
iburnie  par  Vêlement  symétricpie  de  M,  et  il  restei'a  pour  lu 
composante  totale  dirigée  suivant  AO  : 

f[K^  r^  drj  l  ^-^  cosOAMdOdij^; 


or  : 


coô  0  AM  =  tt:  = > 

A  M  u 


DYNAMIQUE.  3 

en  désignant  la  distance  OA  par  a;  donc  Fattraction  A  sera 
donnée  par  la  formule  : 

A  =  /-'xp  r«  dr  rr^~^,^^'^  sin  6  dô  rf*. 

Comme  u  ne  dépend  que  de  6,  on  peut  intégrer  d'abord  par 
i-apport  à  ij;;  on  doit  le  faire  entre  les  limites  0  et  2z;  on 
trouve  ainsi  : 

(1;  A  =  2::  [f.fp  f-  dr  j  , sm  0  rfe.. 

On  a  d'ailleurs  la  relation  : 
(2)  w*  =  r' +  a*  — 2ar  cose. 

La  deuxième  expression  de  A  doit  être  intégrée  depuis 
0  =  0  jusqu'à  0  ==  ^.  Mais  il  est  plus  commode  de  prendre 
il  pour  variable  indépendante  (*). 

De  (2)  on  lii^e  : 

udu  =  ar  siii  0  dO, 

n^  +  /•*  —  tt'      rt'  —  r'  -4-  fi' 

a  —  r  cos  0  =  rt ~ = > 

2a  2a 

et  par  conséquent  : 

A  =  2z  f[j.p  r^  dr — - — '-  X  > 

^  J         2a  «*'  ar 

^     rdr  r/,       a^  —  r^\  ^ 
A  =  T.fiJ.p  -  ,-J  ^I  +  — ;^j  ^w. 

Si  le  point  attiré  est  extérieur  à  la  couche,  u  doit  varier 


(^)  Eii  faisant  cos  0  =  Ct  on  aura  dans  tous  les  ciu>,  que  le  point  soit  à  rintérieui* 
ou  à  l'extérieur: 

-  rfC; 

pour  intègre!,  il  faut  po.sor  : 

aï  4- r*--2(ir  ::==»**. 

On  retrouve  donc  forcément  le  cliangouiont  de  variable  indiqué. 
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de  a  —  r  ù  a  4-  r.  Or  : 


donc  : 


I  M  H 5 — I  du  =  u i-  consL; 


et  par  conséquent  : 

^  (r         a* 

m  désignant  la  masse  de  la  couche  spliérique.  Si  le  i)oint 
attiré  est  intérieur,  u  varie  de  r  —  a  iir  +  a, 

A=:0. 

Donc  :  la  couche  sphcriqtie  n'exerce  aucune  action  sur  les 
points  intérieurs,  et  elle  attire  les  points  extérieures  comme 
si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre. 

90.  On  peut  démontrer  i^^éoniétri(iuenient  qu'une  coiiclm 
spliérique  homogène  n'exerce  aucune  action  sur  un  point 
situé  à  son  intérieur. 

Lemme.  —  Soiott  A  un  angle  solide  in/lnimentpelil,  cl  une 

portion  de  cet  amjle  compris 
entre  deux  snrfacci^  W  cl  Q(V, 
on  demande  de  ciilodcr  /V//- 
traction  exercée  par  celle  j^ar lie 
sur  le  sommet  A. 

Un  angle  solide  est  mesure  , 
par  Taire  a)  =  BB'  qu'il  inter- 
cepte sur  la  sj)hèi'e  de  rayon  : 
AB  =  AJr  =  1.  Soient: 


Fiq  IV j 


Awi  — ;■,      \ii:=:r-h(lr,      Am'=Xm,      An'  =  Aw. 


DYNAMIQUE. 

L'attraction  exercée  par  mm'  un'  sur  A  est  : 


or  : 


surf,  mm!  X  dr  x 


surf,  mm'      r' 


»2 


(l) 


1 


on  a  donc  : 


f'if-p  __ 


(^r^dr  X  '^^t^fix.pdr; 


l'intégrale  est  donc  : 


^fV'pJdr  =  iùfi^p  X  PQ. 


Dans  le  cas  de  la  couche  sphérlque,  décomposons  la  sur-' 

Fi    I7fi    ^^^^  ^^  ^^  sphère  extérieure 
^  en  éléments  infiniment  petits- 

opposés  deux  à  deux  QS, 
Q'S',  l'attraction  exercée  sur 
Apar  PQRS  sera  : 

co/[xpPQ; 

rattraction  exercée  sur  A  par 
l'élément  symétrique  P'R' 
Q' S' sera: 

w/'ixpP'Q'. 

Or  PQ  =  P'Q';  donc  les  deux  actions  sur  le  point  A  se 
détruisent. 

91.  Attraction  exercée  par  une  couche  sphérique;  d'épais- 
seur finie,  ou  composée  de  couches  concentriques  homogènes 
sur  un  point  extérieur,  —  On  aura  : 


f\^ 


_^M 


a'  ^  a* 


(î  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

M  désignant  la  masse  de  la  couche  sphérique,  que  la  couche 
sphériquo"  soit  homogène  ou  composée  de  couches  concen- 
triques homogènes. 

Si  le  point  A  est  situé  à  l'intérieur  de  la  couche,   la 
couche  AC  n'exerjcera  aucune  action  et  la  couche  AB  agira 

comme  si  sa  masse    était 


R3.177 


concentrée  en  0. 

Dans  le  cas  d'une  sphère 
pleine,  homogène,  les  ré- 
sultats précédents  subsis- 
tent; pour  un  point  inté- 
rieur A,  situé  à  la  distance 
a  du  centre,  on  aura,  en 
désig]iant  par  M'  la  masse 
de  la  sphère  de  rayon  a  : 


Cette  attraction  est  donc  proi)ortionnelle  à  la  distance  du 
point  attiré  au  centre. 


Attraction  d*aii  ellipsoïde  homogène. 


92.  1^  Sur  un  point  intérieur. 
Soit  Tellipsoïde  : 


a^      />«      c' 


=  1 


K  le  point  intérieur  a,  g,  y?  ^^'^^  Télément  de  la  masse  au 
point  M  (.1^,2/,-),  compris  à  l'intérieur  de  rellipsoïdc;  p  la  den- 
sité, MK  =^  r;  l'attraction  de  l'élément  dm  sur  le  point  K, 

dont  nous  supposons  la  masse  égale  à  [x,  sera:  f[i  -,j  ;  ce 
qui  peut  s'écrire,  en  introduisant  l'élément  de  volume  du  au 
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point  M  : 

-     dv 

décomposons  cette  force  en  trois  autres,  parallèles  aux  axes; 
celle  qui  est  pai^allele  kOx  sera  : 

dv       X  —  a       ^      X  —  a, 
î^?  71  X  —jT-  =  fV'P  —jT-  ^^'5 

on  pourra  ajouter  toutes  les  forces  parallèles  à  un  même  axe, 
et  on  trouvera  ainsi,  en  désignant  par  A,  B,  C  les  compo- 
santes parallèles  aux  axes  de  l'attraction  de  Tellipsoïde  tout 
entier  sur  le  point  K  : 


j   k  =  f[f.pj--^dv. 


dVy 


les  intégrations  devant  être  étendues  à  toute  la  masse  de 
rellipsoïde.  Transportons  Torigine  des  coordonnées  en  K, 
réquation  de  Tellipsoïde  deviendra  : 

rM\  (^.  +  «)'  ^  (?/.  +  &)'  ^  (^.  -H  y)'       - 

^  ^  a*  6*  c' 

et  les  composantes  de  Tattraction  : 

^  =  f\^?f%dv, 
C  =  r^pf^dv. 

Prenons  au  lieu  de  a:,,  y,,  z^  les  coordonnées  polaires,  r,  6,  t}/, 
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nous  aurons  : 


Xi  =  r  cos  ô, 

y^  =  r  sin  6  cos  ^^ 

Zi  =:r  sin  6  sin  6, 


r>0,      . 
0  <  e  <  77, 
0  <  t}/  <  2;:, 


dt;  =  r'  dr  sin  6rfô  dij/, 

/      /      r  sin  e  cos  e  dr  dô  dij;, 

r  désignant  le  rayon  vecteur  de  la  surface  de  Tçllipsoïde, 
qui  répond  aux  angles  6  et  (}/  ;  Téquation  (1)  devient  : 

(3)  Lr*-4-2Mr  +  N  =  0, 


ou 


_       cos*  ô      sin*  6  cos*  ^      sîn*  0  sin*  ^ 

L   =  1 1 TT 1 1 ' 

a*  .  6*  c* 

,  „      acosô      6  sin  6  cos  d;      y  sîn  6  sin  ^ 
(4)  {M=— ^-+î^ 7i ^+-^ 5 ^» 

M      **       P'       ï'       i 
a*       6*       c* 

On  a  L  >  0,  d'après  l'expression  même  de  cette  quantité  ; 
N  <  0,  parce  que. le  point  K  est  intérieur  à  l'ellipsoïde;  donc 
les  deux  racines  de  l'équation  (3)  sont  de  signes  contraires; 
il  faut  prendre  la  racine  positive,  et  écrire  : 


—  M  +  |/M*  —  LN 

'^  = TT 

r  varie  de  zéro  à  la  valeur  précédente.  Dans  (2),  on  peut 
intégrer  par  rapport  à  r  et  Ton  a  : 

/    dr  =  ri; 

A  =  —  fixp  I      I      =-  sin  G  cos  0  dG  dà 

Jo    Jo        L  * 

Xlt     /»S7t   |/ J|î  L  J^ 
/ sin  G  cos  0  dG  d^. 
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La  deuxième  intégrale  qui  figure  dans  Texpression  de  A  est 
nulle  ;  car,  si  Ton  décompose  cette  intégrale  en  éléments,  et 
que  Von  associe  les  éléments  qui  répondent  à  : 

e  =  a,  (^  =  p, 

6  =  1:  —  a,       (5;  =  ::-f-P, 

on  voit  que  L  et  N  sont  les  mêmes  dans  les  deux  cas  ;  M  se 

change  en  —  M,  mais  M?  ne  change  pas  ; 1 est  donc 

le  même,  et  sin  6  cos  6  change  de  signe  ;  les  éléments  sont 
donc  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires  ;  donc  : 

f      /       r-  sin  6  cos  6  d6  dd;, 
0    «/o       L 

ou,  en  remplaçant  L  et  M  par  leurs  expressions  (4)  : 

acosô     P  sin  Q  cos  tj;     y  sin  ô  sin  ^j; 

ces'  6     sin  *0  ces'  ^     sin  *6  sin*  ^  ^ 

^HT'^        6«        "*■        ? 

—A     a  T"  r*''8inecos«e,^  ,.   ,  p  /•«  r*'^sin«ecoseco8  6^,  ^. 

^=?i  jo   -L— ^^^^-^-ftîjo  jo    L— "rfed* 

Y  /•«  f««sin*e  cosO  sin  6  ^,  ^, 

les  deux  dernières  intégrales  sont  nulles,  comme  on  le  voit 
en  groupant  les  éléments  deux  à  deux  comme  il  suit  : 


e  =  a,        (^  =  t:  -f-  p, 

On  a  donc  : 


M, 
M,. 


_      /|i.pg  p  p'^ sin  Qcos'edOd^;^ 

a*  Jo   Jo      cos'O      sin*0  ces'  à      sii 


0       sin*0  ces'  ^      sin*0  sin*  6 

-f.    1    -f-    L 

a*  fr*         ^  c* 
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nous  allons  intégrer  relativement  à  ij;  ;  en  remplaçant  ^^^ 

cos'O  ,      .  .  .  ,  * 

par  —^  (cos'^j;  +  sm'(^),  nous  aurons  à  évaluer  Tintégrale  : 


Jo       P  COS*'!;  +  ^Q  sîn'tj^         Jo 


où  : 

-.       cos*  ô      sîn*  0 

sont  des  quantités  essentiellement  positives  ; 

'•«  d'if  r. 


f. 


U   P  cos*6  -f-  Q  sin'ij;      2  y  PÔ 
Il  en  résulte  : 
A  -    -      a  /•;  sin  ô  cos'O 

A  =  —  ir.f[KÇi  —^  j   *  i=z=z=== ^0. 

^  I /cos*  0       sin'  0  -  /cos*  0       sin'  0 


On  peut  remarquer  que  les  coordonnées  du  point  attiré 
ne  figurent  pas  dans  l'intégrale  définie;  A  est  seulement 
proportionnel  à  a;  ainsi,  si  le  point  attiré  se  déplace  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  Oa?,  la  composante  de  l'attraction 
parallèle  à  Oa;  ne  change  pas. 

Remarquons  en  outre  que  A  est  une  fonction  homogène 
et  de  degré  zéro  de  a^b^  c;  il  en  serait  de  môme  de  B  et  C; 
si  donc  on  considère  deux  ellipsoïdes  homothétiques  de 
même  densité,  leurs  attractions  sur  un  point  intérieur  à 
chacun  d'eux  seront  les  mêmes;  il  en  résulte  qu'une  couche 
comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homothétiques  n'exerce 
aucune  action  sur  un  point  de  son  intérieur;  il  est  très 
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facile  de  s'en  rendre  compte  géométriquement.  Tout  plan 
j)assant  par  le  centre  commun  de  deux  ellipsoïdes  homothcv 
tiques  les  coupera  suivant  deux  ellipses  liomoihétiiiues.  Consi- 
dérons un  anji^le  solide 
infiniment  petit  ayant 
son  sommet  en  K;  il 
détaclieradanslacouche 
deux  éléments  MNPQ, 
M' NT'Q'.  L'attraction 
de  MNPQ  sur  K  sera 
(voir  Tarticle  89)  : 


Fi3  178 


ii)/"î/.p  MP; 


l'attraction  de  M'NT'Q'  sera  : 


Or: 


tùf\Lp  M'P'. 

MP  =  M'P'; 


ces  deux  actions  se  détruisent,  et  l'attraction  de  la  couche 
entière  sur  le  point  K  est  nulle. 

93.  Rédaction  de  A,  B,  C  aux  fonctions  elliptiques.  — 
Nous  avons  trouvé  pour  l'expression  de  A  : 


A  =  -  i^hp  Jjf  ^ 


sînO  cos*ô  d6 


, //cos*0      sin*ô\  /cos*ô      sin*0\ 


En  suivant  la  mémo  marcho,  on  trouvera  pour  lî  et  C  : 


B  = 


-'^•r-^4J.' 


sin  0  cos-0  rfô 


c  =  -  4.^.?  J./" 


-  /cos*  0      sin'  0  -  /ces* 

y  Hj^'^'v  y  "^ 


0      sin^  0 


sin  0  cos'o  (la 


I  /cos-  0      sin-  0  -  /ces'  6 

y  ~cy~^  "^  ~â«"  y  "c»'" 


sin'  0 


— .-  •+- 


Itî  COrilS   DK   MÉCANIQUli. 

Supposons  : 

a}  <  />•  <  c'; 

en  représentant  cos  0  par  ii,  nous  aurons  : 


A  =  —  47;pa2  — .  / 


On  trouvera  des  expressions  analogues  pour  B  et  C  (*). 

Ces  quantités  A,  B,  C  s'obtiennent  sous  forme  finie,  lors- 
que Tellipsoïde  est  de  révolution.  Supposons  par  exemple  : 

6  =  c,  et  ft  >  a; 
faisons  : 

6«  =  «»(!+  \% 


et  nous  trouverons  : 


sinO  r/6 


n(*  +  A*)  cos»  0  si 

B      C  .    ^     n  cos'esîn  o^e 

P       Y  '    Vo     |/l4-A«sin*e 

Nous  avons  à  trouver  les  valeurs  des  deux  intégrales  : 

n   cos'eslne  r    n'dn 

^  _r^  cos'Osin  OdO  _r^  u^  du 

J  0    Kl  +  V  sia'  0  ""*/  9  Ki'-T  X«  —  A»  îi* 
Or: 

=  r-j  w  —  ::i  arc  tg.Aî*  -*-  const.; 

A  A 


(>)  Voir  les  Exercices  de  calcul  intégral  de  Logendi-c,  tome  U,  pour  la  rtnJuo 
tion  do  ces  intégrales  aux  formes  canoniques. 
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donc  : 

1 

H  =  ^  (X  —  arc  Ig  X). 

Dans  K  nous  ferons  : 

Xm  =  |/1  4-  X'  sin  <}/, 
d'où  : 


.        1/1  + X'        ,., 

au  = : cos  à  dà^ 


et  l'expression  de  K  deviendra  : 


K  =  j      — r^ —  sin'  (}/ r cos  C^  d^, 

yi  -f-  X*  cos  '^ 

formule  dans  laquelle  : 

et  par  conséquent  : 

.    .  X 


sm  9,  = 


Kl  +  X' 


K  =J^     -y^  sin'  '!;  d^  =  ""âx^  J,     (*  ""  ^^  ^6)  rf^, 
K  =  -^^  ('^  -  sin  ^,  cos  6.)  .zz  -^^  ^arcig.X-  j~^,j 


Donc  : 


1  +  /* 
A  :=  —  izf[ip2  —~  (X  —  arc  Ig  X), 

Soit  M  la  masse  de  l'ellipsoïde,  on  aura  : 

4  4 

M  =  -Traftcp  =  -  7:pa'  (1  4-  X*); 
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noîLs  aHoiLS  intrârer  relativement  à  i:  en  renir'li'^nt  — ,- 
par  -^  ico>"i  4-  ?in'i>.  nous  aurons  à  éraluer  Fintégrale  : 

E=r - =^r '-' 


ou  : 


^      C05*  ^      sîn*  h 


sont  des  quantités  essentiellement  positives  : 

ri  à^^ 

J»   P  coà»i  +  0  sin*i 


n  en  résulte  : 


A  =  -  4^/ïtp  |.  p 


sînOcos'O 


VtU>    9  Mil     W  -    /  C'»> 


On  peut  remarquer  que  les  coordonnées  du  point  attiré 
ne  figurent  pas  dans  l'intégrale  définie;  A  est  seulement 
proportionnel  à  a;  ainsi,  si  le  point  attiré  se  déplace  dans 
un  plan  perpendiculaire  àOx,  la  composante  de  l'attraction 
parallèle  à  Oo:  ne  change  pas. 

Remarquons  en  outre  que  A  est  une  fonction  homogène 
et  de  degré  zéro  de  a,  b,  c;  il  en  serait  de  même  de  B  et  C; 
si  donc  on  considère  deux  ellipsoïdes  homothétiques  de 
même  densité,  leui-s  attractions  sur  un  point  intérieur  à 
chacun  d'eux  seront  les  mêmes  ;  il  en  résulte  qu'une  couche 
comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homothétiques  n'exerce 
aucune  action  sur  un  point  de  son  intérieur;  il  est  très 


DYNAMIQUE.  11 

facile  de  s'en  rendre  compte  géométriquement.  Tout  plan 
passant  par  le  centre  commun  de  deux  ellipsoïdes  liomothé- 
tiques  les  coupera  suivant  deux  ellipses  liomolhétiques.  Consi- 
dérons un  angle  solide 

■  ^9    ^      ^--^-^ r^  es  infiniment  petit  ayant 

son  sommet  en  K;  il 
détacheradanslacouche 
deux  éléments  MNPQ, 
M' N'P'Q'.  L'attraction 
de  MNPQ  sur  K  sera 
(voir  l'article  89)  : 


ii)/"[j!.p  MP; 


l'attraction  de  M'N'P;Q'  sera  : 


Or: 


ii)/'[i.p  M'P'. 
MP  =  M'F; 


ces  deux  actions  se  détruisent,  et  l'attraction  de  la  couche 
entière  sur  le  point  K  est  nulle. 

93.  Rédaction  de  A,  B,  C  aux  fonctions  elliptiques.  — 
Nous  avons  trouvé  pour  l'expression  de  A  : 


A  =  -  kr.f^^  ^jf  ^ 


sîn  6  cos*ô  d6 


0      sin*ô\  /cos'O      sin'O 


.  //cos'O      sin*ô\  /cos* 

\\-^*-v)\-^ 


) 


En  suivant  la  môme  marche,  on  trouvera  pour  B  et  G  : 


B  = 


C  = 


sin  0  cos'O  rf6 


I  /cos*  0      sin'  0  -  /ces' 


0      sin'  0 


a' 


sin  6  cos'O  dQ 


-  /cos'  0      sin*  0  -  /ces*  ( 


0       sin'  0 
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Supposons  : 

a'  <  &'  <  c'; 

en  représentant  cos  0  par  te,  nous  aurons  : 

u^du 


A  1=  —  47:pa2  —  / 


i/-'-^-^*»V. 


H 5 W' 


On  trouvera  des  expressions  analogues  pour  B  et  C  (*). 

Ces  quantités  A,  B,  C  s'obtiennent  sous  forme  finie,  lors- 
que Tellipsoïde  est  de  révolution.  Supposons  par  exemple  : 

b  =  c^  et  b  >  a; 
faisons  : 

ft«  =  «•(!  +  V), 


et  nous  trouverons  : 


A  =  —  'ki:f[LpoL  I  ' 5 n V 


slnO  r/0 
ô 

'^  cos* 6  sin  0  ^6 


Kl  4-  A»  sin»  e 
Nous  avons  à  trouver  les  valeurs  des  deux  intégrales  : 

u  _  rî  ^^^* ^  sin  Q    3Q  _  r'    <**  du 
""7o    l  +  X«cos«e^^~jol  -hX'u*' 

__/•?  cos'OsinOdO       p  n*  d?i 

""•/•    Kl  -f-  X'  sin*  e    Jp  KrnTx*^  X*tt* 

Or: 

r  u^dH        1  rd  4-  X*  f  f  *)  —  1  .   _  1  r,       1     d.\u_ 
J  îTxMiï  "=  x*J      1  -+-  X*  «*     ^"  -  x^  j  ^"  ""  X'  1  -^  X*  II' 

=  =  •  tt  —  r;  arc  Ig.Xn  +  const.; 
A*         X' 


(>)  Voir  les  Exercices  de  calcul  intégral  de  Lcgendre,  tome  H,  pour  la  rtkiuc- 
tion  de  ces  intégrales  aux  formes  canoniques. 
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donc  : 

H  =  ^,(X-arclg)0. 

Dans  K  nous  ferons  : 

\u  =  |/l  4-  A*  sin  t};, 
croù  : 


s 

rfw  =  '  '  ,'   "  CCS  6  d6, 


et  l'expression  de  K  deviendra  : 


K  =1      — r^ —  sin'  ^ ; CCS  ^  i^^ 

»y  0  A  A 

V\  H-  a'  ces  '^ 

formule  dans  laquelle  : 

et  par  conséquent  : 

\ 


sin  <{;,  = 


Kl  4-  x« 


I  -4-  a\,  .       ,  ,  .  1  4-  X'  /        ,      .  X       \ 

K  =  -^TT-  ('>.  —  sin  '^.  CCS  '>,)  =  -^^  /arclg.X—  j-:^J 


Donc  : 


1  4-  A* 

A  nz:  —  47:/*;i.pa  — ;  --   (X  —  arc  Ig  X), 

A 

B      C  .,*  +  >.*/       .    ^  À     \ 

_  =  _  =  _  4./:xp  ^^  ^arc  tg.X  -  -^-^) 

Soit  M  la  niasse  de  rellipsoïde,  on  aura  : 

4  4 

M  =  -'^abcp  =  :  z^a^  (1  4-  X-); 
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donc  : 

A  =  -  3^ix  M  ^,  (X  -  arc  tg  X), 


On  a 


=  -  =  —  5^7  (  arc  tg  X  —  -, ^  ) 

Y  2a' A*  \  1  H-  XV 


^ 


B  _  C  _  KB'+  G*  _  |/B'  +  C* 


En  désignant  par  N  la  projection  du  point  attiré  sur  le 
plan  de  l'équatcur  yOz,  et  posant  a'  =  ON,  la  résultante 
de  B  et  G  est  dirigée  suivant  N  0  et  a  pour  valeur  : 


R  =  ^/B•  +  G*, 

„      3/^lAMa'  /      ,   ^  X     \ 

^  =  l^ïlir  (arc  tg  X  -  j-^  j 


Lorsque  Tellipsoïde  diffère  peu  d'une  sphère,  X  est  une 
petite  fraction  et  les  expressions  précédentes  de  A  et  R 
se  développent  en  séries  très  convergentes  à  Taide  des 

formules  : 

X*      X* 
arc  Ig  X  =  X  — -n  -f-  -^  — 

=  X  — X•-^X»... 


^  +  X' 

Il  en  résulte  : 


f[tM%  (  .  _  3X*  ,  3  X*      3  X* 


•  •  • 


a'     {  5  7  9 

„       ,    Ma'  (  .       6.,      9.^       12,,  ) 


Attraction  d'un  eUipsolde  sur  un  point  extérieur.  —  Théorème  d'Ivory. 

94.  En  opérant  comme  précédemment  et  conservant  les 
mêmes  notations,  ou  trouverait  : 

A  =  f[t.p  I  j  l  dv  siii  6  cos  6  rfô  rf»^. 
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Ici  les  deux  valeurs  de  r 


qui  répondent  à  des  valeurs  données  de  B  et  t}^  sont  positives  ; 
on  intègî-e  relativement  à  r  entre  r^  et  r„  de  sorte  que  : 


jdr  =  r.  —  i\  = 


21/M'  — LN 


A  =  2/iJLpl  I  = 8111  0  cos  0  dO  dy. 

La  i^résence  du  radical  KM'  —  LN  complique  beaucoup; 
en  outre,  la  fixation  des  limites  de  0  et  <{/  est  moins  simple, 
de  Sorte  que  le  problème  semble  d'une  grande  complication. 
Heureusement,  le  tliéorème  d'Ivory  permet  de  ramener  ce 
cas  au  précédent. 

95.  Théorème  dlvory.  —  Soient  deux  ellipsoïdes  ayant 
leurs  axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites,  et  ayant  pour 
équations  : 

^*^  â«  "*"  fti  •*"  ?  -  *' 

Soient  x^  j/,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M, 
prenons  un  point  M'  dont  les  coordonnées  a?',  j/',  z'  sont 
liées  à  celles  de  M  par  les  formules  : 


a?'       X       y'       y       z' 


—  » 


a'      a'     b'      b'     c'  ~  c 

les  points  M  et  M'  seront  dits  correspondants  et  on  aiuxi  : 

a;'»      »"       2"       ,       a;'       «'      2« 

a"      ft'»      c"  a*      fr*      t'         ' 

de  telle  sorte  que  si  le  point  M  appartient  à  l'ellipsoïde  (1), 


IG  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

le  point  M'  se  trouvera  sur  la  surKice  de  rellipsoïde  (2). 
Supposons  en  outre  que  nos  deux  ellipsoïdes  soient  liomo- 
focaux,  c'est-à-dire  que  leurs  sections  principales  aient  les 
mêmes  foyers,  ou  que  Ton  ait  : 

a'«  —  &'•  =  a«  —  b^;      a'*  —  c'*  =  a'  —  c»; 
d'où: 

(3)  a'*  —  a'  =  6'*  —  b^  =  c'*  —  c»  =  X. 

Ces  deux  ellipsoïdes  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

Soient  M  et  N'  deux  points  du  premier  ellipsoïde.  M'  et 
N  leurs  correspondants  sur  le  second.  On  aura  : 

MN  =  M'N'. 

Soient  : 

Xy  y,  z  les  coordonnées  de  M  ;    x\y\z'  de  M\ 
(i\^\i  —  *N';    a,  p,  Y  de  N. 

On  aura  : 

,      a!  ,       V  ,      d 

a    '     ^        b  ^'  c    ' 

a  6  c  * 

d*oû  : 

xx=:x'x';      ^ij  =  ^'y';      -^z  =  iz\ 

On  a  d'ailleurs  : 

__JÏn'  =  Or  -  a)'  +  (y  -  g)'  +  {z  -  v)% 

M'N'"'  =  (x'  -  a')*  +  (y'  -  &')'  -h  (2'  -  v')S 
d'où  : 


MN"  -  M' N'    =  .r«  -  a^"  +  J/-  -  y'-  +  s*  ~  -"  —  j(a  *  —  a*)] 
(  «'         6*        C-  )  (  a'         b*  C^  ) 
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Donc  : 

MN  =  M'N'. 

Cela  posé,   clierclions  les   composantes   de   Tatlraction 
exercée  par  le  premier  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur  N, 
^    ayant  pour  coordonnées  a,  p,  y. 
Nous  aurons  : 


ou  : 


d'où  : 


A  =  f^pfJJ^J^i^  ^^  ^y  ^^^ 


M*  =  (x  —  a)'  +  (y  -  ?)'  +  (-  -  y)', 


On  peut  donc  écrire  : 


udu 

dx  " 

=  a?  - 

—  a. 

i 

re 

• 
• 

X 

M' 

a        1 

du 

- 

n 
dx 

• 

r'L 

1 

1.1 

r,  du  i 

y  et  r  ayant  des  valeurs  déterminées.  Intégrons  relativement 
à  cCy  nous  aurons  : 


/ 


-—-dx  = i' 

dx  «,      m' 


en  désignant  par  m,  et  m,  les  distances  du  point  N  aux  deux 
points  où  la  parallèle  à  0.r  déterminée  par  les  valeure 
«lonnées  de  y  et  r  rencontre  l'ellipsoïde  (4).  On  aura  donc  : 

OU  rîntégration  doit  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  de  j/  et  z 

Despeyrous,  —  Mécanique,  U.  2 
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qui  sont  les  coordonnées  des  points  contenus  à  Tintérieur  de 
Tellipse  : 

(5) 


Fig  179 


u^  et  u,  seront  des  fonctions  données  de  y  et  z. 

Cela  posé,  lai- 
sons  passer  par 
le  point  N  un 
ellipsoïde  homo- 
focal  au  proposé, 
et  soit  sur  le  pre- 
mier ellipsoïde  le 
poinlN'(a',p',Y') 

correspondant 
dcN.  Supposons 
ce  second  ellip- 
soïde homo^^ène^ 
et  rempli  de  la 
même  matière 
que  le  premier, 

et   cherchons   son  attraction   sur  le   point   intérieur  N'; 

soient  A',  B',  C  les  composantes  de  cette  attraction,  \h  la 

masse  du  point  N'  la  même  que  celle  de  N. 
Nous  aurons,  en  opérant  comme  précédemment  : 


JW.N 


N  m;  -  »; 


(6) 


''='^^Mr!.ù''''' 


La  parallèle  à  Ox  déterminée  i)ar  y  =  7/  etz  =  z'  rencontre 
la  surface  du  second  ellipsoïde  aux  points  M,'  et  M,'  ;  u[  et  ul 
désignent  les  disUmces  N'M|  et  N'M,'.  Dans  (G),  les  intégra- 
tions doivent  s'étendre  à  tous  les  points  intérieurs  à  TeHipse  : 


(7) 


If 


'J+--  =  l,      x'=.0, 
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Or,  dans  nos  deux  intégrales  (4)  et  (6),  faisons  correspondre 
'es  éléments,  de  manière  que  y  et  z  ayant  des  valeurs  déter- 
minées dans  (4),  on  preime  dans  (6)  : 

,       6'  ,       c' 

On  aura  alors  ces  trois  couples  de  points  correspondants  : 

N'      N 

M.     m; 
M,    m; 

donc  : 

n'm;  =  nm,;    N'm;  =  nm., 

c'est-à-dire  : 

«;  =  tt„    «;  =  u^; 

donc  (6)  deviendra,  en  y  remplaçant  en  outre  dy'  dz'  par 
-x^dy  dz: 

Poui"  les  limites  de  y'  et  z',  l'équation  (7)  donne  : 


ou  : 

h' 
comme  pour  les  limites  définies  par  (5)  ;  donc  : 


bc 
d'où  : 

A -  —  A' 

au' 
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Donc,  les  composantes  A,  B,  G  de  Tattraction  exercée  par 
le  premier  ellipsoïde  sur  le  point  extérieur  N  se  ramènent  à 
celles  A',  B',  C  de  l'attraction  exerc^ée  par  le  second  ellijH 
soïde  sur  le  point  intérieur  N'  ;  or,  nous  savons  calculer  A', 
B',  C  ;  nous  en  déduirons  donc  A,  B,  G.  On  aura,  par  les 
formules  relatives  au  point  intérieur  : 

sin  0  cos*ô  dô 


A'=-47:/ixpa'fc'c'  P 


K(a'*sin'e4-fc'*cos*0)(a"sin'0  4-c"cos'6) 
En  vertu  de  (8)  et  de  : 

a  z=  a  -7» 

a' 
et  des  relations  : 

a'"  =  a«  H-  X;      b'*  =  6«  h-  X;      c"  =  c«  +  X, 

on  trouvera  : 

,^,  .         ,   ^      a  abc    /•?  sînOcos'Orfe 

(9)  A=-4i:^W  — -= /; 


K(X + a'sin'O + fc*cos'0)(X+ a'sin'ô + c*cos'0) 
Reste  à  déterminer  X,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  l'équation  : 

qui  exprime  que  le  second  ellipsoïde  passe  par  le  point  N 
(a,  g,  y).  On  peut  l'écrire  : 

a*  S'  Y* 

(10)  -^^  +  -r^   +   -J—  -1=0. 

'  a*  -t-  X      6'  +  X      c'  +  X 

Cette  équation  du  troisième  degré  en  X  admet  une  racine 
comprise  entre  zéro  et  +  oo,  une  autre  entre  —  6*  et  —  c% 
et  une  troisième  enti^e  —  a'  et  —  6*,  (a*  <  b*  <  c*).  La  seule 
valeur  qui  donne  un  ellipsoïde  est  la  première  racine. 

Résumons  nos  formules,  et  introduisons  la  masse  M  de 

l'ellipsoïde  : 

4 
M  =  .  zabcp, 
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et  nous  aurons  : 

1*»  Pour  un  point  intérieur  (a,  p,  y)  : 

(a)  A  =  —  3/[jL  M  -  I  '  ^ 

« J  0  ^/(a^  sin'  e  4-  fc'  cos'  0)  (a'  sin'  ô  +  c"  cos«  6; 

et  pour  B  et  C  des  expressions  qu'on  déduit  de  la  précédente 
en  permutant  abc,  a p y. 

2^  Pour  un  point  extérieur  (a,  g,  y)  : 

(ft)  A=— 3/}j.M  I  *  ^ 

Ka*-h/y  °  |/(A4-a*sin'0H-fc*cos'6)(^X+a*sin*ô-+-c*cos»e) 

et  pour  B  et  C  des  expressions  semblables;  X  désigne  la 
racine  positive  de  Téquation  : 

a"  P*  y"  .      A 

+  Tr=— -.  H-  -=-i— :  —1=0. 


a* -i- X      6*  H- X      c*  H- X 

Dans  les  deux  cas,  on  est  ramené  à  des  intégrales  elliptiques. 
Lorsque  le  point  attiré  est  sur  la  surface  même  de  lellip- 
soîde,  on  a  : 

a*       S*       Y* 

a'      &'      c'  ' 

il  en  résulte  X  =  0,  et  les  deux  formules  (a)  et  (b)  donnent 
bien  la  même  valeur  pour  A,  B,  C. 

06.  Remarques  sur  le  théorème  dlvory.  —  Ce  théorème, 
démontré  précédemment,  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Les  attractions  que  deux  ellipsoïdes  homofocaux  exercent, 

parallèlement  à  chaque  axe,  sur  deux  points  correspondants^ 

placés  sur  leurs  surfaces  respectives,  sont  entre  elles  comme 

les  produits  des  deux  axes  perpendiculaires  à  chaque  corn- 

posante. 

Soient  A,  B,  C  les  composantes  de  l'atti'action  de  l'ellip- 
soïde E  aux  axes  2a,  2b,  2c  sur  le  point  extérieur  M  (a,  jî,  v)  ; 
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A",  B'y  C  les  composantes  de  l'attraction  de  rdlipsoïde  E' 
aux  axes  2a',  2b',  2c'  sur  le  point  intérieur  M'  (a',  p',  y')  ; 
A',  R',  C  les  composantes  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  E' 
sur  le  point  M  de  la  surface.  On  aui*a,  par  le  théorème 
d'Ivory  : 

A"      b'c'       B'      c'a'       G"      a'b' 
A"  bc' 


(H) 


B 


ca 


ab 


Fi3 180 


Mais  on  a  aussi,  d'après  ce  qui 
a  été  démontré  relativement  à 
Tattraction  d'un  ellipsoïde  sur  un 
point  intérieur  : 


A 
A" 


a 


a 


Donc  : 


^    ^  A'""  a'    B'"~  b'    ~C:~  c 


A^ 
A 


51 

B 


De  (44)  et  (42)  on  déduit  : 

_C^  _a'b'c' 
'^  C~  abc' 


D'où  ce  théorème  : 

L'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  exté- 
rieur a  la  même  direction  que  celle  qu'exercerait  sur  lui 
un  ellipsoïde  homofocal  passant  par  ce  poi^it,  et  leurs 
intensités  sont  entre  elles  comme  les  volumes  de  ces  deux 
corps. 

Soient  maintenant  deux  ellipsoïdes  homofocaux  E,  E,, 
aux  axes  2a,  26,  2c,  2a„  26„  2c,;  et  A,  B,  C,  A„  B„  C,  les 
composantes  des  attractions  exercées  par  ces  deux  ellipsoïdes 
sur  un  même  point  extérieur  M;  E'  un  ellipsoïde  homofocal 
aux  deux  premiers,  dont  la  surface  passe  par  M,  2a',  2b', 
2c'  ses  axes,  A',  B',  C  les  composantes  de  l'attraction  qu'il 
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exerce  sur  le  point  M;  on  aura,  p  ir  le  théorème  précédent  : 


d'où 


A'       B'       C       a'h'c' 

ABC        abc  ' 

A,      B,      C,      a,b,c, 

A'       B'      C       a'b'c^' 

4 

A. 

B.      C,      afi,c,      3"*''°'''' 

A 

B       C        abc         4       ^ 

^ii:  abc 

3 

D'où  ce  théorème  dû  à  Maclaurin  : 

Deux  ellipsoïdes  homo focaux  homogènes  exercent  sur  ^m 
même  point  extérieur  aux  deux,  des  attractions  de  même 
direction  et  dont  les  intensités  so7it  proportionnelles  aux 
volumes  de  ces  corps. 

Remarquons  que  le  théorème  dlvory  a  lieu  quelle  que 
soit  la  loi  d'attraction.  En  effet,  supposons  l'attraction  propor- 
tionnelle à  une  fonction  quelconque  de  la  distance  ç  (it),  on 
aura  : 

^  ~  ^^dî/^  ^"^  ^^  ^^  ^*  ^^  ^  ^^^fff^'^^^^  dl  ^^  ^*  ^^' 
Posons  : 


on  aura  : 


et 

A^_bV 

A  "~  6c 


donc  :     p .    V       p /    x 
(  FW  =  F0O, 


CHAPITRE  XIl 
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97.  Lorsque  la  loi  d'attraction  est  quelconque,  les  compo- 
santes de  l'attraction  exercée  par  un  corps  G  sur  un  point 
M  (a,  p,  y)  sont  exprimées  par  les  équations  : 

X  =  fHJjp?  (w)  ^-  rf^  ^y  àz, 

Y = fv^jjj?^  00  ^  ^^  ^y  ^-' 
z  =  /'i^Jj[jrp?  («)  ^-^  ^^  ^y  ^-' 


ou  : 


tt«  =  (a?-a)«  +  (y-P)«-f-  (s--r)% 


a;,  t/,  z  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
G  et  w  sa  distance  au  point  M;  p  est  une  fonction  de  rr,  y,  r; 
les  intégrations  doivent  s'étendre  à  toute  la  masse  du  corps  G. 
On  peut  ramener  la  détermination  de  X,  Y,  Z  à  celle  d'une 
seule  fonction  U  ;  posons  en  effet  : 

\j=fCCpF{u)dxdfjdz, 

U  sera  une  certaine  fonction  de  a,  g,  v-   Gherchons  ses 
dérivées  par  rapport  à  a,  g,  yî  "Ous  pourrons  différent ier 
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SOUS  le  signe  | ,  si  la  fonction  F  {u)  ne  passe  pas  par  Tinfini, 

c'est-ù-dire  si  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du 
corps  considéré;  remarquant  que  : 

du  __  _  (a?  —  g) 
d%  u 

nous  aurons  : 

dVi 


r=-Jff?9  00^-^dxdydz, 


donc 


Tout  dépend  donc  de  la  fonction  U  que  Ton  nomme  fonction 
potentielle,  ou  simplement  potentiel. 

Dans  le  cas  où  l'attraction  est  en  raison  inverse  du  carré 

i 

de  la  distîince,  ç(u)  =  -, 

F(«)=/?(K)d«  =  -^;  • 

nous  prendrons  : 

en  désignant  par  dm  l'élément  de  masse,  et  nous  aurons  : 

„       -  rfV      „       .   dW      _       .  d\ 
X  =  /'!.-^-;      Y  =  f'^j,-,     Z  =  /i.^; 

donc,  îi  un  facteur  constant  près,  X,  Y,  Z  sont  les  déi-ivées 
partielles  du  potentiel,  par  rapport  aux  coordonnées  du  point 
attiré. 
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Équation  de  Laplace. 

98.  Considérons  toujours  le  cas  où  le  point  attiré  ne  fait 
pas  partie  de  la  niasse  attirante;  nous  pouvons  dilTéi'entier 

deux  fois  sous  le  sipne  / ,  et  nous  aurons  : 

1  1  1 

<py    £y    dyy    rrr  lu       u       u 

Comme  on  a  : 


'  =fff^  w  -^w-^d^)^'"'^'^'- 


u'  =  {x-  a)*  +  (y  -  p)»  +  {z-  y)«, 
au  u      X  —  % 


f  I    -  =  a  —  x\  -  =  — 

dfa  dd  u 


s       » 


i  1 

U 1        3  (a?  —  a)       w 

on  trouve  les  équations  : 

_1*  —  _  i      3  (a;  —  g)* 
da*  M*  m' 

1 

dp*  M*  M» 

"  «^       1    ^   3(j-y)' 

d'où  : 

d'*     d»i     d»i  „       „ 

M         u         u  3       3 


d^-^d^+d?=-r.>+«'t(^-'>'-^(*'-P>'+<-'-')'J=o. 

On  a  donc  celte  équation  due  à  Laplace  : 


d'Y     d'V      d'V      „ 

da'        dS»  ^  dv' 
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Avant  d'aborder  le  cas  délicat  où  le  point  attiré  fait  partie 
de  la  niasse  attirante,  nous  allons  déterminer  le  potentiel 
d'une  sphère  homogène  sur  un  point  de  son  intérieur. 

Considérons  d'abord  le  potentiel  d'une  couche  sphérique 
homogène  comprise  entre  les  sphères  de  rayons  r  etr  +  dr 

sur  le  point  P  situé  à  une 
jyi  distance  du  centre  OP  =  a; 

on  ain  a  : 


M«  z=zr^  +  a*  -^  iar  ces  0. 


On  peut  écriie  : 


or  : 


V  =  2.pr'drpinil^ 


sm  6  rfô  =  — 


ar 


par  conséquent  : 

(1)  V  =  2zp  "^fdu. 

!«'  cas.  Le  point  est  extérieur.  —  u  varie  de  a — r  à  a  +  r. 

(1)  Y  =  ^"P  ^'  ^^  =  *? 

a  a' 

M  représentant  la  masse  totale  de  la  couche. 

Le  potentiel  est  le  même  que  si  toute  la  masse  était  réunie 
au  centre  0. 

2«  cas.  Le  point  est  intérieur,  r—  u  varie  de  r  —  aàr  +  a, 

(2)  \=zizcrdr  =  -' 

r 

Le  potentiel  est  constant  pour  tous  les  points  de  l'intérieur. 
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99.  Potentiel  d'une  sphère  homogène  de  rayon  R'  sur  un 
point  de  son  intérieur,  situé  à  une  distance  R  du  centre.  — 

Nous  avons  à  faire  d'aliord  la  somme  des  potentiels  des 
couches  compi'ises  entre  R  et  R'  sur  le  point  intérieur  P 
situé  à  la  distance  R  du  centre;  il  faudra  prendre  l'expres- 
sion (2)  et  l'intégrer  relativement  à  r  entre  les  limites  R 
et  R',  ce  qui  donnera  : 

(3)  =  2-p(R'»  — R'). 

il  faudra  ensuite  faire  la  somme  des  potentiels  des  couches 
comprises  entre  zéro  et  R  sur  le  point  extérieur  P;  nous 
devrons  prendre  l'expression  (1),  et  l'intégrer  relativement  à 
r  entre  les  limites  zéro  et  R,  ce  qui  donnera  : 


(4)  =  Î7:pR^ 

On  aura  donc  pour  le  potentiel  de  la  sphère  sur  le  point 

intérieur  P  : 

V  =  (3)  +  (4), 
ou  : 

V  =  2.p  (r'«  - 1). 
R«  =  a*  +  3'  +  f'. 


On 

en  conclut 

• 
• 

1 

l 

rfV 

& 
3 

-pa, 

) 
\ 

\ 

rfV 

4 

.  —  • 

3 

-?3. 

rfV 
rfy 

4 
3 

rpY- 

Mais  nous  pouvons  trouver 
d'autre  part  l'attraction   de 
la  sphère  sur  le  point  P;  nous  avons  vu  (jue  la  partie  AP 
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n'agit  pas,  que  la  partie   OP    donne,  une  force   dirigée 
suivant  PO,  et  égale  à 

4  R'       4 

les  composantes  de  cette  force  suivant  les  axes  sont  : 

4  A  4 


On  a  donc  dans  ce  cas  : 

Ainsi,  ces  formules  démontrées  pour  un  corps  quelconque, 
dans  le  cas  où  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse 
attirante,  ont  lieu  encore  dans  le  cas  d'une  sphère  homogène, 
quand  le  point  fait  partie  de  la  masse  attirante  ;  nous  pouvons 

remarquer  aussi  que  dans  ce  cas,  V,  -;->  ^'  ^-»  X,  Y,  Z 
sont  des  quantités  finies  et  continues,  relativement  à  a,  g,  y. 

lOO.  Attraction  d*an  corps  quelconque  sur  un  point 
faisant  partie  de  sa  masse.  —  On  a  toujours,  en  prenant  le 
point  attiré  pour  origine  : 

dm 


^-m^'^'H'i 


X  =  /-; 


Z  =  r,fdm  1 
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Je  dis  que  V,  X,  Y,  Z  sont  toujours  des  quantités  finies. 
Prenons  les  coordonnées  polaires  w,  0,  '^,  nous  aurons  : 

0?  =  Il  CCS  6, 

y  =  w  sin  6  cos  «^, 

z  =zn  sin  0  sin  ^^ 

dm  =  pw'  du  sin  (i  d^  d^; 

il  en  résulte  : 

I   V  =  i  i/pwrfw  sin  6  rfed^J, 

X  =  /"jj!.  / 1  Ip  cos  6  sin  6  (|{i  d6  d«}, 
I  Y=:f[x  Çijp  sin'  0  cos  ^  dtt  de  d^, 
\    Z  =  f[K  j  j  jp  sin'  ô  sin  y  du  dô  d^, 

1     1 

les  facteurs  -,  —,  ont  disparu,  et  il  est  évident  que  pour  un 

corps  limité  V,  X,  Y,  Z  sont  de3  quantités  finies. 

Supposons  d'abord  la  densité  p  constante,  nous  allons 
montrer  que  dans  ce  cas  on  a  encore  : 

Y_.   rfV.     Y    •       dV.     „      ^   dV 

Décomposons  le  corps  en  deux  parties  (1)  et  (2),  (2)  se 
composant  d'une  petite  sphère  contenant  le  point  attiré  P 
dans  son  intérieur,  on  auia  en  désignant  par  V,  et  V,  les 
potentiels  correspondants  à  chacun  des  corps"  (1)  et  (2)  : 


V  =  V,  H-  V 
X  =  Xj  H-  X 


t9 

1) 


Or: 


X,  =/|x 


dx 
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puisque  le  point  attiré  P  ne  fait  pas  partie  du  corps  (1)  ; 

puisqu'il  s'agit  d'une  sphère  homogène.  Donc  : 

^      dX,      rfX,      ,  dV,      ,  rfV.      ,  dV 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Chei'chons  dans  la  même  hypothèse,  p  restant  constant,  ce 
que  devient  l'équation  de  Laplace,  lorsque  le  point  attiré  fait 
partie  de  la  masse  attirante.  On  aura  : 


d'y  _  d'Y,      d^. 
da»  "!?"■*■  dx* 


et  pai'  conséquent  : 


d 
d 


IV      d^      d'Y  _  /d'Y.      d'Y.      d'YA 
la»  **■  d^»  "*■  dv'  ~\da*  "*"  d{i*  "^  d-rV 


\da'         d?'         dvV 


Or: 

^'  a-  ^  -^.  î^  -  n 

dx*       d'fi'        df  ~   ' 

puisque  le  point  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  attirante  ;  on 

a  du  reste  : 

dV.      -  4k 


dx  3 


P* 


? 


d'où 


donc 


et: 


d'Y.  _  -  4z 
d»'  ~     3     P' 

d'Y.      d'Y.      d'Y'  _      , 
da»  "^  d^'  "^  dv'  ~      ^'''' 


d'Y      d]V      d'Y  _ 


da»       d^»       d 
ce  (|ui  est  l'équation  de  Poisson. 
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On  peut  étendre  les  tliéorùines  précédents  au  cas  où  la 
densité  p  n'est  pas  constante,  mais  nous  ne  le  ferons  pas  ici. 

101.  Attraction  d'une  droite  matérielle  homogène  sur  un 
point  également  distant  des  deux  extrémités  de  la  droite. 

—  Soit  la  droite  AB  et   le  point  M  situé  dans  le  plan 

mené  perpendiculairement  à 
la  droite  par  le  n^ilieu  0  de 
sa  longueur.  Considérons 
deux  éléments  symétriques 
C  et  D,  leurs  attractions  sur 
le    point   M    seront    égales 


-A 


^  chacune  à 
kdz 


kd 


f 
»» 


^t 


a* 


OA  =  A 


Leur  résultante  sera  dirigée 

§ 

suivant  M  0  et  égale  à  : 


COS.CMO  =  -: r  X 


a 


«1 
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a' 


a*  +  z^      y  a'  +  ^2* 


L'attraction  R  exercée  par  la  droite  sur  le  point  M  sera 


donc  égale  à  : 


m 


or  : 


r    dz     _  i  _  -  r* 


dz 


4-  z')i       ar  VtC  +  A« 


donc  : 


R  =  - 


Uh 


a  Va' 


Cherchons  le  potentiel  relatif  à  Tattraclion  de  la  droite  sur 
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le  point  M  : 


kdz  ._  ,       h  -h  y  a*  H-  h* 


\=2I =:2ilOg. 


-j  a 


Soient  x  et  y  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M; 
on  aura  : 

a'  =  X*  -h  y\ 

et  en  désignant  pai:  X  et  Y  les  composantes  de  R,  on  aura  : 


x  =  ^nos'^^^'''-^'^'--'' 


X  =  -  2ÂA 


•  X 


{x^  +  y')  K.r*  +  y*  4-  A' 


Y  =^  —  2/lA  -^ 


(.r«  -f-  y')  Ka?^  +  y*  4-  A' 

On  vérifie  aisément  les  relations  connues  : 

Y      dV      ^      d\ 
dx  dp 

Faisons  maintenant  tendre  h  vers  Tinfini,  x  et  y  restant 
finis,  la  droite  s'étendra  à  rinlini  au-dessus  et  au-dessous  du 
plan  <lcs  xy\  V  tendra  vers  l'inlirii,  et  Ton  aura  : 

X  =  -2A-      •'' 


X'  ■+-  1/  \  p  _  2*  _       2A 


R  =  — = 


Y  =  — 2A-    -^    -  f  ^        i/x'-^-if 

X*  4-  y* 

I^e  potentiel  V,  qui  est  infini,  peut  (Hre  remplacé  par  la 
fonction  U  : 

U  =  —  A-  log  (.r«  -h  y'). 

On  a  en  eiïel  : 

V       rfU       ^      r/U 

DtSPEvnors.  —  Mécanique.  U.  3 


-^1-1  =  ^'^ 
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et  celte  fonction  des  forces  vérifie  l'équation  : 

1 

dx^       di/ 

lu  foncliou  IJ  est  appelée  le  potentiel  logarithmique. 

i.e  résultat  précédent  peut  être  généralisé.  Clonsidérons 

un  cylindre  droit  s'étendant  à  Tinfini  de  part  et  d^autre  du 

plan  des  X7j,  Prenons  à  Tintérieur  de  co  cylindre  un  prisme 

s'étendant  également  à  Tinfini  de  part  et  d'autre  du  plan 

des  .rj/,  et  ayant  pour  base  Télément  dx  dy  de  Taire  de  la 

section  droite,  répondant  au  point  N  :  son  attraction  sur  le 

2K 
point  M  sera  dirigée  suivant  MN  et  égale  à  ^r;  soient  x 

et  g  les  coordonnées  de  M,  MN  =  w,  on  aura  pour   les 
composantes  de  l'attraction  du  cylindre  entier  sur  M  : 

'dx  dy  X  —  % 


ir,  ,     "  ,  "    O  «'  =  (-^^  -  «)'  +   (y  -  ?)*. 

"  JJ      u         u 
\   Z  =  0. 


Le  potentiel  n'existe  pas  d'après  ce  qui  précède,  Inais  il  y  a 
•une  fonction  des  forces 

U  =  —  kffdj;  dy  log  (m*)  =  —  ikÇjdx  dy  log  «. 

On  a  en  eflet  : 

X  =  lï.;    ï=";    Z  =  ff  =  0. 
dx  d^  r/v 

On  vérilie  aisément  la  relation  : 

d'U      d*\j       ^ 
dx'  ^  r/&*         ' 

cai*  on  a  : 

</•  -     ,         d'  — ^-- 

-4-  .    -    nn:  0 

dx  d^  "• 
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La  quantité  U  se  nomme  le  potentiel  logarithmique.  Nous 
allons  en  donner  une  application. 

102.  Cherchons  l'attraction  de  la  couche  comprise  entre 
deux  cyUndres  circulaires  droits,  concentriques  et  très  voi- 
sins, sur  un  point  du  plan  des  xy;  les  deux  cylindres  ont 
leurs  génératrices  perpendiculaires  à  ce  plan,  et  s'étendent 
iiidéluiiment  au-dessus  et  au-dessous  de  ce  plan. 

Faisons  passer  Taxe  des  x  par  le  point  attiré  M,  et  ropi-é- 
sentons  par  a  la  distance  OM,  par  r  et  r  +  dr  les  rayons 
des  deux  cyUndres,  l'élément  N  de  la  section  di^oite, 
compris  entre  deux  rayons  infiniment  voisins,  aura  pour 
expression  r  dr  (/O,  et  l'on  aura  : 


U  =  — A/rfrl      de  log(u»), 

a^  z=z  a*  4-  r'  —  iar  cos  6. 

1*^  a  <  r. 

Nous  écrirons  : 

u*  =  (/•  —  ae^  V  -»)  (r  —  ae-  ^  v  -i)  _ 

=  r*  (1  —  mo^\  -»)  (1  —  me-  ^  v  -^), 


m  =  -<  1. 
r 


Donc  : 

(1)  \]^=—krdrj     rfO }  log  v-  +  log [(1  -^ me^  v  ^)  (1  -^me-0\  - •) |; . 

'!"  a  >  r. 
Nous  écrirons  : 

n  =  -  <  1. 

a 

Donc  : 

/»2ÏC 

r^  =  —  krdr\     rfO  \  log  a'  +  log  [(1  —  ne^  \  -0(1  —  ne-  ^  v  -"')lj. 
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Or,  m  étant  <  1 ,  on  a,  en  série  convergente  : 

1  z 

—  ^-Ov/-i  _  ^-30v-i...=z:  —  2     T-cosO  +  ^  cos26...     • 

On  en  conclut  : 


£ 


log  [(1  —  me^M -0  (1  —  we»  -^  v^^)]  rfO  =  0; 


les  formules  (I)  et  (2)  deviennent  donc  : 

(1^-)  V,  =  ^iT.krdr  log  r\ 

(2''*)  U,  =  — 2::ÀTrfrloga». 

Si  maintenant  Taxe  des  x  est  quelconque,  on  remplacera 
a*  par  a*  +  g*  et  l'on  aura  : 

X  ——'  —  0       Y  —  — »  — 0 

A.  =  -T-  =  —  Ir  kr  dr  — ? 

dx  a*  4-  fi' 

(/a  a*+  S 


i' 


U,  :=  V'\\  i   Y\  = 


47:  Ar  ^//'        4::  Ar  dr 


Ka*  -4-  3*  ^' 


Donc,  la  couche  n'exerce  aucune  acttion  sur  un  point 
inléi'icur,  et  elle  attire  les  points  extérieurs  comme  une 
seule  droite  indélinie  passant  par  le  centre,  et  dont  la  den- 
sité seiait  /.;  X  2::  r  (ir  1=  /v2îl,  c'est-à-dire  connue  si  toute 
la  masse  était  réunie  sur  l'axe  de  la  couche. 

103.  Attraction  d'un  cylindre  circulaire  homogène,  plein, 

indéfini,  sur  un  point  de  son  intérieur  M'. 

Posons  : 

OM'  =r\      0M  =  /'. 
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On  aura  : 

r  =  —  2-  k  \r  (Ir  Iojj:  r'  —  2::  //  /  '  r  dr  Inj!  ]\'\ 


Or: 

id.r*  log  r*  =  r'  (log  ?'*  —  i)  ; 

<lonc  : 


U  =  -  tJ:[K' {\og  IV  -  i)-R"  (log  IV'  -  1)]-::*  R"  log  R'S 

U  =  -  ::*  [R'  (2  log  R  ~  1)  +  R'*], 

ou  bien,  en  remplaçant  R'*  par  a'  -|-  3": 

U  =  —  T,k  (a*  4-  ?•)  —  r.  AR'  (2  log  R  —  i). 
On  en  déduit  : 

(»)  d7-^d^  =  -*^*' 

et  en  opérant  comme  dans  le  cas  de  la  spliùre,  on  montrera 
que  le  potentiel  logîirithmiquo  rehitir  à  un  cylindre  quel- 
conque satisfait  à  l'équation  : 

quand  le  point  attiré  no  fait  pas  partie  du  coi-ps,  et  à  Téqiia- 
tion  (B)  dans  le  cas  contraire. 


CHAPITRE  XIII 


CALCUL  DU  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES  ET  DES  COMÈTES 

AUTOUR  DU  SOLEIL. 

104.  Nous  allons  partir  de  la  loi  de  la  gravitation  univer- 
selle :  nous  réduirons  le  Soleil  à  un  point  matériel  S  de 
masse  M,  la  planète  P  à  un  point  matériel  de  masse  m;  soit 
f  Tattraction  de  l'unité  de  masse  sur  Tunité  de  masse,  h 
l'unité  de  distance,  posons  r  =  SP;  le  Soleil  sera  soumis  à 
une  force  SA  dii*igée  suivant  SP,  la  planùle  à  une  force  PB 

dirigée  suivant  PS;  ces 
deux  forces  ont  la  mùme 

.  ,      ., ,  /"Mm 
mtensjte  — ;-• 

Prenons  trois  axes  rec- 
tangulaires fixes  OX, 
OY,  OZ;  désignons,  rela- 
Y  tivement  à  ces  axes,  les 
coordonnées  de  S  par 
X,  Y,  Z,  celles  de  P 
par  ç,  7;,  Ç.  Si  nous  re- 
marquons que  les  pi'ojpc- 


^x^ 


Fi^  \%\ 


tions  de  la  force  SA  sur  les  axes  sont  : 


/l^lw  J  — X^     /"Mm    y;  — Y       /Mw  >  — Z^ 
r*  r     *       r*  r     '        r*         r 


nous  aurons  pour  déterminer  X,  Y,  Z  en  fonction  du  temps 
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trois  c(iuations  semblables  à  la  suivante  : 

„^/*X      /Mw    ;  — X 

On  peut  diviser  par  M,  et  écrire  : 

(P\       ,    ;  — X 

(/r  r* 


)  d'Y 


•   fit*     I       ,■•• 


v;-Y 


On  aura  de  même  pour  déterminer  le  mouvement  de  P 
les  ti-ois  é([uations  suivantes  : 

//«  2  X  —  - 


(in      '        r' 


11  ne  serait  pas  utile  d'intégrer  ces  équations,  parce  qu'il 
serait  impossible  de  déterminer  les  constantes  arbitraires, 
jiositions  et  vitesses  initiales  du  Soleil  et  de  la  planète, 
relativement  à  des  axes  fixes,  quantités  que  nous  ne  con- 
naissons pas.  Il  faut  chercher  le  mouvement  relatif  de  la 
I)lanète  autour  du  Soleil.  Par  le  point  S  menons  trois  axes 
t^.v,  S  y,  Sj3  parallèles  aux  axes  fixes;  relativement  à  ces 
nouveaux  axes,  désignons  les  coordonnées  de  la  planète 
p;u'  .r,  y  y  z;  nous  aurons  : 

5  =  X-f-,r;     d^oii    a?  =  ;  —  X, 
d^  _d'^^  rPX 

cl  lieux  auti'es  écniations  analogues  pour  déterminer  ,;,»  .Jl- 

ar  (tt 
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En  tenant  compte  dos  équations  (l)  et  (!2),  on  trouvera  : 

(P.V  ___      /"(M  +  vi)  X 
i    7/72—  r^        ' 


ï   itV                   r 
I  d^_ 


1 

/■(M  +  m)  z 


Ces  équations  sont  les  mêmes  que  si  Ton  avait  supposé 
tout  d'abord  le  Soleil  fixe  et  qu'on  ait  cherché  le  mou- 
vement absolu  de  la  planète  P  attirée  par  le  Soleil  par  la 

_        fm  (M  +  w)    >^  - - 

force :, Nous  poserons  M  +  m  =  ;x,   et  nous 

aurons  : 

\    dt'  ^    H   ~  "' 

(A)  ^'^.-^^-^  =  0. 

^  '  I   dr        r* 

En  partant  de  ces  équations,  on  prouvera,  comme  on  l'a 
fait  (tome  I,  p.  338),  que  la  courbe  décrite  par  la  planète  est 
située  dans  un  plan  passant  par  le  centre  du  Soleil.  Nous 
simplifierons  nos  formules,  en  prenant  ce  plan  pour  plan 
des  xy\  alors  z  =  0  et  il  reste  les  deux  équations  : 


(B)  {    .,         .  \  r-  =  x*  +  y\ 


On  en  conclut,  connue  nous  l'avons  déjà  vu  (tome  I,  p.  ri3f))  : 

rf*y         d^x 

et  en  désignant  par  c  une  constante  ai'bilraire,  (M  représcMi- 
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tant  par  0  l'angle  que  fait  le  rayon  vecleiir  r  avec  Taxe  dos  x  : 

dy         (Ix 
(It       ^  dt 

(4)  r'-  =  e;      2  =  ^. 

On  déduit  encore  des  équations  (B)  : 

dx*  H-  rfy*             xdx  +  ydy 
à' 57r—  +  V^^ -, =  0, 

ou  bien  : 

Intégrant,  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  ft,  il  vient  : 

,      dr'-  ^r"  de*      if'^       ^ 

Les  coordonnées  polaires  r  et  0  seront  déterminées  en  fonc- 
tion (lu  temps  par  les  équations  (4)  et  (5).  Si  on  élimine  dt 
entre  elles,  il  vient  : 


c 


d'où  : 


de 


^'  (â'=  '  -^'  '  -  '*  (')■• 


1  1 

—  cd  •  -  — cd  '  — 

r  r 


En  intégrant,  et  désignant  la  constante  arbitraii'e  par  w,  il 
vient  : 


0  —  0)  =  arc  cos 
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-  =  —  +  1/  A  4-  ^  COS  (e  —  (u), 


c} 


(fi)  r  =  —        ^^ 


1  +  y  1  H-  ~;^  COS  (0  -  to). 

On  reconnaît  Téquation  d'une  section  conique  dont  l'ori- 
gine  est  un  foyer;  les  planètes  décrivant  toutes  des  ellipses 
et  non  des  hyperboles  ou  des  parai )oles,  les  conditions 
initiales  doivent  être  telles  que  Téquation  (G)  représente 
une  ellipse. 

Faisons  tourner  Taxe  des  x  de  Tangle  w,  et  Térjuation  (0) 
s'écrira  : 


c« 


r= -— 


1  -f-  1/  1  4-  -—^  COS  0. 


En  désignant  par  2a  le  grand  axe  de  Tellipse,  et  par  e 
Texcentricité,  cette  équation  doit  pouvoir  s'écrire  : 


a  (1  —  (^) 
r  z- 


i  +  e  COS  0 
En  comparant  ces  deux  expressions  de  r,  il  vient  : 


:  \/i  +  ^'-  ■ 


e  : 

On  lire  de  là  : 

a 

Les  deux  constantes  A  et  c  s'expriment  donc  au  moyen  de 
a  et  de  e,  qui  donnent  la  foi-me  et  la  grandeur  de  Tellipse. 
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c  étant  le  double  de  Taire  décrite  dans  l'unité  de  temps 
par  le  rayon  vecteur  de  la  planète,  on  a  : 


T 

ou,  en  faisant  : 

2:: 


_iT.nb      iT.n^yi  —  e^ 


cette  valeur  de  c  étant  comparée  à  (8),  il  en  résulte  : 

(9)  w'  a»  =  /"[x. 

n  est  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  rayon  vecteur,  qui 
décrit  Tangle  2::  dans  le  temps  T;  on  l'appelle  encore,  siin- 
])lement  le  moyen  mouvement,  La  formule  (9)  montre  qtle, 
pour  les  planètes,  n  et  a  ne  peuvent  pas  avoir  des  valeurs 
quelconques;  pour  une  autre  planète  P',  on  aura  : 


;*'  =  M  +  m'. 

/•;*'  =  «"  a". 

On  en  conclut  : 

n'a*  __  (A       M  +  m 

«"«'•      ix'       M  +  m'  ' 

ou  î)ion  : 

(10) 

rt'    T"          "^  M 
a"    T'  ~  ,      m'  ' 

de  manière 

que 

l'on  n'a  plus  : 

T*       T'* 

Ainsi,  nous  avons  trouvé  que  le  mouvement  de  la  planète 
doit  bien  vérifier  les  deux  premières  lois  de  Kepler,  mais  ne 
sîilisfait  plus  à  la  troisième.  Toutefois,  si  l'on  remarque  que 

m   m*  1 

les  rapports  jr?  -^  sont  très  petits,  et  égaux  au  plus  à  j^^^ 
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dans  le  cas  de  Jupiter,  on  voit  que  le  second  menil)re  de 
l'équation  (iO)  diffère  très  peu  de  1;  il  s'en  faut  donc  do 
bien  peu  que  la  troisième  loi  de  Kepler  soit  vëiilîée,  et  de 
trop  peu  pour  que  Kepler  ait  pu  reconnaître  avec  les  ol)ser- 
vations  de  Tycho,  que  cette  loi  n'était  pas  tout  à  fait  exacte. 
L'expression  (5)  de  i;',  en  tenant  comité  de  la  vîdeur  de  fc, 
s'écrira  : 

I!  faut  maintenant  déterminer  la  position  de  la  planète  sur 
son  orbite  à  une  époque  quelconque.  Prenons  les  formules  ; 

r'de 


(12)  lJlI  =  c  =  «a'|/i_^.^ 

r  = 


1  4-  ^  cos  6 
et  éliminons  0  entre  les  deux;  nous  aurons  d'abord  : 


a  (1  —  ^«)  —  r         .    ^       \/n^e^  —  {a  —  r)-  ,/, -, 

cos  0  = :      sin  ô  = Kl  —  f-, 

er  er 

sinOrfO  — t 


rfô  = 


e         r 


r         Va'é'  —  (rt  — r)* 

■ 

et,  en  reportant  dans  (12)  : 
(13)  ndt^= 


a  KaV*  —  [a  —  r)* 

la  valeur  absolue  de  a  —  r  doit  être  plus  petite  que  ae; 
nous  poseroïis,  en  introduisant  une  varialde  auxiliaire  u  : 

a  —  r  =Z2  ae  cos  u, 
d'où  : 

(14)  r  =:  a  {l  —  r  cos  u), 

la  formule  : 

dr  =z  ne  sin  u  du. 
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(i3)  devient  ainsi  : 

ndt  =  (1  —  e  cos  u)  du, 

d'où  en  intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  C  : 

(15)  nt  =  u  —  e  sin  u  +  C. 

Pai'  l'équation  précédente,  u  est  une  fonction  de  f; 
(i  i)  donne  r  en  fonction  de  w,  donc  r  est  une  fonction  de  t. 
On  aurait  pu  intégrer  directement  la  formule  (13)  et  obtenir 
ainsi  r  en  fonction  de  t;  mais  l'expression  de  r  aurait  été 
compliquée,  et  Tintroduction  de  la  variable  u  simplifie  le 
calcul  bien  que  le  résultat  final  soit  le  même. 

105.  Signification  géométrique  de  la  variable  u.  —  Sur 

le  gî'and  axe  A  A'  de  Tellipse 
comme  diamètre  décrivons 
un  cercle;  soit  M  un  point 
de  l'orbite  de  la  planète, 
A  N  le  point  du  cercle  corres- 
pondant à  la  même  abscisse 

185  W^  ^/       CV  =  X.  On  a,  comme  on 

sait  : 


^»3 


r  —  SM  =  a  —  X  =ia  —  ex=  a(l  —  ^  cos  m), 

a 


d'où  : 


x=  a  cos  u  ; 


lo  triangle  rectangle  PCN  donne  : 

CP  =  jr  =  CNcos  ACN: 

un  aura  donc  : 

7/  =  ACN. 


a  cos  ACN; 


Cet  angle  u  est  ce  qu'on  appelle  l'anomalie  excentrique, 
0  =  MSA  est  l'anomalie  vraie. 

Au  point  A,      M  =  0,      0  =  0, 

cnA',     w  =  z,      0  =  ::.  . 
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Comptons  le  temps  à  partir  du  moment  où  la  planète  est 
à  son  périhélie;  alors,  pour  <  =  0,  u  =  0;  la  formule  (15) 
donnera  C  =  0  ;  on  a  donc  : 

(IG)  u  —  tf  sin  n  =  nt, 

(17)  r  =  a  (1  —  e  cos  n)  ; 

réquation  (10)  donnera  ii  en  fonction  de  t.  Éj^alons  Texpitîs- 
sion  précédente  de  r  à  celle  fournie  par  Téquation  de  rdlipse, 
et  nous  trouverons  : 

/i  ^       a(l—  0^) 

a(l  —  e  cos  u)  =  .  -    -    -  .-    . 
^  1  4-  (?  cos  0 

d'où  : 

(18)  cos  e  = 


1  —  ^  cos  u 


(17)  et  (18)  donneront  donc  r  et  0  en  fonction  de  w,  qui  est 
lui-même  doimé  en  fonction  de  t.  On  tii*e  de  (18)  : 


Ki- 


e^     sui  u 


sîn  ô  =  — z 1 

1  —  e  cos  u 

et  de  cette  formule  combinée  avec  (18)  on  déduira  : 

r  cos  ()  =:  a  (cos  u  —  ^), 


(19) 


r  sin  0  =  a  J/l  —  e*  sin  w. 


Lorsqu'il  s'aj^it  de  calculs  numéricjues,  ces  deux  formules 
peuvent  remplarei'avantaj^ousomont  les  formules  (i7)  et  (18)  ; 
dans  co  cas,  ou  peut  encore^rouvei'  des  fornuiles  plus  uvun- 
lageuses;  on  déduit  en  elVet  de  (18)  : 

a  t  ^  I  r  (1  —  ^)  (i  +  COS  U)  ^..  ,         '  *■'     ^ 

2  COS*  -  =1^  1  +  COS  0  c=  ' —  -J-1 ^ r  =z  2  (1  —  e) 


~  < 


2  1  —  ^  cos  M  ^1 — V  cos  a 


^    .    ,0  .  ,         (1  H-W)  (1  — C0S?i) 

2  sm-  -  =  1  —  cos  6  =  "• — -—-^ ^  =  2  (1  4-  ej  r- 


2  1  —  *^  cos  M  ■!  —  /'  cos  ff 
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Ou  tire  de  là,  en  tenant  compte  de  (17)  : 


u 


Vr  sin  -  =  Va{\  +  e)  sin  -  5 

!•-        0        1/ — ; " 

Vr  cos     =  K  fl  (1  — ■  6?)  cos  - 1 


Les  formules  (20)  sont  très  élégantes  et  très  simples,  quand 
il  s'agit  de  calculs  numériques;  la  formule  (21)  est  im])or- 
tante,  c'est  elle  que  l'on  devra  employer  s'il  s'ayit  seulement 
de  calculer  0. 

106.  Développements  analytiques  de  r  et  0.  —  Nous 

poserons  : 

nt  =  ï, 

la  quahtitë  ;  se  nomme  l'anomalie  moyenne;  c'est  Tanfiie 
que  ferait  à  l'épociue  f,  avec  SA,  le  rayon  vecteur  do  la 
planète,  si  ce  rayon  vecteur  tournait  uniformément  autour  du 
point  S,  de  manière  à  décrire  l'angle  '2r.  dans  le  tenq)s  T. 
Nous  aurons  : 

u  —'  e  sin  u  =  ;, 

(22)  w  =  ;  +  ^  sin  Uy 

(23)  -  =  1  —  p  cos  M. 

10^.  Série  de  Lagrange.  —  Lagrange  considère,  d*un(î 
manière  générale,  récjuation  : 

(L)  H  =  :  +  e  fin), 

m 

qui  détermine  ti  en  fonction  de  la  variable; et  du  i)aramètiLU'; 
il  se  propose  de  développer  une  fonction  donnée  de  if,  V(U), 
suivant  les  puissances  de  e,  et  il  donne  pour  cela  la  série 
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suivante,  qui  porte  son  nom  (*)  : 

F  (u)  =  F  Q  + 1  a;)  F'  (0  +  râ     % 

■^1.2.3         rf;'         "^1.2...  m         (/;"•-'  ■*"••• 

Nous  aurons,  dans  le  cas  actuel, 

f{u)  =  sîn  u;     /*(;)  =  sîn  ;. 

Pour  développer  l'expression  (22)  de  r  suivant  les  puis- 
sances de  e,  il  faut  développer  de  la  même  manière  cos  u; 
nous  ferons  dans  M  : 

F{u)  =  cos  n ;      F  Q  =  cos  ?, 

et  nous  trouverons  : 

cos  M  =  cos  ^  —  ,  sin'  s  —  7-5  — :r;~- 

1  l.Z        u^ 

■"  1.2.3    rf;'     "•  "■  1.2...  w     ^;"^^=^»  ••' 

On  peut  développer  sin"*^  *;  par  une  formule  connue,  sui- 

vant  les  sinus  des  multiples  de  r,  si  m  est  pair,  — j^m-i — 

se  trouvem  développé  de  la  même  manière;  mais  il  est  aisé 
de  voir  que  ce  développement  ne  conlieudi*a  que  (Tes  cosinus; 
enfin,  on  peut  ordonner  relativement  à  cos  ;,  cos 2;,  cosIÎL\..  ; 
en  reportant  la  valeur  trouvée  pour  cos  a  dans  Texpression 

r 

(2IÎ)  de  -'  et  né{,digoant  c%  on  aura  : 


—  (2  —  ;{ )  «^os  2;  —  -g-  cos  'K  -  ;{  cos  4:. 


0)  On  trouvcMM  la  ilriiioiibtralion  do  cvMo  formule  dans  le  Cours  de  M.  Hcnhite 
à  la  racullj  des  bcicncob,  '2"  édition,  p.  loi.  —  Liluairic  A,  llennanii. 
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Dans  le  cas  des  planètes,  e  est  petit;  le  développement 
précédent  suffira  souvent;  il  serait  du  reste  facile  de  le 
compléter. 

Occupons-nous  du  développement  de  0;  partons  pour  cela 
de  la  formule  : 

Lit 

<roù,  à  cause  de  : 

ni  =  s;      r  =  a  (1  —  c  cos  u)  : 
rfO  =  [/{-^  im  —  e  cos  h)-  *  dZ, 

ou  bien,  en  développant  par  la  série  du  binôme  (1  —  ecosu)~\ 

• 

rfô  =  k^l  —  Éf'  (1  +  ie  cos  u  H-  3e^  ces'  u  h-  ie^  cos^  te...)  rf;. 

On  développera  Texpression  de  cos"  u  suivant  les  puis- 
sances de  e,  par  la  formule  de  Lagrange,  en  y  faisant  : 

F(u)  =  cos"  u;  on  développera  également  Ki  —  <?*  suivant 
les  puissances  de  e,  par  la  fornmle  du  binôme,  et  on  trou- 
vera ainsi  une  expression  de  la  forme  suivante  : 

rfô 

~  =:  1  -h  B,  cos  s  +  B,  cos  2Ç  -*-  ... 

d'où  en  intégrant,  sans  ajouter  de  constante,  parce  que 

pour  Ç  =  0,  e  =  0.  >) 

Or=:î:  +  B,sin:-i-|?sin2ï4-  ... 
On  trouvé,  en  négligeant  e'  comme  précédemment  : 


(P) 


0-:  =  sin:(2.-Q  +  sin2;(^.'-^.^) 


+  sm  3^  j2      "^  "96"     '^''^    '* 


I^es    formules  (N)  et  (P)  permetlront  de  calculer  r  et  0 
pour  une  époque  quelconque;  comme  ces  calculs  se  repré- 

DESPEvnors.  —  Hf^canique»  II.  i 


Xi 
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senleront  fréquemment,  on  calculera,  pour  chaque  planète, 

deux  tables  faisant  connaître  les  valeurs  numériques  <les 

seconds  niemln'es  des  é(iuations  (N)  et  (P)  pour  une  série 

de  valeurs  équidistantes  de  ;',  conq)rises  entre  0  et  300°  ;  le 

r 
calcul  de  -  et  de  0  —  Z  sera  ainsi  Irùs  sinq)le;  on  obtiendra 

de  cette  manière  pour  une  époque  quelconque  les  valeurs 
munériqu^s  de  r  et  0,  qui  se  nouiment  les  coordonnées  dans 
Torbite.  On  passera  de  là  aux  coordonnées  x,  ?/,  z  rapportées 
à  un  systènuî  d'axes  reclanyulaires  Sx',  S?/,  S-  (|ui  sera  le 
niOme  pour  toutes  les  planètes;  on  obtiendra  ainsi  les  coor- 
données liéliocentriques  ;  il  faudra  ensuite  passer  aux  coor- 
données géocentriques,  de  manière  à  calculer  les  coordonnées 
de  la  planète  et  les  comparer  à  celles  fournies  directement 
par  l'observation;  mais  ces  calculs  dépendent  du  cours 
d'astronomie,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici. 

108.  Calcul  des  coordonnées  dans  rorbite,  dans  le  cas 
du  mouvement  parabolique.  —  Cionsidérons  d'abord  une 
orbite  elliptique  très  allonjjfée,  dans  -laquelle  a  serait  trùs 
{^rand,  et  e  très  voisin  de  1;  soit  m  la  masse  du  corps  circu- 
lant sur  cotte  orbite,  2a  et  26  les  lonjJiueurs  des  axes  du 

h- 
rorl)ite,  p  :^  —  =:  a  (1  —  e'')  son  paramètre;  un  aura  : 

u 

iK)       „ 
ii'^}  r'  ---  ..  C, 

C  =  na-  l/l  —  t^'  =  /m^  Vp, 

ou  l)ien,  à  cause  de 

(2:;.)  c  -^  K/(M  -f-  w)  K/>. 

Si,  maintenant,  on  fait  tendie  a  vers  l'inlini,  de  manière 
que  -  =  p  reste  fini,  l'ellipse  aura  pour  limite  une  parabole 
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de  paramètre  p,  et  les  équations  (24)  et  (25)  auront  encore 
lieu;  la  masse  m  de  la  comète  étant  néf^ligeable  devant  la 
masse  M  du  Soleil,  ou  pourra  écrire  : 


C  =  y/Mp..      ou      C  =  K  i/py 
eu  faisant  : 

On  aura  donc  : 


dt 


Ki/p. 


r  =  -J!—=-I—; 
1  -h  ces  6       ^       ,6 

2  ces'  - 

* 

reportant  cette  valeur  de  r  dans  Téquation  précédente,  il 
viendra  : 

0 

4  cos^  - 

z 


En  intégrant,  sans  ajouter  de  conslante,  ce  ([ui  reviendra  à 
compter  le  temps  à  partir  du  moment  du  passage  do  la 
comète  au  périliélie,  où  0  =:^-  0,  on  aura  : 


(U) 


2Kf 

.    0 

1 

0 

:l 
P' 

;j 

IK' 

•    * 

2 

r 

P 

0 

2cos* 

2 

(K) 


On  trouvera  donc  0  en  fonction  fie  l\  en  résolvant  une  équa- 
tion (Q)  du  troisième  degré,  la  formule  (R)  donnera  ensuite  r. 
Poiii'   faciliter  le   calcul   de  0,   on  construii'a  une  tal)le 

donnant  les  valeuis  numériques  de  la  fonction  tp  z  -h  «  tg'  5' 

«s        tf         z 
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pour  des  valeurs  de  0  équidistantes  et  assez  rapprochées; 
cette  table  servira  pour  toutes  les  comètes;  soit,  pour  la 
comète  considérée,  et  pour  Tépoque  t, 

»  —  ^^ 

on  cherchera  par  interpolation  dans  la  table  la  valeur  de  0  telle 

1       0 

que  la  valeur  correspondante  de  tfç  0  +  ..  Ig'  -^  soit  égale  à  N. 

109.  Détermination  des  masses  des  planètes.  —  Consi- 
dérons une  planète  accompagnée  d'un  ou  de  plusieui's  satel- 
lites; soient  m  la  masse  de  celle  planète,  a  le  dcmi^rand  axe 
de  Torbite  qu'elle  décrit  autour  du  Soleil,  ï  la  durée  de  sa 
révolution  sidérale;  soient  de  mèn'ie  m'  la  niasse  d'un  des 
satellites,  a'  le  demi-grand  axe  de  Toi^bite  qu'il  décrit  autour 
de  sa  planète,  T'  la  durée  de  la  révolution  de  ce  satellite, 
et  enfin  M  la  masse  du  Soleil;  on  aura,  comme  on  l'a  vu 
précédemment,  la  relation  : 


/(M  +  m)  = 


iz^  a^ 


r* 


On  uura,  de  la  mêino  manière,  dans  le  mouvcniicut  du  satel- 
lite autour  de  la  planète  : 

f(m  +  «0=    ^„    » 
d'où,  en  éliminant  f  : 

M  -f-  m 


M»  +  m 
M 


n'  =  [a)  \  ï  j  ' 


S=(;)ïï)' 


m 


Le  ra))porl  -,  est  connu  par  les  observai  ions;  il  en  (*st  ijr 
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T' 
même  du  rapport  y;  si  Ton  en  excepte  la  Lune,  le  rap- 

fn!  1 

port  ---  est  très  petit,  toujours  au-dessus  de  ït^âââ;  en  négli- 
geant cette  petite  quantité,  l'équation  (1)  donne  : 


= (m?)' 


-+  1 

m 


et  le  plus  souvent,  comme  m  est  très  petit  devant  M,  on 
pourra  se  borner  à 

d'où  : 

U-\a)\T)' 

Ce  moyen  de  déterminer  la  masse  d'une  planète,  ou  plutôt, 
le  rapport  de  sa  masse  à  celle  du  Soleil,  peut  être  et  est 
réellement  employé  pour  Mars  qui  a  2  satellites  connus 
depuis  peu,  pour  Jupiter  qui  en  a  4,  Saturne  8,  Uranus  4 
et  Neptune  1  ;  dans  le  cas  où  il  y  a  plusieurs  satellites,  on 
peut  employer  chacun  d'eux  à  la  détermination  du  rap- 
port w;  on  aura  ainsi  une  vérification  et  une  précision  plus 

grande. 

Dans  le  cas  de  la  Terre,  nous  avons  dit  qu'on  ne  peut  pas 

négliger  —  dans  l'équation  (1)  ;  on  peut  s'adresser  à  d'autres 

phénomènes  qui  font  connaître  le  rapport  de  la  masse  de  la 
Lune  à  la  masse  de  la  Terre  ;  par  exemple,  au  phénomène 
des  marées,  ou  mieux  encore  à  celui  de  la  nutation  de  l'axe 
terrestre,  d'où  l'on  tire 

m  ""81^ 
réquation  (i)  donnera  ensuite  le  rapport  de  la  masse  de  la 


54  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

Terre  à  la  masse  du  Soleil.  Mais  il  vaut  mieux  employer  le 
moyen  suivant  : 

Supposons  la  Terre  sphérique,  et  composée  de  couches 
sphériïjues  concentriques  liomo^^eiies;  soit  r  son  rayon; 
l'attraction  de  la  Terre  sui*  Tuiiité  de  masse  ])laroe  en  un 

point  de  sa  surface  sera^;  c'est  raceélération  g  de  la 

pesanteur;  on  aura  donc  : 

fm 


,.1  —  9- 


On  a  du  reste  : 

ï 

d'où,  en  éliminant  f: 


/•(M  +  m)  =  -^ , 


M       .       4t:-  a' 


m  gr-  V 

tout  est  comme  dans  le  second  membre;  on  aura  donc  le 

nipport  — 
Soit  n  la  parallaxe  horizontale  moyenne  du  Soleil,  on  a  : 

r  r 

-  =  sîn  ct:      a  =  -  —  > 
a  sm  cj 

M 

l'équation  précédente,  en  néglij^eant  4  devant-»  donnera 

donc  : 

M  4::'  r 

_  .    ■         ^.^^— — -^-^  ■ 

m       ffï'  sin^  n 

On  peut  romplacoi*  sin  rj  par  ny,  parce  ([ur^  rj  est  tivs  petit  ; 
on  li'ouve  ainsi,  en  désignant  par  k  une  constante  bien 
connue  par  les  observations  : 

w 
5l^*^' 

de  manière  que,  la  parallaxe  du  Soleil  étant  supposée 
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connue,  soit  par  les  observations  du  passage  de  Vénus, 

M 

soit  par  tout  autre  moyen,  on  aura  le  rapport-;  inverse- 

ment,  si  le  rapport  de  la  niasse  de  la  Terre  ii  celle  du  Soleil 
était  supposé  connu,  on  en  déduirait  la  parallaxe  du  Soleil 
et,  par  suite,  sa  distance  à  la  Terre  (^). 

Restent  donc  les  deux  seules  planètes,  Mercure  et  Vénus, 
dépourvues  de  satellites,  et  dont  on  ne  peut  pas  trouver 
les  masses  par  le  procédé  ci-dessus.  Disons  en  peu  de 
mots  comment  on  arrive  à  la  connaissance  de  ces  deux 
masses.  ^ 

Nous  avons  vu  que,  si  une  planète  existait  seule,  elle 
décrirait  une  ellipse  invariable  autour  du  centre  du  Soleil 
comme  foyer,  mais  il  n'en  est  pas  ainsi;  la  planète  est 
soumise  aussi  à  Tattraction  des  autres  planètes;  de  là 
naissent  des  forces  dont  il  faut  tenir  compte,  mais  qui, 
heureusement,  sont  petites,  parce  que  les  masses  des 
planètes  sont  petites  en  comparaison  de  lîi  masse  du  Soleil, 
et  ({ue  les  planètes  n'arriveut  jamais  à  passer  très  près  les 
unes  des  autres.  Il  en  résulte  que  chaque  planète  décrit  autour 
du  Soleil  une  courbe  peu  dillërente  de  Tellipse  primitive; 
elle  éprouvera  seulement  des  perturbations;  le  calcul  de  ces 
perturbations  est  extrêmement  compli(|ué;  c'est  Tobjet 
principal  de  la  Mécanique  Céleste. 

Ainsi,  l'action  de  Vénus  fera  sortir  un  peu  la  Terre  de  son 
orbite  elliptique;  on  conçoit  que  de  ces  dérangements  on 
puisse  déduire  la  masse  de  Vénus;  on  déduira  de  même  la 
masse  de  Mercure  des  perturbations  qu'elle  fait  sul)ir  au 
mouvement  de  Vénus,  ou  mieux  encore  des  perturbations 
qu'elle  i)roduit  dans  le  mouvement  des  comètes,  telles  que 
la  comète  d'Encke,  qui  approchent  beaucoup  plus  de  Alercure 


(*)  Nous  nous  sommes  bornés  à  donner  nue  idi^e  «le  la  miHliode,  qni  est  plus 
roiripliquée  en  réalité,  car  il  faut  tenir  compte  de  eo  (juc  la  Terre  n'est  pas 
sphéi'iqwe,  et  de  son  mouvement  de  rotation. 
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que  ne  le  fait  Vénus.  On  a  trouve  ainsi  les  nombres  suivants, 
adoptés  par  Le  Verrier. 


PLANÈTES. 

m 
M 

PLANÈTES. 

m 
M 

Mercure. 
Vénus. 
La  Terre. 
Mars. 

1 

Jupiter. 

Saturne. 

Uranus. 

Neptune. 

1 

1 

1050 

i 
3  512 

1 

4  im  000 

412  150 

1 

324  440 
1 

24  000 

1 
14  400 

3  093  000 

La  masse  de  Jupiter  est,  a  elle  seule,  plus  grande  que  la 
sonnne  des  masses  de  toutes  les  autres  planètes.  Quant  à  la 
sonmie  des  masses  des  p(»tites  planètes  connues  ou  incon- 
nues, Le  Verrier  a  montré  qu'elle  est  plus  petite  que  le 
huitième  de  la  masse  de  la  Terre. 

Les  lois  de  la  gravitation  s'appliquent  aux  étoiles  doubles, 
dont  les  mouvements  découverts  par  W.  Herschel,  sont 
soumis  aux  deux  premières  lois  de  Kepler.  Désignons  par  M' 
et  m'  les  masses  de  l'étoile  principale  d'une  étoile  double  et 
de  son  satellite,  T'  la  durée  de  la  révolution  du  satellite 
autour  de  l'étoile  principale?,  M  la  masse  du  Soleil,  m  celle 
de  la  Terre,  T  la  durée  de  l'année  sidérale,  a  le  demi-grand 
axe  de  l'oi'bite  de  laTeire,  a'  le  demi-grand  axe  de  l'orbite 
du  satellite  stellaire,  A  la  distance  de  l'étoile  double  au 
Soleil  ;  en  supposant  (jue  la  constante  f  soit  la  même  dans 
les  deux  svstèmes,  on  aura  les  relations  suivantes  : 

u  7 


/•(M'  +  m') 


4x»a" 


/•(M  H-  m)  = 


T"5 

4::'a' 
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d'où,  avec  une  précision  Ijien  suflisante  : 

M'  +  m'      a"  V 


M       ~  a'T 


'S 


Les  observations  font  connaître,  non  pas  a',  mais  le 
rapport  t"'  V^^  ^^us  représenterons  par  a';  nous  aurons 
donc  : 


M^  +  m'  _   .,  /AV  T' 
M       ""*    \a)  T'"'' 


de  telle  sorte  que,  si  la  distance  A  de  l'étoile  double  au 
Soleil  est  connue,  on  en  déduira  la  somme  des  masses  des 
deux  composantes.  On  trouve  ainsi  dans  le  cas  de  70  p 
Ophiuchus,  que  la  somme  des  masses  des  deux  composantes 
est  égale  à  environ  trois  fois  la  masse  du  Soleil. 

Dans  les  belles  expériences  de  Cavendisch,  on  a  pu  mettre 
en  évidence  l'attraction  de  deux  sphères  Tune  sur  l'autre  à 
la  surface  de  la  Terre,  et  en  conclure  le  rapport  de  la  masse 
de  la  Terre  à  celle  de  chacune  des  sphères.  On  conçoit  donc 
qu'étant  donnée  la  masse  d'un  corps  pris  sous  nos  yeux,  on 
puisse  exprimer  combien  de  masses  égales  à  celle  du  corps 
sont  contenues  dans  le  soleil,  ou  dans  les  diverses  planùtes. 
On  déduit  aussi  des  expériences  de  Cavendisch  la  densité 
moyenne  de  la  Terre,  et  on  en  conclut  les  densités  moyennes 
des  divers  corps  de  notre  système  planétaire. 


CHAPITRE  XIV 


MOUVEMENT 
D'UN  POINT  MATÉRIEL  SUR  UNE  SURFACE  FIXE  DONNÉE. 


110.  Avant  de  nous  occuper  du  mouvement  d'un  point 
matériel  sur  une  surface,  nous  allons  donner  une  généra- 
lisation importante  du  piincipe  des  aires. 

Considérons  un  point  matériel  libre,  ou  rendu  tel 
par  l'introduction  de  la  résistance  de  la  courbe  ou  de 
la  suiface  sur  lescpielles  il  pourrait  être  assujetti  à  rester; 
soient  X,  Y,  Z  les  projections  sur  trois  axes  rectangulaires 
de  la  résultante  R  des  forces  qui  iigissent  sur  le  point 
matériel,  on  aura  : 

(1)  «»rf7F  =  X;     m/^,  =  ^',     m^  =  Z. 


On  en  déduit  : 


(2)  m 


\     di"       -^  dt)  '' 


xX  —  j/X  est  le  moment  de  la  force  R  par  rapport  à  l'axe 
des  z;  si  ce  moment  est  nul,  (m  aura  : 


d 
~d 


\  f    dy         d.r\       ^ 
/  \    dl      *'  dt/ 
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d'où  : 

(fff         dx 
X  -r  —y  'T'=  const. : 
ili      ^  dt  ' 

c'est  à  dire  que  le  principe  des  aires  aurii  lieu  pour  la  projec- 
tion du  mouvement  sur  le  plan  des  xy.  Le  moment  de  R 
par  rapport  à  Oz  sera  nul,  si  R  rencontre  Or,  ou  lui  est 
parallèle;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Quand  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  un  point 
matériel  est  toujours  dans  un  même  plan  avec  une  droite 
fixe  Oz,  les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  de  la  projec- 
tion du  mobile  sur  un  plan  xOy  perpendiculaire  à  Oz  sont 
proportionnelles  aux  temps. 

Réciproquement,  si  les  aires  sont  proportionnelles  aux 
temps,  l'équation  (3)  a  lieu  et  (2)  donne  : 

xY  —  yX  =  0, 

c'est  à  dire  que  le  moment  de  la  force  R  par  rapport  à  Oz 
est  nul,  ou  que  R  est  toujours  dans  un  même  plan  avec  Oz. 
On  voit  que  dans  ce  cas  on  a  une  intégrale  (3),  c*est 
l'intégrale  des  aires, 

111.  Mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface 
fixe  donnée.  —  Soient  x,  ?/,  z  les  coordonnées  du  point, 
qui  se  trouve  constamment  sur  la  surface. 

(1)  f{x,  y,  z)  =  0. 

Nous  supposerons  que  le   point  ne  puisse  pas  sortir, 

dans  son  mouvement,  de  la  surface  (1),  quelles  que  soient 

les  coml)inaisons  mécaniques  employées  pour  obtenir  ce 

résultat;  par  exemple,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  surface 

constitue  un  obstacle  matériel  sur  lequel  le  mobile  se  trouve 

appuyé.  Nous  continuerons  d'appeler  réaction  de  la  surface, 

Ja  force,  dirigée  suivant  la  normale,  capable  de  tenir  lieu  de 

la, présence  de  la  surface.  Soit  N  cette  réaction  inconnue; 

en  l'introduisant,  nous  pourrons  considérer  le  point  comme 
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libre  ;  soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  agit 
directement  sur  le  mobile,  nous  aurons  : 

d^x  df 

dr  dx 


à'y_rr.^.rdf        V=± 


dr  dz 

En  éliminant  NV  entre  les  trois  équations  (2),  on  aura 
deux  équations  qui,  combinées  avec  (1),  permettront  dç 
déterminer  a?,  j/,  z,  en  fonction  de  t  ;  Tune  des  équations  (1) 
servira  ensuite  à  déterminer  N  V,  d'où  la  valeur  de  N  et  le 
signe  de  V. 

Assez  souvent,  on  profite  de  Téquation  de  la  surface 
pour  exprimer  x^  y,  z  en  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes X  et  [X.  Par  exemple,  si  Téquation  (1)  est  celle  de 

l'ellipsoïde  : 

0?'      y'      z^      , 
a*       6'      r 

on  pourra  poser  : 

x=^a  cos  X  cos  [a;     y  =  &  cos  X  sîn  *^\     z  =  c  sin  X. 
Soit  d'une  manière  générale  : 

(3)  x  =  <^{X,ik);      y=:^];(X,  p.);      ;:  =  x(X,  ;x). 

On  tirera  de  ces  équations  : 

d^x       d^y      d^z 

en  fonction  de 


dt*'      dt^      dt^ 


rf/v        f/ji.        d'X        rf';j!. 
'"^'dt       dt       dt^        dt^ 

et  on  porlei^a  dans  (2);  en  éliminant  N,  on  aura  les  deux 
équations  du  mouvement  en  fonction  de  u  et  v.  Lagrange  a 
fait  connaître  un  procédé,  sur  lequel  nous  aurons  à  revenir 
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plus  tard,  qui  permet  d'écrire  immédiatement  ces  deux 
équations  différentielles  d'où  dépendent  X  et  [x. 

Il  faut  toujours  avoir  soin  d'appliquer  le  principe  des 
aires  et  celui  des  forces  vives,  quand  les  conditions  supposées 
par  ces  principes  sont  remplies.  Ainsi  nous  avons  trois 
moyens  :  i^  emploi  des  équations  (2),  qui  déterminent  tout; 
2**  emploi  des  équations  de  Lagrange;  3"*  emploi  des  théo- 
rèmes généraux.  Dans  les  deux  dernières  méthodes,  on  ne 
fait  pas  intervenir  la  pression  exercée  par  le  mobile  sur  la 
surface  et  par  suite  la  réaction  de  la  surface. 

Le  mouvement  du  point  une  fois  connu,  on  trouve  très 
facilement  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  surface  directrice, 
soit  analytiquement  au  moyen  des  équations  (2),  soit  géomé- 
triquement, en  introduisant  la  considération  de  la  force 
tangentielle  et  de  la  force  centripète,  comme  nous  allons  le 
faire  voir.  * 

Soient  M  la  position  du  mobile  sur  sa  tmjectoire;  MN  la 

normale  à  la  surface,  sur 
laquelle  nous  portons  une 
longueur  représentant  la 
réaction  inconnue  N, 
qu'on  veut  déterminer; 
MC  la  normale  princi- 
pale de  la  trajectoire  en 
M;  p  le  rayon  de  cour- 
bure MC;  0  l'angle  de  ce 
rayon  de  courbure  avec 
la  normale  Mil;  MP  la 
force  motrice  P;  R  le 
ravon  de  courbure  Mil 
de  la  section  normale 
ayant  la  même  tangente  en  M  que  la  trajectoire.  On  aura 
par  le  tliéorème  de  Meunier: 
ia)  p  =  R  cos  0. 


--D 


fiq  186 
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Les  forces  N  et  P  doivent  cHre  équivalentes  à  Tensenrible 

des  forces  —  dirif^é  suivant  MC,  et  m  ,;  dirij^é  suivant  la 

p         ^  ^  (il        ^ 

tanycnle  MT;  en  projetant  sur  MN,  on  aura,  en  désignant 

par  Q  la  projection  de  la  force  motrice  : 


m  t' 


N  —  Q  =  —  cos  0, 


ou,  à  cause  de  (a)  : 


/«<•' 


mv* 


R 

La  force  Q  sera  regaidée  connue  positive,  quand  elle  aui*a 
une  dii'cclion  opposée  à  celle  du  rayon  de  courbure  M  H  de 
la  section  Jiormale,  et  néf^^ativo  dans  Ig  cas  contraire.  La 
réaction  N  de  la  surface  sera  positive  (piand  elle  sera  dirigée 
suivant  M  H,  et  négative  dans  le  cas  contraire. 

112.  Cas  où  aucune  force  extérieure  n*agit  sur  le  mobile. 

—  La  seule  force  dont  il  y  aura  à  tenir  compte  sera  la  j'éac- 
tion  normale  de  la  surface;  on  sait  (jue,  pour  un  point  libre, 
la  résultante  dos  forces  est  située  dans  le  plan  osculateur; 
ainsi,  la  normalisa  la  surface  est.  une  normale  à  la  courbe 
décrûtes  pîu*  le  mo])il(»  situé  dans  le  plan  osculateur,  dont*. 
c'(»st  la  normale  [>rinci[)ale  de  la  courbe,  et  le  i)lan  oscu- 
lateur est  normal  à  la  surface  en  chacun  des  points  de  la 
trajectoire.  Donc  la  ti'ajectoire  est  une  ligne  géodésique  de 
la  surface.  On  aura  en  outi'cî  : 

N  =  —  »     0  =  — • 
p  at 

iVinsi,  la  vitesse  est  constante,  el  la  réaction  de  la  surface 
est  en  raison  inverse  du  ravon  de  courbure. 
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Remarque.  —  Les  lignes  géodésiques  définies  par  la 
condition  d'avoir  leur  plan  osculateur  normal  à  la  surface 
en  tous  les  points,  jouissent  donc  des  trois  propriétés 
suivantes  : 

1°  Propriété  géométrique.  —  Elles  sont  les  plus  courtes 
entre  deux  de  leurs  points.  .      , 

2°  Propriété  statique.  —  C'est  la  figure  d'équilibre  d'un 
lil  tendu  sur  la  surface. 

3**  Propriété  dynamique.  —  C'est  le  chemin  que  suit  sur 
lu  surface  un  mobile  abandonné  à  sa  propre  vitesse. 

Le  moyen  le  plus  commode  de  déterminer  les  lignes  géodé- 
siques d'une  surface  est  souvent  de  les  considérer  comme 
les  trajectoires  décrites  par  un  point  matériel  lancé  sur  la 
surface  sans  qu'aucune  force  extérieure  n'agisse  sur  lui  (*). 

113.  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan 
incliné.  —  Soit  le  plan  FCD,  faisant  l'angle  a  avec  le  plan 

horizontal  HCD.  On 
peut  décomposer  le 
poids  MP  =  mfj  du 
point  matériel,  en  deux 
ibrc^s  :  l 'une  M 1 5  =  mg 
cos  a  normale  au  plan, 
rautreMA  =  mgfsin  a 
dirigée  suivant  la  ligne 
de  plus  grande  pente; 
il  y  aura  aussi  à  consi- 
déi'er  la  réaction  noj- 
mule  N  du  plan;  «n  î^orte  que  le  point  matérie»!  sera 
soumis  à  l'action  des  forces  N  et  mg  cos  a,  normales  au 


(1)  Voir-:   Jacobi.    Vorlesungen  uber  Dynamih,  pour  la  dOlcrminalion  des 
ligues  géodésiques  de  rdlipsoide. 
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plan,  et  à  la  force  mg  siii  a  située  dans  le  plan,  et  ayant 
dans  ce  plan  une  direction  constante.  On  aura  : 

fi  =  mg  cos  a, 

et  le  mouvement  sera  produit  exclusivement  par  la  force 
m  g  sin  a,  de  direction  et  d'intensité  constantes.  Donc,  ce 
mouvement  sera  un  mouvement  parabolique,  l'axe  de  la 
pai^abole  étant  parallèle  à  la  ligne  de  plus  gi'ande  pente  du 
plan.  Si  la  vitesse  initiale  était  nulle,  le  mouvement  aurait 
lieu  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  ;  on  pourra 
appliquer  les  formules  données  pour  le  mouvement  des 
coi^ps  pesants  dans  le  vide,  en  y  remplaçant  g  par  g  sin  a. 

114.  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  une 

surface  de  révo- 
lution dont  Taxe 
est  vertical.  — 
Prenons  l'axe  de 
îévolution  poui- 
axe  des  r,  et  .sup- 
posons-le vertical 
et  dirigé  vers  le 
haut;  soient  a;,  î/,z 
les  coordonnées 
du  mobile;  au  lieu 
de  X  et  y  nous 
prendrons  les  co- 
ordonnées polai- 
res r  et  0,  de  ma- 
— j;.  nière  que  2,  r  et  0 
seront  les  coor- 
données du  mo- 
bile ;  l'équation  de 


Fi<j .  \U 


>-. 


/« 


la  surface  de  lévolulion  sera  : 

;  -^  f{r). 
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A  la  pesanteur  m{/,  il  faudra  joiudi'e  la  réaction  normale 
de  la  surface,  la(|Tielle  sera  située  dans  le  plan  méridien  et 
rencontrera  Oz;  la  résultante  des  deux  forces  qui  agissent 
sur  le  mobile  rencontrera  cet  axe,  et  le  principe  des  aires 
aura  lieu  pour  la  projection  sur  le  plan  xOy;  le  principe 
des  forces  vives  a  lieu  aussi  ;  on  aura  donc  : 

t?'  —  vj"  =  ig  {z,  —  z), 
dô 
dt 


r*  -7-  =  c. 


On  a  : 


dx^  4-  dy^  -f-  d 


'  mi 


mais  : 


dt' 

dx^  +  dtf  =  dr^  +  r*  rfO-, 
,       rfr'  +  r*  dO*  4-  dz- 

dt* 

et  en  remplaçant  dz  par  f  (r)  dr  : 


^_dr^\  l  +  /-'«(r)(  4-r'rfô\ 


dt* 


si  Ton  met  au  lieu  de  dt  sa  valeur  r*  —  ?  il  vient  : 

f*  =  c»  — ' —^-^^ =  t'.'  +  igz,  -  ig  f{r), 

et  en  résolvant  par  rapport  à  d  0  : 


=  ^T-V. 


de----'  *"/'"('■) 


ou,  en  intégrant  : 


(A)    e  — e.=  ±r/    -1/— — — - — i—Li 


2 

,..    .  igz,-2gf{r)\-/ 
On  aura  donc  l'éiiualion  de  la  projection  de  la  trajectoire  par 

jjESPEïROi'S.  —  Mécanique.  II.  •  5 


pb  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

une  quadrature  ;  ou  aura  ensuite  : 

,  (la 
c 

et  eu  reniplaranl  ild  ])\iv  sa  valeur  ci-dessus  : 


y   r'    V,'  ^  Hijz,  -  Ifj  f(r)  [  -  c' 


en  désignant  par  i\y  l'o,  -o  6*^  ^«  l^s  valeurs  initiales  de  r,  v,  z  et  0. 

Il  nous  reste  à  déterminer  la  constante  c,  à  Taide  des 
conditions  initiales. 

Désignons  en  général  par  a  J 'angle  que  fait  la  vitesse  au 
point  M  avec  la  tangente  au  parallèle  en  ce  point  ;  soient 
M'  un  point  infiniment  voisin  de  M,  M'N  le  méridien  du 
point  M',  qui  rencontie  en  N  le  méridien  du  point  M;  on  a  : 


d'où  : 


MN       rd^ 


t?  COS  a  =  —rr  = 


dt       r^d^' 
donc  : 

(1)  c  =  r  t;  cos  a. 

En  appliquant  cette  équation  générale  à  l'instant  initial,  on 
aura  : 

(C)  c  =  fo  t?.  cos  a„ 

ao  est  Tune  des  données  :  c'est  Tangle  que  fait  la  vitesse 
initiale  avec  la  tangente  au  parallèle  du  point  de  départ. 

Reste  enfin  à  fixer  le  signe  qu'on  doit  prendre  au  départ, 
dans  les  formules  (A)  et  (B)  ;  on  a  : 
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Si  f{)\)  >  0,  r  augmente  avec  r;  si  donc  en  M^  le  mobile 
est  lancé  au-dessus  du  parallèle  du  point  Mo,  r  devra  com- 
mencer par  croître;  il  faudra  prendre  alors  le  signe  +  dans 
les  formules  (A)  et  (I^).  Les  formules  (A),  (B),  (C)  résolvçnt 
donc  entièrement  le  problème. 

115.  Lignes  géodésiques  des  surfaces  de  révolution.  — 
,Si,  dans  les  formules  ci-dessus,  nous  supposons  gf  =  0,  nous 
aurons  la  trajectoire  suivie  sur  notre  surface  de  révolution 
par  un  point  matériel  animé  d'une  vitesse  initiale,  sans 
qu'aucufte  force- agisse  sur  lui;  nous  savons  que  cette  tra- 
jectoire est  une  ligne  géodésique  de  la  surface;  en  faisant 
varier  r„  O^,  v^^  ««,  on  aura  toutes  les  lignes  géodésiques. 

V       l 

L  équation  (A)  donnera,  en  faisant  -^  —  7  • 

c       te 


(2) 


'-'■=r-^\/w^- 


V  étant  constamment  égal  à  v^  dans  ce  cas,  la  formule  (1) 
donnera  : 

(3)  r  cos  a  =  -  =  i. 

C*est  la  propriété  caractéristique  des  lignes  géodésiques 
des  surfaces  de  révolution,  et  c'est  d'elle  qu'il  faudra  partir 
en  général  pour  trouver  les  équations  de  ces  lignes;  elle 
exprime  qu*en  chacun  des  points  d'une  de  ces  lignes,  le 
produit  de  la  distance  de  ce  point  à  Vaxc  de  la  surface,  par 
le  cosinus  de  V angle  que  fait  en  ce  point  la  ligne  géodésique 
avec  le  parallèle,  est  constant. 

Proposons-nous  comme  application  de  trouver  les  lignes 
géodésiques  du  cône  de  révolution.  On  aura  pour  l'équation 
différentielle  des  lignes  géodésiques  du  cùne  : 


dô  =  ±  ^'^^  t^* -H /•"  (^') 


r  Kl  —  k' 
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Soit  fi  l'aiiyle  iiu  soniniet  du  eùne,  on  ii  : 

:  =  r  cotg  ,3, 
donc  : 

f\r)  =  r  colg  fi, 
et' 

/•'  (r)  =  colg  îi; 
par  suite  : 

-  I  i 

.    _^  ±  kdr  ^  ''  *  r 


d'où  on  déduit  : 


»/'  -  i^ï 


k 

arc  cos  -  =  sin  g  (6  —  0 J, 

-r=cos|(6-e,)sinp{, 

A: 


r  = 


cos  [{9  —  OJ  sin  fjj' 


On  déterminera  les  constantes  Â;  et  0^,  en  écrivant  que  la 
ligne  géodésique  passe  par  deux  j)oints  donnés. 


CHAPITRE  XV 


APPLICATION  AU  MOUVEMENT  DU  PENDULE  CONIQUE. 


o 


Fi3  m 


u 


I 

116.  Considérons  un  pendule  simple  formé  par  un  point 
matériel  pesant  M,  de  masse  m,  suspendu  à  un  point  fixe  0, 
par  l'intermédiaire  d'un  fil  OM;  si,  après  avoir  écarté  ce 

pendule  de  la  verticale  Oz, 

-  ^^^  imprime  au  point  M 

une  vitesse  qui  ne  soit  pas 


contenue  dans  le  plan  cOM, 
M  ce  pendule  se  déplacera  en 

toui'nant  autour  de  la  ver- 
ticale, en  s'éloignant  et  en 
se  rapprochant  alternati- 
vement de  cette  verticale  ; 
*  ce  sera  ce  qu'on  appelle 

un  pendule  conique.  Le  point  matériel  M  pourra  être  consi- 
déré comme  assujetti  à  rester  sur  la  surface  d'une  sphère, 
ayant  le  point  0  pour  centre,  et  pour  rayon  la  longueur 
Z  =  OM  du  pendule;  la  réaction  de  la  surface  sera  rem- 
placée par  la  tension  du  fil. 

Nous  supposerons  l'axe  Oz  vertical  et  dirigé  vers  le  has; 
nous  prendrons  des  coordonnées  polaires  r  et  8  sur  le  plan 
rrOj/,  de  manière  que  les  coordonnées  du  point  M  seront  z, 
r  et  0.  On  aura  : 


x'  +y'  +  z'=:r'; 


^î 


,x  ^=i  r  cos  0  :       //  =:  ;•  sin  0» 
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Le  principe  des  forces  vives  donnera  : 

1?'  :=:igz  4-  C'. 

Celui  des  aires  a  lieu  sur  le  plan  xOy;  on  aura  donc  : 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  les  constantes 
c  et  o'  aiirdiit  pour  valeili^  : 

(a)  c  =  fo  t>o  cos  ao, 

(W  C  =i  V  -  2ff^o. 

On  a  d'ailléUrs  : 


t;'  = 


dt' 


Donc,  en  somme,  nous  avons  les  équations  : 


(1) 

(2) 
(3) 


d6  =  — Z-. 


d<' 


=  2gz  +  c' 


On  tire  de  (3),  en  y  remplaçant  dô  et  r  par  leurs  valeurs 
(2)  et  (1)  : 

±  Idz 


(A) 


(lr  = 


|/(2^^-f-c')(P  — O-^c' 


(2)  donne  ensuite  : 
(B)  de  = 


±  c  Idz 


(/*  —  s*)  1/2^2  -h  c')  (/»  —  2*)  -  c« 


On  pretidra  dans  ces  formules  le  signe  +  quand  le  mobile 
descendra,  c'est-à-dire  quand  z  croîtra,  et  le  signe  —  dans 
le  cas  contraire. 
Les  formules  (A)  et  (B)  résolvent  le  problème  ;  on  ne  peut 
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APPLICATION  AU  MOUVEMENT  DU  PENDULE  CONIQUE. 


o 


Fi^  m 


M 


[■■■■ 


<A 


116.  Considérons  un  pendule  simple  formé  par  un  point 
matériel  pesant  M,  de  masse  m,  suspendu  à  un  point  fixe  0, 
par  l'intermédiaire  d'un  fil  OM;  si,  après  avoir  écarté  ce 

pendule  de  la  verticale  Oz, 

'if  on  imprime  au  point  M 

une  vitesse  qui  ne  soit  pas 


contenue  dans  le  plan  j:OM, 
ce  pendule  se  déplacera  en 
tournant  autour  de  la  ver- 
ticale, en  s'éloignant  et  en 
se  rapprochant  alternati- 
vement de  cette  verticale  ; 
*  ce  sera  ce  qu'on  appelle 

un  pendule  conique.  Le  point  matériel  M  pourra  être  consi- 
déré comme  assujetti  à  rester  sur  la  surface  d'une  sphère, 
ayant  le  point  0  pour  centre,  et  pour  rayon  la  longueur 
Z  =  OM  du  pendule;  la  réaction  de  la  surface  sera  rem- 
placée par  la  tension  du  fil. 

Nous  supposerons  Taxe  Oz  vertical  et  dirigé  vers  le  has; 
nous  prendrons  des  coordonnées  polaires  r  et  8  sur  le  plan 
rrOy,  de  manière  que  les  coordonnées  du  point  M  seront  z, 
r  et  0.  On  aura  : 


ir'  4-  y-  4-  -'  =  /■:      x  :=zr  cos  0;      //  =-.  r  sin  0. 

:'  +  r'  ==l\ 
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z  +  V  étant  toujours  positif,  à  cause  de  y  >  Z,  on  voit  que 
pour  que  Texpression  de  dt  soit  l'éelle,  z  devra  toujours 
être  compris  entre  p  et  a;  g  est  le  minimum  de  z,  a  le 
maximum. 
Supposons  que,  à  partir  de  r^,  z  aille  d'abord  en  croissant, 

il  croîtra  jusqu'à  a,  puis 
Fig  130  déci'oîtra  jusqu'à  3  pour 
croître  ensuite  jusqu'à  a. 
Si  nous  considérons  les 
petits  cercles  horizontaux 
de  la  sphère,  -répondant  : 
CA  à  ::  =  a,  DB  à  r  =  g, 
la  courbe  sphérique  décrite 
par  le  point  M  sera  com- 
prise tout  entière  entre  ces 
petits  cercles,  qu'elle  tou- 
chera, le  premier  aux  points  A  et  A',  le  second  en  B.  La 
formule  (B)  nous  donnera  : 

c  lilz 


(B')      dô  Vtg  = 


(P  _  -«)  |/(a  _:-r,  ^.  _  -g)--(.  ^.-.,j 


Il  est  évident  que  la  trajectoire  se  composera  d'une  infinité 
de  parties  égales  à  ABA';  car,  pour  deux  de  ces  parties, 
dans  les  formules  (A')  et  (B'),  z  reçoit  les  mômes  valeurs. 
Il  y  a  plus,  les  deux  arcs  AB  et  BA'  sont  symétriques, 
relativement  au  plan  vertical  mené  par  le  point  B  et  par  le 
centre  de  la  sphère,  et  ces  deux  arcs  sont  parcourus  de  la 
même  manière.  Soient  en  effet  M  et  M'  deux  points  corres- 
pondants de  ces  arcs  situés  à  la  même  liîmteur.  Le  temps  V 
que  met  le  mobile  pour  aller  de  M  en  B,  est  donné  par  la 
formule  : 

ri/^g=  =  /  ; 

•^'-    y{x  —  z)  (z  —  ^)  iz  4-  v)     •^  «^  Ku  —  w  (:î  -  f  )  iz  4-  v) 
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le  temps  t'  qu'il  emploie  pour  aller  de  B  en  M'  est  donné 
par  la  même  formule. 

On  verra  de  même  en  partant  de  la  formule  (B')  que,  si 
Ton  désigne  par  6'  et  b'  les  angles  décrits  par  le  rayon  vecteur 
de  la  projection  du  mobile  sur  le  plan  a?0  j/,  quand  le  mobile 
va  de  M  en  B  et  de  B  en  M',  on  a  : 

Q'  yïg  __  p —dz 

cl         Je     (P  -  z*)  |/(a  —  z)  {z—  g)  {z  4-  y) 

_  p dz ^ 

■    J?  (/î  __  z^)  l/(a  — -)  (^  — W(2  4-y)' 

et  que  6'  a  la  même  valeur. 

Nous  allons  calculer  l'angle  0  décrit  par  le  rayon  vecteur 
de  la  projection  du  mobile  sur  le  plan  xOy,  quand  le  mobile 
passe  d'un  maximum  au  minimum  suivant,  ou  inversement. 

Remarquons  d'abord  que  l'équation  o(z)  =  0  peut  s'écrire  : 

-»  4-  —  -'  —  /*-  -+•  ^  ""^  ^  —  0- 
les  racines  de  cette  équation  étant  a,  p, — v,  on  a  les  relations  : 


d'où  l'on  tire  : 
(8) 


c«  -  c>  p 

•'•  îg 

c* 


et,  en  éliminant  y  : 

3t   -f-   ^i 
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les  foi-raules  (A')  tt  (B')  pôuiTônt  s'cdrirè  en  VeMu  dé  (8) 
et  (9)  comme  il  suit  : 

Idz 


<*•'  Virh)  " = 


(B")  rfe  =  ± 


K(« "-5)  (î  -  ?)"l(»  +^)z+v  +  il\ 
V{1*  —  a')  (/*  —  p*)  Jrfs 


(/*-s')  K(«  —  3){3-  3)  [(a  +  P)  3  +  r  +  a|l] 
on  en  déduira  : 

(iO)e=/k'(/'-«')(/*-p')  r '^^ 

*'6  r/«_ï^^^'r*_^w-r_a^ 


M.  Puiseux  a  démontré  d'une  manière  générale  (Liouville, 
totae  Vil)  qute  cet  angle  0  est  toujours  supérieur  à  -  •  Voici 
sa  démonstration  :  lorsque  z  varie  de  p  à  a,  l'expression 

reste  compiîse  entre 

i*+2a?  +  p*  =  /»— a'  +  (a+?)'  et  /*+2a?  +  a*  =  î'— ^VCaS-?)*; 

si  donc  on  désigne  par  !*  une  moyenne  entre  l^f*  +  2a3  +  0* 
et  |//*  -t-  2a^  +  a*,  la  formule  (10)  donnera  : 

^  ^  K(/'  -  g')  (/'  -  S')  p  ïdz 


;x  -P    ^/«_;»^K(a  — z)(z— ^) 

Or,  on  trouve  (')  : 


(11) 


Ç'  Idz 


•^P    (/•  —  :;')  |/ (a  —  s)  (-  — P) 

=  l  S  *  ^  ._ \ ), 

2  (  Vu  -  a)  (/  -  p)     i/(T+T)17  :rp)  r 


(0  Lîi  formule  (11)  peut  être  démontrée  de  la  manière  suivante  : 
Changeons  de  variable  et  posons  : 

«  —  S 


DYNAMIQUE;  /;> 

il  en  résulte  : 


^       ::  y  il  H-  a)  (/-+-?)  +  l/(/  —  a)  {!  —  ?) 

e= 

En  remplaçant  |JL  successivement  par  ses  deux  limites  données 
plus  haut,  et  faisant  : 


p  _  r  |/(/  4-  g)  (t  4-  g)  -4-y(t  —  a)  «  —  3)^ 


^^  ::!/(/ 4- g)  (/ H- g)  4- |/(<  ~  a)  (/-&)^ 


ou  bien  : 


d*ou  : 


Bin»  Ç      ces»  Ç  '^  ' 


«  =  a  sin"  2Î  +  p  cos'  ^, 
<f«  =  2(a  — p)8inî;co8  C  t/j;, 

V/(a  —  «7(«^^P)  =  (a  —  p)  Bin  ;  co»  C 
Soit  U  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée;  on  aura  : 

Jo   (/ 4-  «)  8in«  ;  +  (/ 4-  p)  co8«  C~^  Jo*  (/-  3t>8in«  :+(/-  p)  cos«V 
or,  A  et  B  désignant  des  quantités  positives,  on  a  : 


J/ 


+  CODSt., 


A  8in*  C  4-  B  cos«  Ç      g  y/^ 


En  remplaçant  A  et  B  d'abord  par  I  4-  a  et  l  4-  P,  puis  par  i  —  a  et  {l  —  p),  on 
trouve  : 

^  M/(/ 4- a)  (/ 4- p)       V/(/~a)(/-p)^ 
ce  qui  est  bien  la  formule  (ii).  ^ 
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on  aura  : 

P<e<Q; 

or,  à  cause  de  l'identité  : 


K(/+a)(/+p)  +  K(i— a)(i— g) 

=V(}+  «)  ('+  W  +  ('— a)  (i-  P)  +  2  V{1+  a)  (/-+-  p)  X  K/— a)(/—  ^) 

=  1/2/*  +  2a?  +  2  K(<'  —  a')  (/*  —  P'). 
On  peut  écrire  les  expressions  de  P  et  Q  comme  il  suit  : 

» _^ y/.  ■  «•  -  «•)  +  2  y^JP  -  «•)  (f* ^ 

*^  — 2  r  •  (/'  —  P')  +  (a  +  p)* 

0  ^^  l/i  I  (*'  -  g')  +  ^  ^^(^'  -  "'•)  (^'  -  g)' 

et  à  cause  de 

/«  _  a»  >  0,     /'-?'>  0 

il  en  résultera  : 

>2'      ^>2- 
Donc,  0  qui  est  compris  entre  P  et  Q,  sera  liii-mcme  plus 

grand  que  1  • 

118.  Projection  de  la  courbe  sphérique  sur  le  plan  hori- 
zontal. —  Considérons  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan 
horizontal  xOxj\  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
cette  courbe  sont  r  et  6;  on  aura  pour  déterminer  cette 
courbe  les  équations  : 


(12)  r  =  |//«  -  z\ 

(13)  rf8  =  ±l/(/-  — a')  (/*-&') 


l/(a— ::)  (r— g)  [::(a-4- ^3) 4- /- -4- a  pî 
En  éliminant  c,   on  aurait  l'équation  différentielle  de  la 
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courbe  cherchée;  mais  il  vaut  mieux  garder  les  équations 
précédentes.  Soient  r'  et  r*  les  rayons  des  petits  cercles  de 

la  sphère,  qui  ré- 
pondent à  z  =  a 
etz=g,  onaura: 

La  courbe  sera 
tout  entière  com- 
prise entre  les 
circonférences 
OBetOA: 

OB  =  r',OA  =  r'. 

Soit  V  l'angle 
c  formé  par  la  tan- 

gente à  la  courbe  en  un  point  quelconque  avec  le  prolonge- 
ment du  rayon  vecteur,  on  a  : 

rrfO 


lgV=: 


dr 


en  remplaçant  r  et  6  par  leurs  valeurs  (12)  et  (13),  on  trouve  : 


tgVzzrq: 


/  K(/»  —  a»)  (r  —  ^') 


z  1/{0L  ^z)(Z-'  P)  [z  (a  +  P)  -h  r  +  aP] 


On  voit  que,  pour  r  =  a  ou  pour  c  =  3,  V  =  90",  donc 
la  courbe  est  tangente  aux  deux  circonférences  aux  points  A 
etB. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré,  l'angle  AOB  est  supérieur 
à  90>.  Si  cet  angle  s'était  trouvé  égal  à  90^,  la  courbe  se  serait 
fermée  au  bout  d'un  tour. 

Cherchons  quelles  doivent  être  les  conditions  initiales  pour 
que  le  mobile  décrive  un  cercle  horizontal  de  la  sphère, 
autrement  dit  pour  que  le  pendule  décrive  un  cône  de  révo- 
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lution,  ayant  pour  axe  la  verticale  menée  par  son  point  de 
suspension.  Il  est  clair  qu'il  faut  pour  cela  que  les  deux 
valeui^s  limites  a  et  3  entre  lesquelles  z  oscille,  deviennent 
égales  toutes  deux  à  z^\  il  faut  donc  écrire  que  l'équa- 
tion ç(z)  =  0  a  deux  racines  égales  à  Zo,  c'est-à-dire  que 
Ton  a  . 

On  a  : 

ç(j)=(2/7:rH-c')(/*~-s*)-c«, 

ou  bien,  en  remplaçant  c  et  c'  par  leurs  valeurs  (1)  et  (2) 
et  î"  par  z^  +  r/  : 

ç  (2)  =  I  r„*  -h  2//  (;;  ~  sj  j  (r,«  +  z^  —  s')  -  r,*  t;.*  cos*-a.,  ^ 
9'  (.')  =  2  j  ^  O-o'  +  2,'  -  -')  ^  2  [V  H-  2y  fe  -  .-,)]  {, 

d'où  : 

9(Zo)  =  r,*Vo'sin*a.  =  0, 

f  '  (lo)  =  8  (?ro'  -  z,  V,')  =  0. 
On  tire  de  là  : 


«0  =  0,       V 


-Vi 


La  vitessiB  initi^ile  doit  donc  être  horizontale  et  avoir  la  gran- 
deur trouvée  ci-dessus.  La  formule 

,rfe 
nous  donne  ensuite,  à  cause  de  r  =  r^  : 


d^      Vo      .  /ff 


=f;=v/ 


—  » 


d*où,  6o  désignant  la  valeur  initiale  de  0  : 


-'■='Vi 


ce  qui  montre  que  le  mouvement  du  pendule  est  uniforme, 
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et  qu'il  met  un  temps  égal  à  2- l/^  pour  faire  un  tour 

entier  autour  de  la  verticale. 

On    peut  résoudre   directement  la  même    question;   la 
formule  : 

nous  montre  que  z  étant  toujours  égal  à  z^,  v  est  toujours 

égal  à  v^;  ainsi,  les  conditions 
initiales  doivent  être  telles  que 
le  mobile  soumis  à  l'action  de 
son  poids  MP,  et  de  la  ten- 
sion MN  du  fil,  et  par  consé- 
quent rendu  libre,  décrive  un 
cercle  d'un  mouvement  uni- 
forme; il  faudra  donc  que  la 
résultante  MA  de  ces  deux 
forces  soit  dirigée  vers  le  centre 


Fig.192 


du  cercle,  et  soit  égale  a  — z~ 


On  en  conclut  : 


AM  _  MC      r„ 
AN~  0C"~' 


d'où: 


V. 


-VI 


la  vitesse  v  étant  toujours  horizontale,  il  en  sera  Je  même 
de  v,;  on  retrouve  donc  bien  les  conditions  énoncées 
ci-dessus. 

119.  Calcul  de  la  tension  du  fil.  —  Soit  M  un  point 
quelconque  de  la  trajectoire  du  mobile;  la  normale  à  la 
surface  en  ce  point  est  le  rayon  M  0  ;  soit  M  T  la  tangente  à 
la  courbe;  par  cette  tangente  et  1q  normale  MO  faisons 
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passer  un  plan  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  ; 


la  formule  générale 


i.t 


fîlV 


R 


qui  fait  connaître  la  pression 
dans  le  cas  d'une  sui'face 
quelconque,  donne  ici  : 

,9 


N  = 


1 


mg  cos  PMQ. 


La  composante  Q  est  bien 
;>^  positive  dans  le  cas  actuel, 
puisqu'elle  est  dirigée  en 
sens  contraire  du  rayon 
MO;  on  a  : 

cos  PMQ  =  cos  ZOM  =  j- 

9 


Donc 


N  = 


T 


mgz 
l 


m 


N  =  j(»*  +  gz), 


or  : 
donc 


c*  =  ».«  +  2«/  (3  -  z,\ 

N  est  maximum  pour  z  =  a,  minimum  pour  z  =  g. 

120.  Autre  manière  de  déterminer  N.  —  Les  équations 
du  mouvement  du  point  M  soumis  aux  forces  m  g  et  N,  et  par 
conséquent  rendu  lil)re,  sont  : 


(14) 


\ 


N     X 

—  •  —  » 

m     l 


dt'~" 
)  dt*  m     l 

r  rf'3  _  _  N    z 

\  dt"  ~      ml'*'  ^' 


"T  > 
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On  eu  tire  : 

,,„      d'x         d'y         d'z  N  a?»  +  y'  4-  2*  N  , 

^    '      dt*       ^  dt'         dt'      ^  m  l  m 

Or  on  a  :  jc'  +  j/*  +  c'  =  i*  ;  on  en  conclut  : 


■  0j 


dx         dy         d^ 


iVoii  : 


rf*.r         d'y         d'z  __       {dx'  -+-«??/*-+-  dz')  __        , 

On  a  donc,  en  portant  dans  (15)  : 

''  m 

connue  ci-desîsus. 

121 .  Cas  des  petites  oscillations. — Nous  supposerons  que 
le  pendule  ne  fasse  que  de  très  petites  oscillations,  de  part 
et  d'autre  de  la  verticale,  ce  (jui  exige  que  la  position  initiale 
soit  trùs  voisine  do  cette  verticale,  et  que  la  vitesse  initiale  v^^ 
soit  très  petite. 

Nous  aurons  les  équations  : 

d^      _Nx 
/^\  1   dt'  m  l 

df  m  l 

où  N  u  la  valeur  : 

On  a  du  reste  : 
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OC  1i 

d'où,  cil  série  très  coiiveryeiito,  puisque  -.-  et  -z  sont   ti'ès 
petits  : 

il  81' 


..  «y 


OU  aura  une  étjualioii  aiialoj^ue  en  reiuplaraiil  /,  x,  //,  z 
respectivement  par  î„  a;,,  j/o,  z^;  (2)  donne  ensuite  : 

m-^-^HVl W—'^—ê s 

On  a  donc,  en  né^digeant  les  petites  quantités  du  second 
ordre,  v^\  x,\  y,\  x\  y-  : 

et  alors,  les  équations  (i)  donnent  : 

de  -    /    "^^      dt'"    l    ^' 
d'où  en  intégrant  : 

x=zkco%t  l/^  +  B  sin  ^  l/^» 

y  =  A'  cos  1 1/^  -+-  B'  sin  1 1/^. 
On  déduit  de  ces  équations  : 

Nous  supposerons  que  Ton  ait  pour  f  =  0  : 


àx      ^  f.      dy 


x  =  x,,     .-  —  0;    y  =  o,    T7  =  «.» 


ce  qui  revient  à  faire  passer  le  plan  zOx  pur  l'uu  des  points 
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les  plus  élevés  ou  les  plus  bas  ;  il  en  résultera  : 

m 

a-,  =  A;      0  =  A', 
Donc  : 


(3) 


y-y/ir.sin/y/f. 

La  durée  T  de  la  révolution  est  égale  à  2x  1/  -•  On  déduit 
des  équations  précédentes  : 

x^        V* 

T" 

La  courbe  décrite  a  donc  pour  projection  une  ellipse  rap- 
portée à  son  centre  et  à  ses  axes. 

Pour   avoir  une  approximation  plus  élevée,   il  faudiait 
prendre  : 

N  fro*      3(0?* +  y«)      a?.*"! 

en  y  remplaçant  a;  et  y  par  leurs  valeurs  Ci)  fournie.:!  jiar  la 
première  approximation,  on  aui'ait  ainsi  : 


X 

-  =g  +  9 

m 


^■(,-?e..,,/f).C;!(,-?. ^]). 

Eli  portant  cette  valeur  dans  les  équations  (i),  elles  devien- 
dront : 

•i  (.  -  ?  .a. ,  j/f  )]. 
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Oïl  aura  donc  à  intt-gi'ei*  deux  équations  linéaires  à  coefii- 
cieuts  constants  et  avec  seconds  membres.  On  peut  ainsi 
l)rouver  qu'à  la  deuxième  approximation  la  courl)c  décrite 
en  projection  est  une  ellipse  dont  le  jdan  tourne  autour  de 
la  verticale  Oc  dans  le  sens  du  mouvement  pendulaire  avec 
une  vitesse  angulaire  constante  (0. 


(')  IMiir   le   calcul    des    ap]»roxiiualioiis    plus    clcxôcs,    voir   le    Méiiioiro    ilc 


CHAPITRE  XVI 

THÉORIE  DES  MOUVEMENTS  RELATIFS. 

122.  Énoncé  du  problème.  —  On  connaît  la  résultante  R 
des  forces  qui  sollicitent  un  point  matériel  M  de  masse  m; 
on  sait  former  les  équations  dllférentielles  du  mouvement 
absolu  de  ce  point,  relativement  à  trois  axes  rectangulaires 
fixes  AX,  A  Y,  AZ,  et  on  en  déduira  par  l'intégration  pour 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  mobile  à  répoi[ue  t  : 

X  =  F,(f),      Y  =  F.(0,      Z  =  F3(/). 

Cela  posé,  considérons  un  système  rigide  en  mouvement, 
et*  soient  0;r,  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires  liés  à  ce 
système:  si  le  mouvement  de  ce  svstème  est  connu,  on 
pourra  trouver  à  Tépoque  t  les  valeurs  des  coordonnées  du 
point  M  par  rapport  aux  axes  mobiles, 

Mais  on  peut  demander  de  trouver  ces  expressions  de  x^y^z^ 
c'est-à-dire  de  déterminer  le  mouvement  relatif,  sans  passer 
par  la  détermination  du  mouvement  absolu;  c'est  ce  dont 
nous  allons  nous  occuper. 

Soit  M  le  point  du  système  oii  passe  le  mobile  à  Téporiiie  /  ; 
ce  point  ([ui  est  lié  invariablement  aux  axes  Oo:,  Oy,  Oz 
prendra  un  mouvement  absolu  qui  est  ce  qu'on  appelle  le 
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mouvement  d'entraînement  du  point  M.  On  sait  du  reste 
que,  lorsqu'un  corps  est  en  mouvement,  la  vitesse  d'un 
quelconque  de  ses  points  est  à  chaque  instant  la  même  que 
si  le  corps  avait  une  vitesse  de  translation  égale  et  parallèle 
à  celle  d'un  point  arbitrairement  choisi  dans  le  corps,  et 
tournait  autour  d'un  axo  passant  par  co  point,  avec  une 
vitesse  angulaire  déterminée  cd;  quel  que  soit  le  point  choisi, 
la  direction  de  cet  axe  de  rotation  sera  la  même,  et  aussi  la 
vitesse  de  rotation  w.  Cela  posé,  le  théorème  de  Coriolis 
nous  apprend  que  :  L'accélération  du  mouvement  absolu 
est  la  résultante  de  trois  accélérations  : 

1°  L'accélération  du  mouvement  relatif  v'; 

2^  L'accélération  du  mouvement  d'entraînement  du 
point  M,  y";  ^ 

3°  L'accélération  y  =  2ci)i' sin  (w,  i»),  v  désignant  la 
vitesse  relative,  et  (eu,  v)  Tangle  de  cette  vitesse  relative  avec 
la  direction  de  Taxe  instantané  qui  passe  en  M  ;  •/"  est  per- 
pendiculaire sur  la  vitesse  l'elative  v  et  sur  Taxe  instantané, 
et  relativement  au  plan  de  ces  doux  droites,  elle  est  située 
du  côté  où  la  rotation  entraîne  la  vitesse  relative  ;  on  peut 
donc  écrire  entre  ces  quatre  quantités  géométriques  la 
relation  : 

7  =  7  +  7  +  T'- 
en en  conclut  : 

Soit  R  la  résultante  des  forces  physiques  qui  agissent  sur  le 
mobile  ;  on  a  : 

H 

Y  =  — ' 
m 

d'où  on  conclut  : 

wy'  =  R  —  my'  —  my'\ 
Imaginons  deux  forces    fictives,   l'une   F^  =  —  mv'; 
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l'autre  F,  =  —  wy";  joignons-les  aux  autres  forces  physi- 
ques dont  la  résultante  est  R,  et  désignons  par  R'  la  résul- 
tante de  l'ensemble  ;  nous  aurons  : 


wv'  ==  R  -+-  F,  +  F.  =  R' , 
d'où  : 

m 

Ainsi,  raccéléralion  du  mouvement  relatif  est  dirigée  suivant 
la  force  R'  et  elle  est  égale  au  quotient  de  cette  force  par  la 
masse  du  mobile. 

C'est  là  le  théorème  fondamental  rencontré  au  début  de  la 
Dynamique  ;  on  peut  l'appliquer  comme  si  les  axes  étaient 
fixes;  mais  on  voit  qu'outre  la  force  R,  il  a  fallu  introduire 
deux  forces  fictives.  La  force  F,  est  égale  et  contraire  à  celle 
qui  produirait  le  mouvement  d'entraînement;  la  force  F,  a 
pour  expression  2m(ùV  sin((i),  v)]  elle  est  perpendiculaire  au 
plan  mené  par  l'axe  instantané  et  la  vitesse  relative,  et  en 
sens  inverse  du  côté  où  la  rotation  entraîne  la  vitesse  relative; 
on  lui  donne  le  nom  de  force  centrifuge  composée. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  R  relativement 
aux  axes  mobiles,  et  X,,  Y„  Z,  celles  de  la  force  fictive  F,, 
X„  Y„  Z|  celles  de  la  force  fictive  F,,  par  rapport  aux 
mêmes  axes. 

On  aura,  pour  déterminer  le  mouvement  relatif,  les 
équations  : 

d  X      _,     _.       _, 

W  — =  \4-Xi  + A„ 

^*y    V    V    V 

m-~  =  Z  -^  Z,  -♦-Z,. 

av 

Après  avoir  intégré  ces  équations,  on  déterminera  les 
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constantes,  en  écrivant  que  pour  4  =  0, 

X  =  OTo,    .V  =  yo»    -  =  -0  ;    (-jjf ]  =  ^\  cos  ao  ;    ^^M  =  x\  ces  ^o; 


('-7)0 = *•< 


cos 


40' 


«^*uj  2/0?  -0  tétant  les  valoui's  dos  coordonnées  relatives  à 
l'époque  l  =  0,  et  t'^,  ao,  P«,  Yo  dési{^auint  les  fçrandeurs  à  la 
niùme  époque  de  la  vi liasse  relative  et  des  angles  qu'elle  fait 
avec  les  axes  mobiles  OcT,  0//,  Or. 

Cas  particuliers.  —  La  force  centrifuge  composée  est 
nulle  dans  les  trois  cas  suivants  :  1''  quand  la  vitesse  relative 
est  nulle,  alors  if  =  0  et  F,  =  ^m\ùV  sin((i)t')  =  0;  c'est  le 
cas  de  l'équilibre  relatif;  2"  quand  la  direction  de  Taxe 
instantané  se  confond  avec  celle  de  la  vitesse  relative,  car 
alors  ((.),  y)  =  0;  3"  (juand  le  mouvement  des  axes  est  une 
simple  translation,  car  alors  w  =  0. 

123.  Application  au  mouvement  d'une  planète  autour  du 
Soleil.  —  Nous  savons  que  nous  pouvons  réduire  le  Soleil 

et  la  planète  à  deux 
z  /         points  matériels  S 

et  P,  de  masses  M 
et  m  ;  le  Soleil  est 
en  mouvement  ; 
par  chacune  de 
ses  positions,  nous 
menons  des  axes 
rectanf(ulaires  Sa:, 
S  y,  Sr  parallèles 
aux  axes  fixes  ; 
nous  nous  propo- 
sons de  trouver  le  mouvement  relatif  do  la  planète  par  rapport 
aux  axes  mobiles  St^,  Sy,  Sz;  Taccélération  7'  du  mouvement 
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crentraînement  est  la  même  que  Taccélération  du  mouvement 
absolu  du  Soleil;  la  force  d'attraction  de  la  planète  sur  le 

Soleil  est  dirigée  suivant  SP,  et  a  pour  valeur  —r;  on  a 

ffn 

donc  :  v"  =  -j^  et  cette  accélération  est  dirigée  suivant  SP; 
l'attraction  du  Soleil  sur  la  planète  est  dirigée  suivant  PS 
et  égale  à  —5-;  l'accélération  7  du  mouvement  absolu  de  la 

planète  est  donc  égale  à  -j  et  dirigée  suivant  PS;  la  formule 


•^ 


—  ./  — .,' 


nous  montre  donc  que  l'accélération  du  mouvement  relatif 
est  dirigée  suivant  PS  et  égale  à 

^0. 


f*f  "*"  |.î  ^.î       ' 

elle  est  la  même  que  si  le  Soleil  était  fixe  et  avait  une  masse 
égale  à  M  +  m.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  d'une 
autre  manière,  en  partant  de  la  considération  des  mouve- 
ments absolus  du  Soleil  et  de  la  planète. 

124.  Cas  où  le  mouvement   d'entraînement   est   une 
rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe.  —  C'est  le  cas 

qui  se  présente  le  plus  sou- 
vent dans  les  applications. 
Soit  AP  l'axe  de  rotation, 
(.)  la  vitesse  angulaire  cons- 
tante do  cette  rotation;  le 
mouvement  d'entraînement 
du  point  M  consiste  à  dé- 
crire d'un  mouvement  uni- 
forme le  cercle  MC  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à 
Taxe;  dans  ce  mouvement  l'accélération  tangentielle  est 


-> 


f. 


Fi»j.l35 
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fff? 


nulle,  puisque  la  vitesse  est  constante,  par  suite  -r^  =  0  ; 
raccélération  est  donc  dirigée  suivant  la  normale  MC  et 


elle  est  ^ale  à 


..s 


MC 


G) 


MC 


MC 


=:(D*MC  =  o)V; 


la  force  F,  est  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  CM, 
et  elle  a  pour  valeur  F,  =  mw'r;  on  lui  donne  le  nom  de 
force  centrifuge,  à  cause  de  sa  direction;  mais  c'est  une 
force  purement  fictive.  1/iixe  instantané  de  la  rotîUion,  pour 
un  point  quelconque,  est  parallèle  à  Taxe  (ixe,  et  la  vitesse 
angulaire  de  la  rotation  est  égale  à  w. 

125.  Problème.  —  Détertniner  le  mouvement  d'un  point 

pesant  placé  dans  l'intérieur  d'un  tube  rectiligne,  qui  décrit 

un  cône  droit  autour  de  la   verticale   d'un   mouvement 

uniforme. 

Soit  OB  le  tube,  M  la  position  du  mobile  à  l'époque  /, 

OM  =^  s;  comme  nous  étudions  le 
mouvement  relatif  du  point  matériel, 
il  faut  introduire  les  forces  ficti- 
ves F,  =  mti)'  MA  =  mw*  s.sin  a;  la 
force  F,  perpendiculaire  à  la  vitesse 
relative  est  normale  au  tube;  les 
autres  forces  sont  :  le  poids  MP  =  mg 
et  la  réaction  du  tube  qui  lui  est  nor- 
male; projetons  ces  forces  sur  la 
droite  OM,  nous  aurons  : 


Fiql9G 


ds 

r  =  -7""» 
lit 


<lv 


d'où 


m  -7-  ^=  mn  cos  a  -+-  mur  .<f.sin  a.  sjn  i; 
dt  ' 


d*s 

~  =  g  cos  X  -h  w*  sin'  %.s. 
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La  réaction  du  tube  et  la  force  centrifuge  composée  n'inter- 
viennent pas  dans  cette  équation  ;  on  peut  écrire  : 

„  /        7  cos  a  \ 
\        (I)*  sin*  a/  ,    .  ,     /  fl  cos  a  \. 

Ai^  \        o>'  sin*  a/ 

en  intégrîint,  il  vient  : 

(i)  $  +  -^^?^  =  A6^'""'-h  B^-^"""^ 

w'  sin'  a 

d'où  : 

(2)  ^  =(,)Sin  a  [A^*^"»^^  —  B(?-^"*"*]. 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires,  nous  suppose- 
rons qu'à  l'époque  initiale  t  ^=  0,  le  mdbile  soit  placé  en  0 
sans  vitesse  initiale;  nous  devrons  avoir  pour  /=  0  : 

'  =  ».    %  =  «: 

les  équations  (1)  et  (2)  donnent  : 

2(1)*  sin*  a 
et  il  en  résulte  : 

2(1)*  sin*  a 

/?  •  /Y 

Le  mouvement  est  entièrement  connu  par  ces  formules. 

On  peut  avoir  aisément  l'équation  de  la  projection  sur  le 
plan  horizontal  de  la  courbe  décrite  dans  le  mouvement 
absolu  du  point  matériel;  soient  en  effet  r  et  0  les  coor- 
données polaires  d'un  point  quelconque  de  cette  projection  ; 

on  a  : 

r  =  <8ina,      6  =  u)f, 
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réqiialion  cherchée  est  donc  : 

C'est  réquation  (rime  spii^le. 

126.  Remarque  sur  Textension  des  théorèmes  généraux 
de  la  Dynamique  aux  mouvements  relatifs.  —  On  pourra 
appliquer  ces  théorùmes,  en  ayant  soin  d'avoir  égard  aux 
deux  forces  fictives;  on  peut  remarquer  toutefois  (jue  (hius 
rétal)Hssemenl  de  l'é(iuation  des  forces  vives,  il  n'y  aura 
pas  à  s'inquiéter  de  la  force  centrifuge  composée,  dont  le 
travail  est  nul,  puisqu'elle  est  constamment  normale  à  lu 
trajectoire  relative. 


127.  Mouvements  relatifs  à  la  surface  de  la  Terre.  — 

Considérons     d'a- 
r'^    bord  le  repos  rela- 


Fin.19 


tif  à  la  surface  de 
la  Terre;  soit  OP 
Taxe  de  rotation 
de  la  Terre,  o)  la 
vitesse  angulaire 
de  rotation,  A  M 
un  pendule,  A  le 
point  fixe,  M  le 
point  matériel.  Les 
forces  physiques  qui  agissent  'sur  ce  point  sont  :  la  ten- 
sion MT  du  lil,  dii'igée  suivant  MA,  et  Tattraction  MB. 
Pour  avoir  le  repos  relatif,  il  faut  introduire  la  force 
fictive  MF,  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  MQ 
du  parallèle  du  point  M.  On  a  : 

MF,  r=M(o-.MQ=:??/a)'r. 

Les  trois  forces  MT,  MF,,  ilB  doivent  se  faire  équilibre; 
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donc  MT  sera  égale  et  opposée  à  la  résultante  M  G  de 
l'attraction  et  de  la  force  centrifuge.  A'insi,  la  direction  du 
£11  ne  sera  pas  celle  de  Tattraction;  la  pesanteur  apparente 
sera  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  M  G  ;  toute- 
fois, cette  pesanteur  apparente  différera  peu  de  Tattraction, 
I)arce  que  w  est  petit;  en  effet,  la  Terre  tourne  sur  elle-mùme 
en  un  jour  sidéral,  c'est-à-dire  en  80164  secondes  de  temps 
moven  :  on  a  donc  : 

La  plus  grande  valeur  de  Taccélération  due.  à  la  force 
centrifuge,  wr,  a  lieu  à  récjuateur,  où  on  la  trouve  égale  à 
0"%033852;  si  on  compare  cette  accélération  à  celle  qui  est 
(lue  au  poids  du  corps,  et  que  nous  avons  représentée  par  //, 
on  trouve  qu'elle  est  envii'on  "289  fois  plus  petite  que  cette 
derniùre  accélération.  Ainsi,  la  force  centrifuge  est  très 
petite,  par  rapport  à  la  pesanteui'  apparente  et  par  suite  par 
rapport  à  Tattraction.  La  rotation  de  la  Terre  sur  elle-même 
n'a  donc  qu'une  inilucnce  assez  faible  sur  l'intensité  de  la 
I^esanteur,  et  sur  la  direction  de  la  verticale.  On  a  :  289 
=  17',  de  sorte  que,  si  la  Terre  tournait  17  fois  plus  vite, 
la  force  centrifuge  à  l'équateur  serait  égale  à  l'attraction  et, 
I)ar  suite,  à  l'écfuateur  le  poids  a]q)arcnt  d'un  corps  se 
réduirait  à  zéro. 

Dans  les  mouvements  relatifs  terrestres,  nous  avons  à 
considérer  trois  forces  :  l'attraction  (r  et  les  foi'ces  fictives  F, 
et  F,  ;  dans  les  limites  des  petits  mouvements  terrestres  G 
et  F,  sont  constantes  en  grandeur  et  en  direction.  On  pourra 
remplacer  G  et  F,  par  leur  résultante,  qui  sera  constante  en 
gi'andeur  et  en  direction;  cette  direction  sei*a  celle  de  la 
verticale  ;  nous  n'aurons  donc  plus  qu'à  considérer  la  force 
centrifuge  composée. 


/ 
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128.  Calcul  des  composantes  de  la  force  centrifuge 
composée.  —  Soient  0  un  point  de  la  surface  de  la  Terre, 
OP  la  parallèle  menée  par  ce  point  à  la  partie  nord  de  Taxe 
de  rotation,  OA  la  parallèle  à  la  vitesse  relative  v,  OB  la 
direction  de  la  force  centrifuge  composée,  perpendiculaire 

sur  le  plan  AOP, 
et  en  sens  con- 
traire de  celui  où 
la  rotation  directe 
autour  de  OP  en- 
traîne la  vitesse 
relative  OA;  soit 6 
l'angle  AOP.  Pre- 
nons trois  axes  rec- 
tangulaires O  X , 
Fi<)  198  Otj,  Oz,  liés  à  la 
Terre,  et  tels  que, 
pour  un  obser  - 
vateur  couché  le 
long  de  Oz,  les  pieds  en  0,  et  la  tête  en  z,  et  regardant  Oa?, 
Taxe  Oy  soit  à  la  droite  de  cet  observateur.  Soient  : 

a,  b,  c  les  cosinus  des  angles  de  OP  avec  les  axes. 
a\b\c'  _  —  OA  — 

u\b\c'  —  —  OB  — 


-a- 


On  aura  : 


d*où  : 


aa'  -f-  hb*  +  ce'  =0, 
a'  a'  +  b'  b'  -^  c' c' =:  0, 


a' 


b* 


bc'  —  cb'       ca'  -—  ac'       ab'  —  ba' 


±  1 


y{bc'  —  cb'y  -+■  (ca'  -  ac'Y  H-  ifib'  —  6a')* 
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Or: 


=  i  —  cos'6  =  siii*0, 
il  viendra  donc  : 

»       ^  lf<^'  —  (^b'      ,-      ^  ('rt'  —  ac'        _        ,   ab'  —  ba' 
^  -^  sm  6  sm  6  sm  0 

Reste  à  savoir  le  signe  qu'il  faut  prendre,  et  qui  est  du  reste 
le  même  dans  les  trois  formules. 

Considérons  pour  le  moment  un  nouveau  système  d  axes 

rectangulaires    0  x^ , 


Oj/o»  Or„  disposé 
comme  le  précédent, 
pouvant  par  consé- 
((uent  coïncider  avec 
lui  ;  faisons  coïnci- 
der Or,  avec  OP,  et 
le  plan  z,  Ox^  avec 
leplan  AOP;  la  rota- 
tion ayant  lieu  de  y^ 
vers  Zp,  entraîne  la 
vitesse  relative  OA 
«lu  coté  du  plan  z^  Ox^  opposé  à  O;//,  donc  la  force  centri- 
fuge composée  OB  sera  dirigée  suivant  Oy^;  on  aura  dans 
ce  cas  : 

«0  =  0, 

bo  =  0, 


-  -^  1,  (   c\  = 


/  a\  =  sin  0,  ,    a\  =  0, 
^   b\  =  0,  b\  =  -^l, 


cos  0, 


i 


0. 


La  seconde  des  formules  (l)  donnera  : 

-^  1  =i  ±  -T— r  =  ±  i  ; 
sin  0 


iJ  faut  donc,  dans  ce  cas,  prendre  leis  signes  siipéiieurs,  tît 
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128.  Calcul  des  composantee  de  la  force  centrifuge 
composée.  —  Soient  O  un  point  de  ta  surface  de  la  Terre, 
OP  la  parallèle  menée  par  ce  point  à  la  partie  nord  de  l'axe 
de  rotation,  OA  la  parallèle  à  la  vitesse  relative  v,  OB  la 
direction  de  la  foi'ce  centrifuge  composée,  perpendiculaire 
sur  le  plan  AOP, 
et  en  sens  con- 
traire de  celui  où 
la  rotation  directe 
autour  de  0  P  en- 
traîne la  vitesse 
relative  OA;  soit 9 
l'angle  AOP.  Pre- 
nonstroisaxes  rec- 
tangulaires O  X, 
Fi<)  19Ô  f^y-  02)  liés  à  la 
Terre,  et  tels  que, 
pour  un  obser- 
vateur couché  le 
long  de  Oz,  les  pieds  en  0,  et  la  tête  en  r,  et  regardant  Ox, 
l'axe  Oy  soit  à  la  droite  de  cet  observateur.  Soient  : 


a,  b. 

c 

les 

cosinus  des  angles  de  OP  uvec  les  axes. 

a\l/ 

r' 

—           —           MA          — 

a\b- 

c' 

-            -            OB           - 

On  aui'ii  : 

aa'  +  bb'  +  ec'  =Q, 
a'  a'  -i-  b'b'  +  c'  c'  =  0, 

d'où  : 

a- 

ca 

b 

c' 

Ve-cb'- 

ac'       ab' ~ba' 

±  1 

K(tc'  —  cb')'  +  {ca'  —  «c')'  +  (.«&'  —  ba')* 
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Or: 


:L{bc'  -'Cb'y^ia'-^b' -hc')  {a"+  b'*+  c")  -  {aa'  -^  bb'  -h  cc'Y 

=  1  —  cos'  6  =  sîii'  0, 
il  viendra  donc  : 


^1)  a*  =  ±  — r-~— ;    b"  = 

sm  6 


6fl'  —  ad 


sm  Ô 


ab'  —  ba' 
sin  0 


Reste  à  savoir  le  signe  qu*il  faut  prendre,  et  qui  est  du  reste 
le  même  dans  les  trois  formules. 

Considérons  pour  le  moment  un  nouveau  système  d  axes 

rectangulaires  0  a'o , 
Oj/j,  Or„  disposé 
comme  le  précédent, 
pouvant  par  consé- 
quent coïncider  avec 
lui  ;  faisons  coïnci- 
der Oz,  avec  OP,  et 
le  plan  z^  Ox^  avec 
leplan  AOP;  la  rota- 
tion ayant  lieu  de  y^ 
vers  Zp,  entraîne  la 
vitesse  relative  OA 
du  côté  du  plan  z^  Ox^  opposé  à  0?/^;  donc  la  force  centri- 
fuge composée  OB  sera  dirigée  suivant  Ofj^;  on  aura  dans 
ce  cas  : 

a^  =  0,        ;    a\  =  sin  0,  .    a\  =  0, 
b,  =  0,  b\=0,  h\  =  -^\, 

Co  =  H-  1,   (    c\  =  cos  0,   '    c\  —  0. 

La  seconde  des  formules  (l)  donnera  : 

Sin  0 


il  faut  cioiic,  dans  ce  cas,  prendre  les  signes  supérieurs,  et 
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Ton  a  : 

^^^  ^'^       sin  6       '  ^'  ^       sine       ^    ^  ^        ^hTë         ' 

Je  (lis  que  le  signe,  une  fois  choisi,  se  conserve  et  qu'on 
aura,  dans  tous  les  cas  : 

(3)       a'  =  — ^-r — ;    6"  =  — ^~ — ;    c'  =  — .— r 

^  '  Sin  0  sin  0  sin  0 

En  effet,  si  nous  déplaçons  d'une  manière  continue  notre 
nouveau  système  d'axes,  les  cosinus  abc,  a'b'c\  a'V c"  des 
angles  ({u'ils  forment  avec  les  directions  OP,  OA,  OB, 
vaiieront  d'une  manière  continue  ;  si  le  signe  commun  des 
seconds  membres  des  équations  (3)  venait  à  changer, 
c'est  que  cCVc^  se  seraient  annulés  tous  les  trois,  ce 
qui  est  impossible,  puisque  l'on  a  a'*  -h  6"  +  c'*  =  1. 
On  pourra  ainsi  amener  le  nouveau  système  d'axes  à 
coïncider  avec  l'ancien.  Donc,  les  formules  (3)  ont  toujoure' 
lieu. 

Soient  maintenant  p,  g,  r  les  projections  de  la  rotation  (ù 
sur  Ojt;,  0//,  Oc.  On  aura  : 

«  =  /';     /,=  ?:     c  =  '-; 

(i)  (i>  .0) 

1  dx        .,       1  rf//         ,       1  dz 
"  ~v  dt'      "  ~v  dt'         ~v  dt 

Il  en  résulte  ([ue  l'on  a,  sans  anibiguité  : 


,  _       1       /   dz         dy\ 
"  ~.orsinO  Vr/7      '■  dt)' 
.,_       i        (  ,dx  rf£\ 

~(.)t'sinOV  dt      ^  dt}' 
,_l_/rfy_    d_x\ 
^  ~i^c&ia(i  Y  dt      '^  dt)' 


J-.  =zh  +  "iu)  la  siîi  A./  —  c  cos  \,t  -h  -  </cos  A./-J 
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ce  qui  donnera  : 

-TT  =  a  —  2(1)  6  sin  X./, 

j-  =  c  —  gfi  -h  2(0  fc  cos  \.i. 

On  en  déduiiM,  pour  la  seconde  approximation  : 

/  x^=:at  —  b(ù  sin  X.<*, 

\   y,  =  frf  H-  (0  (a  sin  X  —  c  cos  X)  /*  •*-  ;l  //g)  cos  X  J*, 


^gt^  -4-  6(1)  cosX^*. 

On  pouri*ait  obtenir  aussi  facilement  l'approximation  sui- 
vante. 

Cas  de  la  chute  libre.  —  On  n'aura  qu'a  faire  dans  les 
formules  (5)  a  =  0,  b  -—  0,  c  =--  0.  On  en  déduira  : 

!..  1      • 

(6)  A  =  0;      y,  —  ^i/(i)COS  A.^';      r,  i-^  — -[/r. 

Soit  h  la  hauteur  de  chute  ;  on  aura  : 

1  /^/ï 

y,  =  -^T -.--r-  A  K  A. 

}/^  étant  positif,  il  y  a  une  petite  déviation  vers  Tesl.  Appli- 
quons cette  fonnule  à  des  expériences  qui  ont  été  faites  par 
M.  Reech,  dans  un  puits  de  mine  à  Frcn-berg;  on  avait: 
h  =^  i38"*,5;  X  =  51*^;  en  remplaçant  X  et  h  par  ces  valeurs, 
et   mettant  aussi  pour  ta  cl  g  leurs  valeurs,  on  trouve 
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mouvement  seront  : 

rf*a?  .      dy 

-7-5  =  — 2tosmX  -7-» 
i    dr  dt 

.  ,^,  \  d' y       ^     /  ,,   ^  dx  ^  dz\ 

'  d-z  ,  .  r/y 

On  peut  intégrer  une  première  fois  ;  nous  supposerons  qu'on 
ait  pris  pour  origine  la  position  initiale  du  projectile,  et  nous 

désignerons  par  a,  6,  c  les  valeurs  initiales  de  •77'  7;'  tîtî 
nous  aurons  : 

dx  _ 

-r-  =  a  — 2(0  sin  X.y, 

(3)  3^  =  &  4-  2w  (a?  sin  a  —  z  cos  \\ 
^  ^                  j   dt  ^     .  ^ 

3-  =  c  —  gt  -¥  2o)  cos  X.y. 
.    (Il 

On  a  là  un  système  do  troii>  équations  linéaires  simul- 
tanées, avec  seconds  membres;  du  pourrait  les  intégrer 
aisément;  mais  les  foi'inules  (|ue  Ton  uhtiendi^ait  ainsi 
seraient  assez  compliquées,  et  d'un  emploi  peu  commode. 
Il  est  préférable  d  effectuer  les  intégrations  par  approxima- 
tion, en  partant  de  ce  que  m  est  très  petit;  dans  une  première 
approximation,  eu  négligeant  w,  nous  aurons  : 

/  x^  =  at, 

(4)  \   l/i  =  fft. 


I    z,  =  Ct  —  ^ 


^<Jt^. 


Nous  aurons  la  seconde  approximation  en  remplaçant  dans 
les  seconds  membres  des  équations  (3)  a;,  j/^  z  par  a?„  y„  z„ 
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ce  qui  donnera  : 

—  =•  a  —  2u)  6  sin  X.^ 


~  =  6  +  2(1)  ((*  siii  \.t  —  c  cos  \.t  H-  3i/cosX./-J 


dt 

dz 

j-  =  c  —  gt  -h  i(ù  b  C0&  X.i, 


On  en  déduim,  pour  la  seconde  approximation  : 
/  j?j  =  fl^  —  ft(i)  siu  X.<*, 

V  1 

I   y,  =  frf  H-  (0  (a  sin  X  —  c  cos  X)  <*  •*-  ^  â^o)  cos  X  J*, 
/  1 

'   z^  =  ct  —  Âgt^  -h  biù  cosXf. 

On  pourrait  obtenir  aussi  facilement  Tapproximation  sui- 
vante. 

Cas  de  la  chute  libre.  —  On  n'aura  qu'à  faii-e  dans  les 
formules  (5)  a  =  0,  î;  =i=  0,  c  =  0.  Oh  en  déduira  : 

(6)  -^.  =  0;      !/t  =  :^gu>C06\.t';      z,--—;^gt'. 

Soit  h  la  hauteur  de  chute;  on  aura  : 

2  Kîi  to  cos  X  .  ,yr 
^         Vg 

>/  ëtiint  i)0sitif,  il  y  a  une  petite  déviation  vers  Test.  AppH- 
iiiions  cette  fonnule  à  des  expériences  qui  ont  été  faites  par 
M.  Reech,  dans  un  puits  de  mine  à  Freyhcrg;  on  avait: 
h  ==,  158",5;  X  =  51*^;  en  remplaçant  X  et  h  par  ces  valeurs, 
et    nictlant  aussi  pour  w  et  gf  leurs  valeurs,  on  trouve 
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j/,  =  0"™, 0276  pour  ladévkition  à  l'est.  L'expérience,  répétée 
un  grand  noniljrc  de  fois,  a  doinié  pour  cette  déviation 
le  nombre  0"*,0281J,  noiubre  c|ui  dillcrc  très  [»eu  du 
précédent. 

130.  Mouvement  relatif  d'un  point  pesant  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  un  plan  horizontal.  —  En  désignant  par  N  la 
réaction  du  plan  horizuntal,  les  é(iualions  du  luouvement 
seront  : 

-T-  —  —  2(1)  Sin  A-77» 

V    dr-  dt 

\   d^ij      ^     /  .    .  dx  ^  dz\ 

I   d'z       ^,  ^  .  dy 

dz  (Jp  "^ 

Or,  on  doit  avoir  constamment  r  =  0,  d'où  -j^  =  0,  -jf  =  0; 

il  en  résulte  donc  : 

(7)  N=z^-2(ocosa|J^ 

(8)  Ç:^^-.,osinX^;^ 

^  ^  (ir-  dt 

d'if  »       .    .  d.v 

L'é(|uation  (7)  donnera  la  réaction  N  ;  les  deux  autres  peuvent 
être  intégrées  rigoureusement,  d\me  manière  très  simple; 
on  en  déduit  d'al.)ord  : 

,    d-x       ,    d-u      . 
dx  -^i  -^  du  -r^  ^  0, 
dt-         ''  dt' 

/./^v  dx'      dii^        ^ 

Ainsi,  la  vitesse  est  constante;  en  intégi'ant  ensuite  les 
épiations  (8)  et  (^îi),  et  désignant  [Kir  x^  l'angle  ({ue  fait 
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avec  Oo?  la  vitesse  initiale  ?;„  il  vient  : 

—  =  Vq  cos  aç  —  2(0  sin  A. y, 

(il)  {  / 

—  =  Vq  sin  a^  -♦-  2(1)  sin  A.ir; 
et  en  portant  ces  valeurs  dans  (10),  on  trouve  : 

\2(i)  sin  A/       V        2(0  sin  a/       V       2w  sin  a/  ' 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle,  dont  le  ravon  est  5 — ?— r-; 
*  ^  '  *  2(i)  sm  A 

à  la  latitude  de  30*',  ce  rayon  a  pour  valeur  —  =  13698  v^; 

(Oq 

ainsi,  le  mobile  devrait  décrire  un  cercle  d'un  très  grand 
rayon,  et  le  décrire  d'un  mouvement  uniforme. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  d'une  manière  un  peu 
différente.  Les  trois  forces  qui  agissent  sur  le  mobile,  la 
pesanteur,  la  réaction  du  plan,  la  force  centrifuge  composée, 
étant  normales  à  la  trajectoire,  leur  travail  est  nul,  et  le 
principe  des  forces  vives  nous  montre  que  la  vitesse  est 
constante;  ainsi  v  =^  v^;  les  composantes  X,  et  Y,  de  la 
j)rojection  de  la  force  centrifuge  composée  ont  pour  expres- 
sions : 

X,  =  —  2mto  sm  a  ~;      Y.  =  2w(o  sin  X  -r-- 

lit  dt 

Soit  a  Tangle  de  la  vitesse  avec  Ox\  on  a  : 

dx  dy 

~=roCOSa;      ^  =  t^o  sm  a. 

Il  en  résulte  : 

X,  =  2;m(o  t\  sin  a  cos  (a  -*-  ^j» 

Y,  m:  2?//(o  i\  sin  A  sin  fa  -f-  -  J- 
Ce  qui  montre  que  la  force  motrice  fait  avec  Ox  Tangle 
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■ 

a+ ^et  que  l'intensité  de  cette  force  est  égale  à  2ma)jSinXi'p; 
elle  est  donc  normale  à  la  courbe,  et  constante;  mais  on  sait 

(luc  la  composante  normale  a  poui'  expression  générale 
ç  désignant  le  i*ayon  de  courbure  ;  on  a  donc  : 


mv^  I 


P 


•*  s 


— -  =  2/n(i)  Vg  sin  X, 


d'où  : 


ro 


i<ù  sin  X 


Ainsi,  le  rayon  de  courbure  est  constant;  la  courbe  décrite 
est  donc  un  cercle.  Le  temps  T  employé  par  le  mobile  à 
décrire  son  cercle  sera  : 

T  =  ^  =  -— — . 

i\        (I)  sin  X 

Soit  T' la  durée  de  la  rotation  de  la- Terre  sur  elle-même; 
on  a  : 

il  en  résulte  : 

T' 

2  sin  A 
quantité  indépendante  de  v^. 

RmiARQUE.  —  Soient  OA  la  direction  dé  la  vitesse  à  un 

moment    quelconque,      Oli 
y  Fig  201  eelle  de  la   force   centrifuge 

composée:  Tangle  AOR  est 

yr  ^  droit,  et  OTî  est  situé  à  droite 

y"  deOA;  donc,  un  corps  quel- 

^.    \L'^ conque  en  mouvement  dans 

un  plan  horizontal  teod,  en 
vei-tu  de  la  rotation  de  la  Terre,  à  dévier  vers  la  droite; 
rinten^ité   de    la    force    déviutrice   2mtù  v^  sin  X  varie   de 


A 

V 


\ 
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zérOy  à  réquateur,  à  2m  o)  1/^  qui  est  son  maximum  au  pôle. 
Ainsi,  un  coi'ps  en  mouvement  dans  un  plan  horizontal 
situé  sur  Thémisphère  nord  a  une  tendance  à  dévier  à 
droite  de  sa  vitesse.  Les  fleuves  qui  coulent  dans  Thémi- 
sphèrenord,  sous  des  latitudes  élevées,  exercent  en  moyenne 
une  plus  grande  pression  sur  leur  rive  droite  que  sur  leur 
rive  gauche;  la  force  qui  tend  à  dévier  le  fleuve  à  droite, 
est  2m(*)  t;  sin  X;  elle  peut  être  grande  à  cause  de  m;  la  rive 
droite  sera  entamée  peu  à  peu. 

131 .  Pendule  de  Foucault.  —  Nous  allons  étudier  les  petits 
mouvements  du  pendule  simple  à  la  surface  de  la  Terre, 
en  tenant  compte  du  mouvement  do  rotation  de  la  Terre. 

Prenons  le  point  de  suspension  pour  origine  :  soient  Ox  la 
portion  nord  de  la  méridienne,  Oj/  la  perpendiculaire  à  Oa?, 
dans  le  plan  horizontal,  dirigée  vers  Test,  Oz  vertical  et 

dirigé  vers  le  bas.  Nous  repré- 
senterons la  tension  MA  du  fil 
par  mN,  m  désignant  la  masse 
du  point  M  ;  les  forces  réellement 
appliquées  au  point  M  sont  :  la 
pesanteur  MP  =--  m  g  et  la  force 
wN;  il  faut  y  joindre  la  force 
centrifuge  composée,  dont  les 
composantes  seront  X„  Y,,  Z,; 
nous  aurons  ainsi,  pour  les  équa- 
tions du  mouvement,  en  représen- 
tant OM  par  l  : 


r»o 


(«) 


\ 
I 


dt' 
dt' 


N.     •P  A  a 

■H-  —S 

/       m 
-        V  V  .   Y, 

—  -  '  7  H ' 

/       m 
Z. 


=g-^ 


m 
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On  (l(Mlnir;i  les  ovprossioTis  «lo  X,.  Y,,  Z.,  <le  colles  données 
précédeiiirneiil,  vn  y  clianfioant  z  en  —  r,  et  Z,  en  —  Z„  ce 
qui  (lonnoia  : 


(2') 


•\v. 


\    Ht 


=  —  2(0  sin  A-r» 

^      .    .  dîT       .  ^  r/w 

-  2c.)  sin  h  - — h  '2f.)  ros  A  -r-î 
af  (il 

=- 2...  cos  >/;•". 


Les  éqnations  (1)  deviendronl  doiu"  : 


(3) 


(4) 


(S) 


—  2(0  sin  A  -; 2(0  ros  a  ,    -+■  N  ^ 

—  +  2(0  ros  A  --•-  •\.^J^g=  0. 


=  0, 


On  a  ilailleurs  : 
(fi) 


X'  +  if  4-  :'  —  /'. 


Le  problème  est  ramené  à  la  détermination  des  quatre 
inconnues  x^  y,  z,  N,  à  Taide  des  équations  (3),  (4),  (5) 
et  (6);  on  ne  sait  pas  intégrer  rigoureusement  ces  équations. 
Nous  nous  bornerons  au  cas  dès  petites  oscillations;  on 
tire  de  (())  : 

x^  +  !/^\\ 


-:  =  (,-  ^J^ 


on  aura,  en  série  convergente  : 


-,='-m-^m-m'-^(^n*- 


*    X      y 
Dans  le  cas  des  petites  oscillations,  -  et  -,-  sont  des  quan- 
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lilés  petites;  "J  diffère  de  1  d'une  quantité  petite  du  second 


rs-. 


ordre;  il  en  sera  de  nirme  de -y-^  qui  ne  dilîèrera  de  zéro 

que  de  petites  quantités  du  second  ordre,  j  et  ^  étant  consi- 
dérés comme  étant  du  premier  ordre;  Téquation  (5)  donnera 
donc  : 

N  =  /y  —  2(.)  cos  A  -7^1 
^  (Il 

et  cette  valeur  sera  exacte,  aux  quantités  près  du  second 
oi'dre;  les  équations  (3)  et  (4)  deviendront  : 

(1)  TT  -+"  2(0  sin  A  -j--  +  -  ^  —  2  7  (.)  cos  A  -7^  =  0. 

(Ir  dt       l  l  dt 

(8)   -^  —  2(0  sm  A  •      -H  7  V  —  2(0  cos  a  -^ 2  '^  (o  cos  a  y;  =  0. 

^       dt^  dt       l  '  dt  l  dt 

Les  quantités  négligées  dans  (7)  et  (8)  sont  de  Tordre  {-.] 

/uV  dy 

ot  ('.  I  :  dans  ces  mêmes  équations,  les  termes  en  tùX-j-i 

dz       dz  /,t\'        /v\' 

U  ^Yf"  ^^   {y  sont  de  Tordre  de  co  (-.  j  ?  (o  lyj  ;  négligeons 

encore  cos  quantités  et  les  é({uations  (7)  et  (8)  vont  devenir 
simplement  : 


(0 


(A)  ;j^H-2(o  ^^^+-.r  =  0, 

(B)  __2<o   -4--I/-0, 
en  posant,  pour  abréger, 


Ci'  =  co  sin  A. 


Pour    intégrer,  nous  déduirons  des  équations  (A)  et  (IT), 
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multipliées  respectivement  par  1  et  V  —  i  et  ajoutées  : 

(G)       j^ï 2(0  |/^  1 ^^ 

+  ^  (a?  +  y  V^  =  0, 

et  cette  équation,  à  elle  seule,  tiendra  lieu  des  équations 
(A)  et  (B).  C'est  une  équation  linéaire,  à  coefficients  cons- 
tants, dont  Tintégi'ale  générale  sera  : 


(9)  a;  +  y  K— 1  =  A^'^v^-i  +  Be?'*«v'-i. 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires,  r'  et  r'  étant 
les  racines  de  l'équation  : 


r»  — 2(1)'  ï/-lr  +  f  =  0, 

9 


donc  : 


r'  =  ((^'  -h  h)  V- 1, 
r'  =  (o)'  —  h)  V^'y 


en  posant  : 

(D)  A=^/(.'M.?, 

il  en  résulte  : 

(10)  X  +  y  V^^  =  Aé?(w-f- A>  «  v^^  +  Be^^  -''^  '  v'^, 

(11)  ^-t- ^1/^  =  ^^  i  A((0'  -h  A)ew+")rv~i 

H-  B(V  —  h)  é>(w-*wv'^  j. 

Pour  «létermincr  les  constantes  arbitraires,  nous  suppo- 
ser'ons  que  le  pendule  ait  été  amené  en  OM^,  et  abandonné 
à  lui-meuie  sans  vitesse  initiale  apparente;  soit  m^,  la  projec- 
tion (le  ^fo  sur  le  plan  VO;/.  Posons  : 

0??/o  r=:  r/,      ?w„  Or  =  a; 

on  devra  avoir  pour  l  ±^0\ 

a*  =  a  cos  a,      y  =  a  sm  a:        -  =  0,      -~  =  0 

ai  dt 
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Les  équations  (40)  et  (11)  donneront  : 

''^^  fl^«v'~i  =  A  4- B, 

'  0  =  (o)'  -i-  A)  A  -*-  (w'  — /OB; 

^  d'où: 


2A  =  «(l-^)e«v-i, 


2B 


et  l'équation  (10)  deviendra  : 


X -h  y  K— 1  =:^f(«''  +  «>v-i  i  M  — .—j 


gA«  V-l 


OU  bien  : 


(n.!^),-».v-.j, 


a?  H-  y  K—  1  =  a  e^»''  +  «>  v~i  J  ces  A/  — j-  V—  1  sin  A^  (• 

(  A  ) 

Faisons  un  changement  de  variables,  en  posant,  Ç  et  tq  étant 
de  nouvelles, variables  réelles  : 


(12) 


X  -hy  K— -1  =zeiw''  +  «)v'--»  (;  +  ^  y—  l), 


il  en  résultera  : 


<;  -+-TG 


ry 


-^{=al 


to%ht  —  y  V 


—  1  sin  A  A 


(H) 
(E) 


5  =  a  cos  A/, 


(0 


y;  :=  -—  a  -T-  sin  A/. 


On  déduit,  du  reste,  de  (12)  : 


(F) 


a?  =  §  cos  (il)'  /  H-  a)  -«  t;  sin  (o)'/  h-  a), 
y  =  5  sin  (w'  r  -+-  a)  -f-  >;  cos  (^'^  -h  a). 
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La  solution  «générale,  dans  le  cas  des  petites  oscillations, 
est  donc  fournie  par  les  équations  (D),  (E),  (F),  (G). 

Signification  géométrique  des  variables  ?  et  r,.  —  Conce- 
vons un  système  d'axes  rectanjîulaires  0;,  Ot;  mobiles. 
Taxe  0;  faisant  avec  Om^  ranf»le  w'/,  et  Or,  faisant  avec  Om^ 

Tangle  90°  +  co'f;  5  et  r, 
seront  les  coordonnées 
*j  de  la  projection  du  mo- 
bile M  sur  le  plan  hori- 
zontal, coordonnées  rap- 
portées aux  axes  mobiles 
0;  et  Or,.  Des  équations 
(D)  et  (E),  on  tire  : 


Fia  204 


♦•» 


a 


i  -f- 


'Ji 


rtO)  \- 


Donc,  le  pendule  décrit  une  ellipse,  et  le  f(rand  axe  de  cette 
ellipse  tourne,  d'un  mouvement  uniforme,  de  x  vers  t/, 
c'est-à-dire  du  nord  vei's  Test,  avec  la  vitesse  angulaire 
M  =  (1)  Rin  A.  Reste  à  examiner  dans  quel  sens  Tellipse  est 
parcourue.  En  désignant  par  r  et  6  les  coordonnées  polaires 
du  point  m  de  Tellipse,  rapportées  à  0;  et  Or„  on  tire  de 
(D)  et  (E)  : 


s ; Y» . z  —  «»' 

^dt        'dt'^      dt 


—  a'o)'; 


donc  0  décroit  sans  cesse,  et  le  mouvement  sur  l'ellipse  se 
fait  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche;  donc  le  mouvement 
du  pendule  et  le  mouvement  du  grand  axe  de  Tellipse  sont 
de  sens  contraires.  Dans  le  cas  des  petites  oscillations  du 
pendule  conique,  au  conti'aire,  le  grand  axe  de  l'ellipse 
tourne  dans  le  sens  mémo  du  mouvement  du  pendule. 
L'ellipse  est  très  aplatie;  en  effet,  son  grand  axe  est  2a, 
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CHAPITRE   PREMIER 

PROPRIÉTÉ  efiNÉRALE  DU  MOUVCMElfT  DES  SYSTÈMES. 

i .  Tout  corps  est  considéré  comme  un  système  de  points 
matériels  agissant  les  uns  sur  les.autres;  l'action  qui  s'exerce 
entre  deux  points  matériels  M  et  M'  de  masses  m  et  m' 
agissant  à  la  distance  r,  consiste  en  deux  foi^ces  égales  et 
opposées  dirigées  suivant  MM'  et  M' M,  appliquées  la  pre- 
mière au  point  M,  la  seconde  au  point  M'  ;  la  valeur  de 
chacune  d'elles  peut  être  représentée  par  mm'  ^(r),  o(r) 
étant  une  certaine  l'onction  de  la  tlislaiice  des  deux  points. 
Quand  cette  double  force  tend  à  nij)[)rocIier  les  deux  |)oints, 
on  dit  qu'iJ  y  a  attraction;  quand  elle  tend  à  les  éloigner,  il 
y  a  répulsion.  Outre  ces  forces  intérieures  qui  s'exercent 
entre  les  divei's  points  matériels  composant  le  système 
considéré,  des  forces  extérieures  peuvent  encore  être 
appliquées  à  divers  points  de  ce  systt^me;  ces  forces 
extérieures  proviennent  des  actions  exercées  sur  les  points 
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DYNAMIQUE 


DES 


CHAPITRE   PREMIER 

PROPRIÉTÉ  OfiNfiRALE  DU  MOUVEMEHT  DES  SYSTEMES. 

1 .  Tout  corps  est  considéré  comme  un  système  de  points 
matériels  agissant  les  uns  sur  les.autres;  l'action  qui  s'exerce 
entre  deux  points  matériels  M  et  M'  de  masses  m  et  m' 
agissant  à  la  distance  r,  consiste  en  deux  foi^ces  égales  et 
opposées  dirigées  suivant  MM'  et  M' M,  appliquées  la  pre- 
mière au  point  M,  la  seconde  au  point  M'  ;  la  valeur  de 
chacune  d'elles  peut  être  représentée  par  mm'  ^(r),   ^(r) 
étant  une  certaine  l'onction  de  la  tlistaiice  des  deux  points. 
Quand  cette  double  force  tend  à  rapprocher  les  deux  |)oints, 
on  dit  qu'il  y  a  attraction;  quand  elle  tend  à  les  éloigner,  il 
y  a  répulsion.  Outre  ces  forces  intérieures  qui  s'exercent 
entre   les  divers  points   matériels   composant  le   système 
considéré,    des    forces    extérieures    peuvent    encore    être 
appliquées   à   divers   points  de   ce    système;    ces   forces 
extérieures  proviennent  des  actions  exercées  sur  les  points 
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du  premier  système  par  les  divers  points  d'un  ou  de 
plusieurs  autres  systèmes  situés  à  de  certaines  distances 
du  premier. 

Soient  7a  la  masse  d'un  point  matériel  quelconque  du 
système,  x,  v/,  z  les  cooidonnées  par  rapport  à  trçis  axes 
rectangulaires  lixes.  11  est  clair  que  le  mouvement  de  chaque 
point  matériel  est  pioduit  par  l'ensemble  des  forces,  tant 
extérieures  qu'intéiieuros  qui  aj^issont  sur  ce  point.  Si 
donc  on  désigne  par  F  Tune  quelconque  de  ces  forces  et 
par  X,  Y,  Z  ses  composantes,  on  aura  les  trois  équations  : 


m  j 

/       ^ 
I       d 


dl 


\      »*    -7^   =  2  Z, 


le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  Je 
point  considéré.  On  aura  trois  équations  semblables  pour 
chacun  des  autres  points  du  système;  si  n  est  le  nombre 
des  points,  on  auia  donc  3>i  équations  simultanées  à  3n 
inconnues;  les  seconds  membres  contiennent  toutes  les 
inconnues  mêlées;  la  détermination  des  mouvements  des 
divers  points  du  système  dépendi*a  donc  de  Tintégi^ation  de 
3n  équations  ditîérentielles  simultanées  du  second  ordre, 
problème  généralement  très  difficile,  et  qu'on  ne  parviendra 
à  résoudre  que  dans  un  nombre  de  cas  très  restreint.  On 
peut  faire  avec  ces  équations  certniues  combinaisons  élimi- 
nant les  forces  intérieures,  ce  (jui  donne  des  équations  ou 
des  lois  générales  du  mouvement  des  systèmes. 

2.  Mouvement  du  centre  de  gravité.  —  Ajoutons  membre 
à  membre  toutes  les  équations  (l)  relatives  à  Taxe  des  x\ 
faisons  de  même  pour  celles  relatives  à  Taxe  des  y  et  à  celui 
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des  z  et  nous  aurons  les  trois  équations  suivantes  : 

Im  -r;  =  >  X, 
i         rft«      ^    ' 


(*)  ^'«:;=2^'' 


f. 


rf*2 


T=2;z- 


Le  signe  S  dans  le  premier  membre  s'étend  à  tous  les 
points  du  système.  Or,  les  actions  mutuelles  que  les  divers 
points  du  système  exercent  les  uns  sur  les  autres  étant  deux 
à  deux  égales  et  opposées,  leurs  projections  sont  aussi  deux 
à  deux  égales  et  opposées,  et  par  conséquent  se  détruisent 
dans  les  seconds  membres  des  équations  (2). 

Ainsi,  les  équations  (2)  sont  indépendantes  des  forces 
intérieures  et  ne  dépendent  que  des  forces  extérieures.  On 
peut  donner  à  ces  équations  une  forme  un  peu  différente  et 
les  écrire  : 

^  '  I  dt        dt       ^     ^ 

1    d  ^     dz      v^  « 

dt        dt       ^^ 

Soit  V  la  vitesse  de  l'un  quelconque  M  des  points  du 
système,  dont  la  masse  est  m;  le  produit  mv  se  nomme  la 
quantité  de  mouvement  du  point.  11  convient  de  considérer 
ce  produit  comme  une  grandeur  géométrique  portée  sur  la 
tangente  à  la  trajectoire  du  point  considéré  dans  le  sens  de 

la  vitesse  de  ce  point;  ses  projections  seront  ^77»  ^57' 

dz 

m  ^  ;  on  met  ainsi  en  évidence  les  quantités  qui  figurent 

dans  les  premiers  membres  des  équations  (3),  et  la  première 

DeSP£VR0U8.  —  Mécanique,  H.  8 
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de  ces  équations  donne  le  théorème  suivant  (en  remarquant 
que  l'axe  des  x  peut  être  une  droite  quelconque)  : 

Théorème.  —  La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la 
somme  des  projections^  sur  un  axe  fixe  quelconque,  des 
quantités  de  mouvement  des  divers  points  du  système,  est 
égale  à  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  au 
système  sur  ce  même  axe. 

Lorsque  les  points  du  système  ne  sont  sollicités  par  aucune 
force  extérieure,  les  seconds  membres  des  équations  (3)  sont 
nuls,  et  les  sommes  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
ment ayant  leurs  dérivées  nulles  sont  constantes.  Ainsi  : 

Lorsque  les  divers  points  du  système  ne  sont  soumis  qu'à 
leurs  actions  mutuelles,  la  somme  des  projections  des  quan- 
tités de  mouvement,  sur  un  axe  fixe  quelconque,  est  constante. 

Le  théorème  précédent  ac^juiert  une  signification  très 
simple,  quand  on  l'ait  intervenir  le  centre  de  gmvilé  du 
système  des  points  matériels  donnés.  Soient  a:,,  j/,,  z^  les 
coordonnées  de  ce  point.  Elles  seront  définies  par  les 
équations  : 

(4)  My,  =  Smy, 

où 

On  en  déduit,  par  différentiation  : 

/  „dJ?i      .,     dx 

^^^  j  "  d7  -  -"*  rr 

\       dt  dt 

Ces  équations  font  connaître  à  chaque  instant  la  vitessQ  du 
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centre  de  gravité  en  grandeur  et  en  direction;  en  fonction 
des  vitesses  des  divers  points  du  système.  En  difféi'entiant 
de  nouveau,  nous  aurons  Taccélération  du  même  point  par 
les  formules  : 


dt*  dt 

d*z 


\       dt*  dt* 

En  vertu  de  ces  dernières  équations,  les  équations  (2) 
peuvent  s'écrire  : 


M 


drX, 

d 


?=2''. 


Ces  équations  sont  celles  du  mouvement  d'un  point  matériel 
de  masse  M  sollicité  par  une  force  dont  les  projections  sur 
les  axes  sont  égales  respectivement  aux  sommes  des  projec- 
tions de  toutes  les  forces  du  système.  On  a  donc  ce  théorème. 

TiiÉORKME.  —  Le  mouvement  dit  centre  de  gravité  d'un 
système  est  le  même  que  si  toute  sa  masse  y  était  concentrée  y 
et  que  si  toutes  les  forces  extérieures  y  étaient  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes. 

On  voit  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  ne  dépend 

nullement  des  forces  intérieures,  et,  par  conséquent,  qu'il 

n'est  influencé  en  rien  par  les  changements  qui  peuvent  se 

produire  dans  la  constitution  physique  du  système,  tels  que 

des  chocs,  des  explosions,  des  ruptures  de  liens,  ...,  en  tant 

que  ces  phénomènes  se  passent  exclusivement  entre  des 

corps  faisant  partie  du  système  considéré. 


\ 
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Cette  proposition  importante  est  connue  sous  le  nom  de 
principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité.  En  particulier,  si  le  système  n'est  soumis  à  aucune 
force  extérieure,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est 
rectiligne  et  uniforme;  si  sa  vitesse  initiale  est  nulle,  il 
reste  forcément  en  repos. 

3.  Exemples  de  rapplication  de  ce  principe.  —  l''  Notre 
système  planétaire  étant  extrêmement  éloigné  des  étoiles, 
on  peut  admettre  (lue  ses  divers  points  n'en  éprouvent 
aucune  action  sensible;  ce  système  n'est  donc  soumis  qu'à 
des  actions  intérieures,  et  dès  lors  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  du  système  solaire  doit  être  rectiligne  et  uniforme  ; 
les  observations  ont  mis  ce  mouvement  en  évidence. 

2^  Recul  des  bouches  à  feu.  —  Supposons  un  canon  placé 
sur  un  plan  de  glace  parfaitement  poli;  soient  M  la  masse 
du  canon  et  de  son  affût,  m  celle  du  boulet;  le  canon  et  le 
boulet  forment  un  système  dont  le  centre  de  gravité  G  est 
primitivement  immobile.  L'explosion  de  la  poudre  ne  déve- 
loppant que  des  forces  intérieures,  le  centre  de  gravité  doit 
rester  au  repos;  si  donc,  au  bout  d'un  certain  temps,  la 
projection  sur  Phorizon,  de  l'espace  parcouru  par  le  boulet, 
est  a:,  le  centre  de  gravité  du  canon  et  de  son  affût  aura  dû 
parcourir  en  sens  contraire  un  espace  x'  tel  que  l'on  ait  : 

Mo?'  —  mx  =  0, 
d*où  : 

On  aura  aussi  pour  les  vitesses  : 

m 
M 

La  vitesse  de  recul  du  canon  v'  est  très  petite  devant  celle 


DYNAMIQUE.  417 

du  boulet  V  parce  que  m  est  très  petit  devant  M.  L'équation 
précédente  n'est  toutefois  exacte  qu'en  négligeant  la  masse 
de  la  poudre  devant  m. 

3**  Ascension  des  fusées.  —  L'inflammation  progressive  de 
la  poudre  qui  entre  dans  la  composition  d'une  fusée,  projette 
en  dehors  des  quantités  de  matière  de  plus  en  plus  grandes, 
par  un  orifice  situé  à  la  partie  inférieure  du  corps  de  la  fusée  ; 
celui-ci  doit  donc  reculer,  c'est-à-dire  prendre  un  mouve- 
ment ascensionnel  ;  il  est  vrai  que  la  pesanteur  est  une  force 
extérieure  qui  doit  influer  sur  le  phénomène  ;  mais  elle  ne 
fiiit  que  diminuer  la  vitesse  de  la  fusée. 

4^  Explosion  des  bombes.  —  Quand  une  hombe  fait  explo- 
sion avant  d'avoir  touché  le  sol,  le  centre  de  gravité  des 
divers  éclats  continue  à  parcourir  la  parabole  suivant  laquelle 
se  mouvait  le  centre  de  gravité  de  la  bombe  entière  jusqu'à 
ce  que  l'un  des  éclats  vienne  toucher  le  sol.  Alors  une 
nouvelle  force  intervient,  la  réaction  du  sol  sur  le  fragment, 
et  cette  force  modifie  nécessairement  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  du  système.  Il  faut  toutefois  remarquer 
que  le  centre  de  gravité  d'une  bombe  ne  décrit  pas  en 
réalité  une  parabole  à  cause  de  la  résistance  de  l'air. 

5""  Marche  de  l'homme  et  des  animaux.  —  Le  principe  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  s'étend 
aux  êtres  vivants.  La  volonté  fait  naître  des  actions  mutuelles 
entre  les  diverses  parties  de  l'organisme;  elle  met  en  jeu 
des  actions  musculaires;  mais  ces  forces,  comme  toutes 
celles  de  la  nature,  sont  deux  à  deux  égales  et  opposées,  et 
par  conséquent  n'ont  pas  d'influence  sur  le  mouvement  du 
centre  de  gi'avité.  Aussi  n'est-ce  qu'en  réagissant  sur  les 
corps  extérieurs  qu'un  être  vivant  peut  modifier  le  mouve- 
ment  de  son  centre  de  gmvité.  Quand  un  homme  veut 
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commencer  à  marcher,  et  qu'il  porte  une  jambe  on  avant, 
l'autre  jambe  tend  à  reculer  d'après  le  principe  en  question; 
elle  le  ferait,  si  rien  ne  s'y  opposait,  et  le  centre  de  gravité 
du  corps  n'avancerait  pas.  Mais  la  seconde  jambe  ne  peut 
reculer  qu'en  glissant  sur  le  sol,  et  c'est  alors  que  se  déve- 
loppe le  frottement  qui  détermine  le  mouvement  en  avant 
du  centre  de  gravité.  Un  homme  placé  sur  un  plan  de  glace 
parfaitement  poli  ne  pomrait  ni  avancer  ni  reculer. 

Remarque.  —  Lorsque  les  points  du  système  ne  sont 
soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  on  a  les  équations  : 

I  ^     dz 

a,  p,  Y  désignant  trois  constantes  arbitraires  ;  ce  sont  là  trois 
intégrales  du  problème. 

On  peut  intégrer  les  équations  (8),  après  les  avoir  multi- 
pliées par  dt;  en  désignant  par  a',  p',  Y  t^^is  nouvelles 
constantes,  on  aura  : 

f  Z  mx=oLt  -t-  a', 
(9)  \lmy  =  &t+^\ 

On  a  donc  ainsi,  dans  (8)  et  (9),  six  intégrales  du  problème. 

4.  Théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement. 

■^  Des  deux  premières  équations  (1)  multipliées  respective- 
ment par  —  ?/  et  -h  x,  on  déduit  : 


/    d^y         d^x\ 
Vdi^-^dF) 


A  chaque  point  du  système  correspond  une  équation  sem- 
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blable;  faisons  là  somme  de  toutes  ces  équations,  et  nous 


aurons  : 


-'»(^^-î'^)=2^^Y-^^)' 


ou  bien  : 


,fl='»H?-4:)=2<^v-,x,, 

I    d  ^     /  dx         dz\       \}  r  ^  «. 

Or,  xY  —  yX  représente  le  moment  de  la  force  X,  Y,  Z 
appliquée  au  point  a?,  y,  z  relativement  à  Taxe  des  z.  Les 
forces  intérieures  étant  égales  deux  à  deux  et  opposées,  il 
en  est  de  môme  de  leurs  moments  relativement  à  une  môme 
droite;  ainsi  les  seconds  membres  des  équations  (10)  ne 
contiennent  que  les  forces  extérieures  au  système.  Si  Ton 

(dy         dx\        -  .   ,    , 

a: -^  —  y  —1  est  le  moment  de  la 

quantité  de  mouvement  ^  point  x,  j/,  z  relativement  à  Taxe 
des  Zj  on  voit  que  les  équations  (10)  sont  la  traduction  du 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  dérivée  de  la  somme  des  moments,  par 
rapport  à  un  axe  fixe  quelconque,  des  quantités  de  mouve- 
ment des  divers  points  du  système,  est  égale  à  la  somme  des 
moments  des  forces  extérieures,  par  rapport  au  même  axe. 
Nous  nous  occuperons  particulièrement  du  cas  où  les 
seconds  membres  des  équations  (10)  sont  nuls;  cela  aura 
lieu,  d'abord  si  les  forces  extérieures  sont  nulles,  ensuite  si 
les  forces  extérieures  se  font  constamment  équilibre  sur  le 
système  solidifié,  ou  bien  si  elles  ont  une  résultante  unique 
passant  toujours  par  Torigine.  On  a  alors,  en  désignant 
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par  C,  C'y  C  trois  constantes  arbitraires  : 


(11) 


\ 


\         \   dt  dij 


C. 


Ce  sont  trois  nouvelles  intégrales  du  problème. 
Donc,  dans  ce  cas  : 

La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  un  axe  fixe  quelconque  est  constante. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservation 
des  moments;  il  subsiste,  quelles  que  soient  les  actions 
mutuelles  qui  viendraient  à  naître  entre  les  divers'  points 
du  système. 

Ce  principe  peut  être  énoncé  d'une  manière  différente  en 
se  servant  de  la  considération  des  couples. 
Soient  M  Tun  quelconque  des  points  matériels  du  système, 

MP  la  direction  de  sa 
^tesse  V,  sur  laquelle 
nous  portons  la  quantité 
de  mouvement  M  P = m  ir; 
considérons  MP  comme 
une  force;  ses  projections 

sur  les  axes  seront  :  w  -7-^  » 

at 

dy        dz  •_ 
m    •-'  *w  Y/*  Transportons 

*  kl  force  M  P  parallèlement 

à  elle-même  au  point  0,  ce  qui  introduira  le  couple  MP,  OQ; 
ce  couple  pourra  être  décomposé  en  trois  autres,  agissant 
dans  les  plans  coordonnés,  et  dont  les  moments  seront 
représentés,  en  grandeur  et  en  signe,  d'après  les  principes 
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de  la  Statique,  par  : 


m 


I    dz         dy\  (   dx  dz\  /    dy         dx\ 

VTt-'ty  '«(-'dï-^rf?)'  'n-^rfi"'d^)' 

Si  l'on  fait  de  même  pour  tous  les  points  du  système,  on 
veri*a  que  tous  les  couples  pourront  se  ramener  à  trois 
agissant  dans  les  plans  coordonnés,  et  ayant  pour  moments  : 

^     /   dz         dy\      ,,       ^    /   dx  dz\ 

\   dt      "  dt) 

Les  équations  (11)  nous  donneront  donc  : 

L  =  C,      M  =  C',      N  =  C'. 

En  composant  ces  trois  couples,  on  aura  le  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement,  dont  l'axe  sera  représenté 
par  OG,  et  le  moment  par  G,  et  Ton  aura  : 

G  =  J^L»-hM*+  N»;  cosGOj?=:Î^;  cosGOi^=?;  cosG02=-,- 

u  u  u 

On  en  conclut  : 


OrriV^C^-t-CH-C'»;  cosGOar  =  -;  cosGOy= --;  cosGO:;=^- 

u  (j  u 

Ainsi,  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment conserve  pendant  tout  le  mouvement  une  direction 
constante,  et  le  moment  de  ce  couple  reste  invariable. 

Si  on  prenait  d'autres  axes  passant  par  le  point  0,  on 
trouverait  encore  les  équations  (M);  seulement  les  cons- 
tantes C,  C,  G"  n'auraient  plus  la  même  valeur;  mais, 
quel  que  soit  le  système  d'axes,  l'origine  restant  au  même 
point  0,  la  quantité 

restera  invariable. 
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Le  moment  G  du  couple  résultant  varie  quand  on  prend 
une  autre  origine  0. 

5.  Principe  de  la  conservation  des  aires.  —  Prenons  une 
origine  déterminée,  et  considérons  l'équation  : 


'••=="  ('ff-'^)='=-- 


Soient  N  la  projection  de  M  sur  xOj/,  r  et  0  les  coor- 
données polaires  de 
ce  point,  de  manière 
que  : 

.T=rcos6,  y=rsinO. 


—  ^s 

On  aura  : 
dy        dx 

"dt    Ut- 

=  r* 
dt 

-^  dt' 

y 

en  représentant  par 
c'  l'aire  du  secteur 

N^ON  décrit  par  le  rayon  vecteur  ON  depuis  <  =  0  jusqu'à 

l'époque  t.  On  aura  donc  : 


^     dz'      C 


et,  en  intégrant  : 


Im^:  = 


et 


On  aura  de  même,  pour  les  autres  plans  coordonnés  : 


rm7'  = 


et 


Zmz  =  — 
2  • 
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On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  les  forces  extérieures  au  système  sont 
nulles,  ou  si  elles  se  font  constamment  équilibre^  sur  le 
système  solidifié,  si  Von  considère  un  point  quelconque  0, 
et  les  rayons  vecteurs  OM,  OM'...  menés  de  ce  point  aux 
divers  points  du  système,  la  somme  des  aires  décrites  par 
les  projections  de  ces  rayons  vecteurs,  sur  un  plan  quel- 
conque, multipliées  par  les  masses  m,  m'.,,  des  divers  points 
du  système,  sera  proportionnelle  au  temps,  pourvu  que  Von 
considère  comme  positives  les  aires  décrites  d'im  mouvement 
direct,  et  comme  négatives  celles  qui  sont  décrites  d'un 
mouvement  rétrograde.  (Cela  résulte  de  ce  que  Ton  a  : 


=U'^ 


et  que  les  parties  de  l'intégrale  correspondantes  aux  valeurs 
négatives  de  -rz  sont  elles-mêmes  négatives.) 

Dans  le  cas  où  toutes  les  forces  extérieures  composées, 
comme  si  le  système  était  solide,  auraient  une  résultante 
passant  par  le  point  fixe,  le  théorème  aurait  encore  lieu  en 
prenant  l'origine  des  rayons  vecteurs  à  ce  point  fixe. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservation 
des  aires. 

6.  Plan  ,du  maximum  des  aires.  —  Les  constantes  C,  C,  C 
représentent  les  doubles  des  aires  décrites  dans  l'unité  de 
temps  sur  les  plans  coordonnés  (ces  aires  étant  multipliées 
par  les  masses);  pour  comparer  ces  aires,  qui  croissent 
proportionnellement  au  temps,  il  suffit  donc  de  comparer  C, 
C,  C ,  La  quantité  G  qui  repond  à  la  somme  des  aires 
décrites  sur  le  plan  xOy  di  pour  expression  : 

C  =  G  cos  (GO 2). 

G  est  constant;  si  l'on  prend  un  autre  plan  des  xy^  C 
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variera  proportionnellement  à  cos  GOz;  G"  -sera  donc  le 
plus  grand  possible,  quand  on  aura 

cos  (G0;:)=:1 

ou  quand  Or  se  confondra  avec  OG;  alors  le  plan  rrOj/  se 
confondra  avec  le  plan  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement;  donc,  ce  plan  jouit  de  la  propriété  que  la 
somme  des  aires  décrites  dans  l'unité  de  temps  par  les 
projections,  sur  ce  plan,  des  rayons  vecteurs,  est  la  plus 
grande  possible.  C'est  le  plan  du  maximum  des  aires;  il 
conserve,  comme  on  voit,  une  direction  invariable  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement;  c'est  le  plan  que  Laplace 
a  nommé  le  pla^i  invariable. 

Lorsque  le  plan  des  xy  est  perpendiculaire  sur  celui  du 
couple  résultant,  on  a 

GO2=:90^      cos  GOz  =  0,      C'  =  0. 

Donc,  la  somme  des  aires  décrites  pendant  un  temps 
quelconque  sur  un  plan  perpendiculaire  au  pla7i  invariable 
est  nulle. 

Enfin,  si  Ton  suppose  que  le  plan  xOy  se  déplace  de 
manière  à  faire  un  angle  constant  avec  le  plan  du  couple 
résultant,  on  aura  GOj3  =  const.  et  C  =  const.  Donc,  la 
somme  des  aires  décrites,  pendant  le  même  temps,  par  les 
projections  des  rayons  vecteurs  est  la  même  pour  tous  les 
plans  qui  font  un  même  angle  avec  le  plan  du  couple  résultant. 

Remarque  I.  —  Si  l'on  prend  le  plan  invariable  pour  plan 
des  xy,  on  a  C  =  0,  C  =  0,  par  conséquent  : 


y  lit      lit) 
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On  a  là  des  formules  simples,  qui  peuvent  être  très  utiles 
dans  certaines  recherches;  Jacobi  en  a  tiré  un  grand  parti 
dans  son  beau  Mémoire  sur  Vélimination  des  nœuds  dans  le 
problème  des  trois  corps  {Journal  de  Liouville,  t.  IX). 

Remarque  II.  —  Si  la  somme  des  moments  des  forces 
extérieures  n'est  nulle  que  par  rapport  à  Taxe  0  z,  on  aura 
seulement  : 


^     /    dy         d,v\       _ 


2 


De  là  ce  théorème  : 


Théorème.  —  Si  la  somme  des  moments  des  forces  exté- 
rieures, par  rapport  à  un  axe  fixe,  est  conslamment  égale  à 
zéro,  si  Von  fait  la  somme  des  aires  décrites,  dans  un  temps 
demie  t,  par  les  projections,  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe,  des  droites  qui  joignent  un  point  de  Vaxe  fixe  aux 
différents  point  matériels,  ces  aires  étant  multipliées  par  les 
masses  de  ces  points,  on  obtient  une  somme  proportionnelle 
au  temps  t  employé  à  les  décrire. 

C'est  la  généralisation  d'un  théorème  que  nous  avons 
démontré  antérieurement  dans  le  cas  d'un  seul  point 
matériel. 

7.  Du  principe  des  aires  dans  le  mouvement  relatif.  -—  Il 
arrive  fréquemment  que  l'on  décompose  le  mouvement  d'un 
système  matériel  en  deux  mouvements  composants,  dont 
Tun  est  le  mouvement  du  système  par  rapport  à  des  axes  de 
direction  constante,  menés  par  son  centre  de  gravité,  et 
l'autre  est  le  mouvement  de  ces  axes  eux-mêmes;  ce 
dernier  mouvement  est  un  mouvement  de  translation  iden- 
tique à  celui  du  centre  de  gravité  du  système;  en  désignant 
par  x^y  j/„  z,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  0„  on 
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aura,  par  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  : 

—  ïm  =  y\ 


(1) 


Fig .  207 


Menons  par  le 
point  0,  des  axes 
0,x,,  0,2/,,  O.c, 
parallèles  aux  axes 
jf,  fixes  Oa?,  Oy,  Oz; 
soient  Ç,  i»;,  î  les 
coordonnées  d'un 
point  quelconque, 
par  rapport  aux 
nouveaux  axes; 
nous  aurons  : 

(2)  x  =  x^  +  l;      y=:y,  +  Ti;      z  =  z,-h^. 

Voyons  ce  que  deviendront  les  équations  des  moments, 
quand  nous  remplacerons  a;,  j/,  z,  par  leurs  valeurs  (2)  : 

V    -1/*  \J 

(3) 


h;;;;:;:::;:::.;;:::;;::;:::::;::::: 


nous  aurons  : 


d'x 


d'y 


'^di*~^dF-^'  dt* 


.d'y 


d*x 


de 


—  ïi 


dt* 


d'où  l'on  déduit,  en  remarquant  qu'à  un  moment  donné, 
^i>  !/i>  ^1  sont  les  mêmes  pour  tous  les  points  du  corps  : 

d*x 


,,     /    d'y         (l'x\  ,,     d'y 


m 


dV 
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d'ailleurs  : 

a?Y  -  yX  =  x,Y  _  y,X  +  ÇY  -  y;  X, 

Les  équations  (3)  pourront  s'écrire  : 

Or  on  a  : 

il  en  résulte  donc  : 

^   •••••■•••..••*• • 

d^  ûT    d^  u        d^  ^ 

Remplaçons  maintenant  jjî'  -jx  et  jr^  pai'  leurs  valeurs, 
déduites  de  (2),  et  nous  trouverons  : 

(6)  rf?-"'î-rf?--'"''-^^"'i'rfï^"'rf^J"-^^'       '    ^' 

Nous  n'avons  encore  rien  supposé  relativement  à  l'origine  O,  ; 
si  nous  admettons  qu'elle  coïncîide  avec,  le  (;entro  de  gravité, 
nous  aui'ons  : 

(7)  :iw;  =  0;      ^mv;  =  0:      ^mX,  =  0. 
Donc  les  équations  (6)  vont  nous  donner  : 
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De  manière  que  ces  équations  (8)  des  moments  ont  la 
même  forme,  quand  on  rapporte  le  mouvement  à  des  axes 
mobiles,  mais  de  direction  fixe,  passant  par  le  centre  de 
gravité,  que  quand  on  les  rapporte  à  des  axes  absolument 
fixes.  Ce  sont  ces  écpiations  (8)  que  Ton  emploie,  pour 
déterminer  les  mouvements  des  corps  célestes  autour  de 
leurs  centres  de  gravité,  tandis  que  les  équations  (4)  font 
connaître  les  mouvements  de  ces  centres  de  gravité. 

On  trouvemit  encore  que  les  équations  (8)  ont  lieu,  si  le 
point  0,  origine  des  axes  mobiles  parallèles  aux  axes  fixes, 
au  lieu  d'être  le  centre  de  gravité,  était  simplement  un  point 
animé  d'un  mouvement  rectiligno  et  uniforme.  En  effet, 
jusqu'à  l'équation  ((3),  nous  n'avons  pas  tenu  compte  précé- 
demment de  ce  que  le  point  G  était  le  centre  de  gravité  ;  les 
équations  (0)  ont  donc  lieu  quel  que  soit  le  point  0,  ;  or  ici, 
dans  notre  nouvelle  hypothèse  : 

(ir-  ~"^     at'     "'     dr-     "• 

Les  équations  (G)  coïncident  donc  bien  avec  (8). 
Il  en  serait  encore  de  mémo  si  l'on  avait  constamment  : 

rf-j7,       d'y,       d-r, 
IF       IF       JF 


Im^      lînr,       Im"^ 

Or,  en  désignant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité, 
relativement  aux  axes  mobiles,  par  5„  tj,,  Ç„  on  a  : 

Les  équations  (9)  peuvent  donc  s'écrire  : 

f1^x^      (i}y^      (PZy^ 
TF      ~dF      JF 


Çt  ''îi  ^1 


et  elles  signifient  que  la  force  accélératrice  qu'il  faudrait 
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appliquer  au  point  Oj  pour  lui  donner  le  mouvement  qu'il  a 
réellement,  doit  être  constamment  dirigée  vers  le  centre  de 
gravité  du  système. 

Ces  deux  dernières  manières  d'obtenir  la  même  forme  (8) 
pour  les  équations  des  moments  ne  sont  guère  employées  ; 
tandis  que  la  première  y  est  constamment. 

Si  les  forces  extérieures  sont  nulles,  ou  si  elles  se  font 
équilibre  sur  le  système  solidifié,  les  sommes  de  leurs 
moments  par  rapport  aux  axes  mobiles  seront  égales  à 
zéro  ;  on  aura  donc  : 

et  on  déduira  encore  des  équations  (8)  : 

en  désignant  par  C,  C,  C  trois  constantes  arbitraires. 

Et  Ton  aura,  relativement  aux  axes  mobiles  menés  par 
le  centre  de  gravité,  toutes  les  conséquences  données  précé- 
demment relativement  aux  axes  fixes  :  somme  des  air3S: 
décrites  en  projection,  sur  un  plan  quelconque,  proportion- 
nelle au  temps;  plan  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement  invariable;  invariabilité  du  moment  de  ce 
couple,  et  enfin  ce  plan  invariable  sera  encore  le  plan  du 
maximum  des  aires. 

Il  faut  remarquer  que  si  les  forces  extérieures  avaient 
une  résultante  unique  passant  par  un  point  fixe  0,  les  équa- 
tions (10)  n'auraient  pas  lieu  relativement  aux  axes  mobiles 
menés  par  le  centre  de  gravité,  et  par  suite,  non  plus  les 

Despe  YROUS .  —  Méca  }%iqne,lL  9 
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équations  (11).  On  ne  peut  appliquer  le  tliéorôme  des  aire» 
que  pour  les  rayons  vecteurs  issus  du  centre  fixe. 

Dans  le  cas  où  les  forces  extérieures  au  système  consis- 
teraient cependant  en  des  attractions  dirigées  vers  un  centi'e 
fixe,  et  propoilionnelles  à  la  distance,  on  sait  que  lu  résul- 
tante de  toutes  ces  attnictions  passerait  toujours  par  le 
centre  de  gravité  du  système;  donc,  dans  ce  cas  particulier, 
les  équations  (11)  auraient  encore  lieu. 

8.  Application  au  système  planétaire.  —  En  négligeant 
les  actions  des  étoiles,  ce  système  n'est  soumis  qu'à  des 
forces  intérieures  ;  on  aura  donc,  en  désignant  par  a?,  y,  z 
les  coordonnées  d'une  molécule  quelconque  m  du  système, 
rapportées  à  des  axes  de  direction  invariable,  menés  par  le 
centre  de  gravité  : 

^     /    dz  rfv\ 

,-"•(»  îï --•  si)  = '=■ 

(«)  X»  (»  g  -  »  J-l)  =  C'. 

Le  plan  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement 
auni  une  direction  invariable,  et  si  Ton  désigne  par  «,  a',  a' 
les  anj^les  que  fait  Taxe  de  ce  plan  avec  les  axes  des  cooi^ 
données,  on  aura  : 

C  C 

(13)    cos  a  =  ;     ces  %'  = 


COS  1   =      -   —  • 

l/G^-t-G'^  +  G'» 

L'équation  du  i)lan  invariable  sera  : 
(14)  Cx4-  C'y  4-  C'i:  =  0. 

Pour  calculer  C,  C,  C  par  les  formules  (12),  Laplace 
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réduit  les  corps  célestes,  y  compris  le  Soleil,  à  de  simples 
points  matériels,  ce  qui  n'est  pas  rigoureux  ;  car,  le  signe  2 
s'étendant  à  toutes  les  molécules  du  système  planétaii*e,  il 
y  a  lieu,  comme  Ta  montré  Poinsot,  de  tenir  compte  des 
parties  provenant  des  molécules  du  Soleil,  et  de  leurs 
vitesses  dues  à  leur  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe 
du  Soleil;  il  i'audi*ait  faire  la  même  chose  pom'  toutes  les 
planètes. 

On  peut  montrer  toutefois  que  les  parties  ainsi  négligées 
dans  les  équations  (12)  sont  très  petites  (*)  par  rapport  à 
celles  que  Ton  conserve. 

Il  reste  encore  à  introduire  dans  les  équations  (12),  au 
lieu  des  coordonnées  rapportées  au  centre  de  gravité,  les 
coordonnées  rapportées  au  centre  du  Soleil,  qui  sont  celles 
que  nous  pouvons  déduire  des  observations. 

Soient  x,  y,  r,  m  les  coordonnées  et  la  masse  du  Soleil, 
^ij  î/m  ^h  ^^h  l^s  mêmes  éléments  pour  une  planète  quel- 
conque ;  on  a  : 

(15)  C-  =  n,  (a.  -;  -  y  -)  -H  1,«.  (..  -^  -  y^  ^). 

et  l'origine  étant  au  centre  de  gravité,  on  a  : 

(16)  mx  -h  ^niiXi  ■=  0;     my  +  ZiHit/i  =  0;     mz  -h  -m.w  =  0. 

Soient  ;.,  r,.,  ï,  les  coordonnées  de  la  planète,  relatives  au 
Soleil  ;  on  aura  : 

(17)  Xi  =  x  +  ;.  ;      yi  =  y  -\r  r^i  ;       -.  =  s  4-  ï». 
Les  équations  (16)  donnent  alors  : 

a?Xm  =  —  S  m,  5., 

(18)  \   ylm  =  -lmir,, 


(>)  Poisson,  Mécanique,  t.  U,  p.  471. 

PoNT£COULANT,  Système  du  monde,  t.  UI. 
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A  cause  de  (47),  (15)  devient  : 


(!9) 


/    (^y         dJc\  ^,  (hj  ^,     ».        (Ijc  ^, 

^  =  (^  rff  -  î'  Tt)  -"•  ■*-  S7  -'«'''  -  ./.  -'"■''• 


dx  dy         . 
On  remplacera,  dans  celte  équation,  x^  If  y  17'  li  P^^'  icui^ 

valeurs  déduites  de  (18),  savoir  : 


a;  ^  — 


y  =  — 


dx             1    ^      ^/;, 
rf^            Im       '  dt 

dy              1    „      dru 

—    ■    ■       ^  m 

dt  ~"       Im       '  dt 

et  l'on  trouvera  après  réductions  : 


(20) 


\     dt  dt}       m  4-  Im.  \  dt 

-2m.,.2m.g). 

\     dt  dtj       m  4-  Im»  \  d^ 

—  lw;;/lm,     -Il 

\     dt  dt )       m  4-  Zvii  \  dt 

) 


Nous  avons  remplacé  dans  ces  équations  Sm  par  yn-^-^nii 
On  peut  transformer  ces  équations  comme  il  suit  : 

C  (m  4-  2:m0  =  m  Zm,  (^;.  ^  -  r,  gj 
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Les  termes  en  m]  u.  -—  —  r,/  -~  j  se  détruisent,  et  il  reste  : 

De   manière  qu'en  désignant  par  c,  c',   c'  de   nouvelles 
constantes  reliées  aux  anciennes  par  les  formules 

c  =  c(..^>.=0.(..^);.=C-(..^'). 

on  aura  : 

(.,  V  s  <^  fa  —  fuT] 

-  (..  -  w)  — ^y— J' 

)  '  — "'•  l-  Tt  -  -  rfjj  +  m  --'"■'"^  L^^'  -  ^'^  -JT- 

\  -<^'-^^— dr~J 

On  connaîtra  à  une  époque  donnée,  pour  les  diverses 
planètes,  les  quantités  ;.,  y;,,  Ç,  et  leurs  dérivées;  si  donc  les 
masses  des  planètes  sont  connues,  les  formules  (20)  feront 
connaître  les  valeurs  de  G,  C,  C  à  Fépoque  donnée,  et 
relatives  à  un  certain  système  d'axes.  Si  on  fait  le  calcul  à 
une  autre  époque  très  éloignée  de  la  première,  on  aura  des 
valeui's  de  C,  C,  C  qui  devraient  être  égales  aux  précé- 
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dentés,  si  on  pouvait  les  rapporter  aux  mêmes  systèmes 
d'axes,  ce  qui  ne  peut  se  faire  d'une  manière  absolument 
rigoureuse.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  deux  valeurs  de  C*  -h  C* 
+  C'-  devront  être  égales  entre  elles,  quels  que  soient  les 
changements  intérieurs  surveims  dans  le  système  solaire, 
dans  l'intervalle  de  temps  écoulé,  pourvu  qu'il  ne  soit 
survenu  aucune  action  extérieure. 

Poui"  être  entièrement  rigoureux,  il  faudrait  faire  inter- 
venir les  satellites  et  les  comètes  dans  les  équations  (20), 
mais  leurs  niasses  étant  très  petites,  peuvent  èlre  négligées. 
On  voit  que,  pour  faii'e  le  calcul  indiqué  ci-dessus,  il  faudrait 
connaître  avec  une  grande  précision  les  masses  des  planètes; 
on  ne  les  connaît  pas  encore  toutes  avec  toute  l'exact itude 
que  l'on  pourrait  désirer. 

Remarque.  —  Dans  les  équations  (20),  les  seconds  termes 
des  seconds  membi'es  sont  très  petits,  relativement  aux 
premiers,  à  cause  du  diviseur  m  +  ^nh  qui  est  grand,   à 

cause  de  la  pré- 
sence de  la  mas- 
se du  Soleil  m. 

On  peut  conce- 
voir,  comme    il 
V   suit,  la  possibili- 
té d'obtenir  dans 
notre  système 
planétaire     un 
système  d'axes 
absolument  fixes. 
Le   centre  de 
gravité  du  systè- 
me solaire  décrit  une  droite  d'un  mouvement  uniforme  ;  par 
un  point  arbitraire  0,  menons  une  parallèle  OP  à  cette 
droite,  un  plan  NX  parallèle  au  plan  invariable,  et  conce- 
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vons  une  sphère  de  rayon  1  ayant  pour  centre  le  point  0. 
Supposons  que  nous  sachions  déterminer  à  chaque  époque 
la  position  du  plan  invariable  et  de  la  droite  OP  relativement 
à  un  système  d'axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz.  Soit  OX 
la  projection  de  la  droite  OP  sur  le  plan  invaiiable; 
prenons  X Y  =i  XZ  =  90°.  Notre  système  d'axes  absolument 
lixes  serait  OX,  OY,  OZ.  On  peut,  c'est  notre  hypothèse, 
déterminer  la  position  des  axes  OX,  OY,  OZ,  relativement 
aux  axes  Orr,  Oj/,  Or;  on  pourra  donc  aussi  déterminer  la 
position  des  axes  Ox,  Oi/,  Oz  relativement  aux  axes  abso* 
lument  fixes. 

Si  X1J  est  le  plan  de  l'écliptique,  on  pourrait  donc 
rapporter  la  position  de  ce  plan  si  important  à  des  axes 
absolument  fixes,  et,  par  suite,  suivre  ses  variations  dans  le 
coui"S  des  siècles.  Il  faudrait  toutefois  que  la  droite  OP  ne 
fût  pas  perpendiculaire  sur  le  plan  invariable,  car  alors  le 
point  X  ne  serait  pas  déterminé. 

Mais,  si  la  position  du  plan  invariable  est  difficile  à 
déterminer  avec  précision,  il  est  infiniment  plus  difficile  de 
déterminer  la  position  de  la  droite  OP,  de  sorte  que  ce 
que  nous  venons  de  dire  ne  présente  qu'un  intérêt  pure- 
ment théorique. 

9.  Principe  des  forces  vives.  —  Considérons  l'un  des 
points  matériels  du  système  dont  la  masse  est  m,  et  v  la 
vitesse  à  l'époque  t\  on  a,  en  tenant  compte  de  toutes  les 
forces  tant  intérieures  qu'extérieures  qui  agissent  i\xv  ce 
point: 

d 


m^,  =  l\;      m'^:=ZV;      m^^^lZ; 


on  en  déduit,  en  multipliant  ces  équations  respectivement 
par  dXj  rfj/,  dz  : 


mr' 


d'^  =  l  (Xdx  +  Yrfy  -t-  Zdz). 
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Faisons  la  somme  de  toutes  les  équations  semblables 
relatives  à  tous  les  points  du  système,  et  nous  aurons  en 
intégrant  : 


(1)  Zmv^  —  ImtV  =  a^  f(S.dx  -h  Ydy  + 


Zdz), 


v^  est,  d'une  manière  générale,  la  valeur  initiale  de  v; 
Xdx  +  Ydy  +  Zdz  est,  comme  on  sait,  le  travail  élémen- 
taire de  la  force  F,  aux  composantes  X,  Y,  Z,  appliqué  au 

point  Xy  î/,  ::;  I  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)j  ou  bien  /   (X  -j- 

dy  dz\ 

+  Y  T-  +  Z  t;  ]  d<,  est  le  travail  de  cette  force  pendant  le 

temps  t\  l'équation  (1)  équivaut  donc  au  théorème  suivant  : 

Théorème  général  des  forces  vives.  —  La  variation 
de  la  somme  des  forces  vives  de  tous  les  points  d'un  système 
en  mouvement,  pendant  un  temps  quelconque,  est  égale  au 
double  de  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces^  tant 
intérieures  qu'extérieures,  qui  agissent  sur  tous  les  points 
du  système,  pendant  le  même  temps. 

Travail  des  forces  intérieures.  —  Considérons  deux  points 
matériels  M  (a?,  j/,  z),  M'  {x\  j/',  z')  de  masses  m  et  m'^ 
posons  : 

MM'=r; 

l'action  mutuelle  de  ces  deux  points  se  compose  de  deux 
forces  MA  =  M'A',  dirigées  suivant  la  droite  MM',  chacune 
de  ces  forces  étant  égale  à  mm'  ç  (r).  Les  composantes  de  la 
force  MA  sont  : 

X  =  m  m' s  (/•)      "  '  ;      Y  =  mm'  ç  (r)  ^  "^  ^; 

Z  =  mm'^(r)^^'"'""\ 
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Le  travail  élémentaire  de  cette  force  est  égal  à  : 
\dx  4-  Ydij  +  ïilz 

=  —  mm'  ^^  [{œ  —  x')  dx  -h  {y  —  y')  dy  -^  {z  —  z')  dz]. 

On  aura  de  même,  pour  le  travail  élémentaire  de  la 
force  M'A',  dont  les  composantes  X',  Y',  Z'  sont  égales  et 
opposées  à  X,  Y,  Z  : 

X'dx'+Y'dy'  +Z'dz' 

=  mm'  ^  [{X  —  x')  dx'  +  (y  —  y')  dy'  +  {z—z')  dz']. 

En  ajoutant,  on  aura  pour  le  travail  élémentaire  de  Faction 
mutuelle  des  deux  points  matériels  : 

_  mm'  ^  [{x  —  X')  {dx  -  dx')  +  (y  —  y')  dy  —  dy') 

-i-  (z--'Z'){dZ''dz% 
ce  qui,  en  vertu  des  relations  : 

r'  =  (^  -  x'Y  4.  (y  -  y'Y  +  {z  -  z'Y, 

rdr  =  (.r  —  x')  {dx  —  dx')  -^  (jy  —  y')  {dy  —  dy') 

4-  (z^z'){dz  -  dz'), 

se  réduit  à  : 

—  mm'  ç(r)  dr, 
ou  à  : 

-f-  mm'  d.^(r). 
En  posant  : 

-  ?  (r)  =  'V  (r), 

la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures 
sera  donc  : 

2  »^ïw*'  f^-'^  0")  =  ^.  2  "^''^'  '^  ('')» 

et   la   somme  des  travaux  des  mêmes  forces,   pendant  le 
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temps  ty  sera  : 

(2)  ^mm'C^{r)^^fnm'^{r,U, 

en  désignant  par  r^  la  valeur  initiale  de  r. 
L'équation  (1)  s'écrira  donc  : 

(3)  1  m  r*  —  1  m  i\^  =  2  [^  m  m'  'J;  (r)  —  ^  "'  wj'  -j^  (O] 

4-  2  V  r(X^x'  4-  Ydy  H-  Zdj). 

où  X,  Y,  Z  ne  doivent  plus  représenter  (jue  les  composantes 
des  forces  extérieures. 

On  voit  la  différence  entre  ce  théorème  des  forces  vives 
et  le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  ou  celui 
des  aires;  il  n'élimine  pas  les  forces  intérieures.  Ces  forces 
intérieures  disparaîtront  dans  le  cas  où  les  distances  mu- 
tuelles fies  divers  points  du  système  vérifieront  Téquation  : 

2  wm'  d>  (r)  —  2  *'*''*'  "^  i^o)  =  Ot 

pendant  le  temps  considéré.  Cela  aura  lieu,  en  particulier 
pour  les  corps  solides,  dans  lesquels  on  considère  les 
distances  entre  les  molécules  comme  constantes,  quand  on 
néglige  les  déformations.  Dans  ce  cas,  on  voit  qu'on  a  ce 
théorème  : 

La  variation,  pendant  un  temps  donné,  de  la  somme  des 
forces  vives  des  divers  points  matéinels  du  système  est  égale 
à  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures  qui  agissent 
sûr  les  divers  points  du  système,  pendant  le  même  temps. 

Ce  théorème  trouve  son  application  dans  les  machines, 
où  les  circonstances  qui  permettent  son  emploi  sont  à  peu 
près  réalisées. 

Dans  le  cas  où  les  forces  extérieures  sont  nulles,  l'équa- 
tion (3)  donne  : 


DY?ÎAMIQUE.  d39 

Ce  que  l'on  peut  écrire,  en  remarquant  que  Q^mm'  tS^{r)  est 

une  fonction  des  coordonnées  des  divers  points  du  système, 
et  désignant  par  C  une  constante  arbitraire  : 


(i) 


/dx^       rf?/'       dz*\       „  ,  ,     ,     , 


C'est  là  une  intégrale  du  problème.  —  Ce  cas  est  réalisé 
dans  le  système  planétaire.  En  réduisant  chaque  corps 
céleste  à  son  centre  de  gravité,  on  a  : 

7  1 

La  somme  dès  travaux  des  forces,  qui  sont  toutes  inté- 
rieures, sera  :  f.-—^-^^  en  faisant  abstraction  d'une  constante, 

et  Ton  aura,  en  considérant  les  vitesses  absolues  des  centres 
de  gravité  du  Soleil  et  des  diverses  planètes  : 

Revenons  au  cas  général,  où  les  forces  extérieures  ne 
sont  pas  nulles  ;  supposons  que  l'expression 

22(Xrfj-  + Yrfy  +  Zrfj) 

Boit  la  différentielle  d'une  fonction  de  a?,  !/,  ^,  a?',  i/',  z',  ..., 
c'est  ce  qui  arrivera  lorsque  les  forces  extérieures  seront 
constamment  dirigées  vers  des  centres  fixes,  leurs  intensités 
étant  fonction  seulement  de  la  distance,  ou  quand  ce  seront 
des  forces  perpendiculaires  à  un  plan  fixe,  ou  à  une  droite 
fixe,  les  intensités  ne  dépendant  que  des  distances  des  points 
d'application  à  ce  plan,  ou  à  cette  droite. 
On  aura  alors  : 

^^Jç^dx  4-  \dy  -f  Idz)  =Jd,^  {X,  y,  z,  x\  y\  z\  ...) 
=  <I>  (a-,  y,  z,  x\  y',  z',  ...)  —  ^(a:.,  y,,  z„  x\,  y\,  z\,  ...), 
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et  au  lieu  de  Téquation  (3)  : 

Imv'  —  Imr,'  =  2  [^  mm'  6  (r)  —  ^mm'  •}]  (r^) 

+  2  [a»  (:r,  .y,  :r,  ...)  -  c^  (a?„  y^,  ^r^,  ...)], 
ou  bien,  en  faisant  : 

2  w*w'  'j;  (r)  +-  <I>  (.r,  //,  j,  ...)  =  U'  (.t?,  y,  r,  x\  y\  z\  ...)» 

(5)  Swit;'  — iwro' 

=  2  [^'  (J-,  y,  -,  0?',  y',  ::,...)  —  U-  (Xo,  yoi  -o>  -^^'oi  y'o»  -'o.  .••)], 

ou  bien  : 

(6)  Zmv^  =  2  U'  (J^,  y,  z,  x\  y\  z\  .-..)  4-  C. 

Dans  ce  cas,  qui  se  présente  souvent,  le  théorème  des  forces 
vives  donne  donc  une  intégrale,  l'intégrale  des  forces  vives. 

Quand  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces,  tant 
intérieures  qu'extérieures,  est  constamment  nulle,  la  force 
vive  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  mouvement; 
le  système  conserve  sa  force  vive,  et  on  a,  dans  ce  cas 
particulier,  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

Il  existe  une  relation  très  simple  entre  la  force  vive  du 
mouvement  d'un  système  par  rapport  à  des  axes  fixes,  et 
celle  de  son  mouvement  relatif  par  rapport  à  son  centre  de 
gi'avité.  Menons  en  effet  par  ce  centre  de  gravité  des  axeî^s 
parallèles  aux  axes  fixes;  soient  a?,  y,  z  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  du  système  par  rapport  aux  axes 
fixes,  5,  t;,  C  les  coordonnées  du  même  point  par  rapport 
aux  nouveaux  axes  qui  sont  mobiles,  a?„  j/j,  z,  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  du  système  par  rapport  aux 
axes  fixes.  On  aura  : 

,r  =  a?^-4-;;      y  =  y,  4-y;;      z  =  z, -h  ^, 

dx (/.r,       ^/;       (ly (ly,       (Ir,^       dz dz^       dZ 

Jï  ^  Tt  '^  Tt'     dt~'di'^'lt''     Tt'^Tt'^dt' 
5  _  dx!"  -\-  dy^  -H  dz-  _  dx,^  -H  dy,^  -\-  dz,^ 
^'  ""  (ï?  ""  dt^ 

dx,  dl       dy,  dr,       dz,  dX\       dV  -¥  dr,^  -h  dV 


\dt  dt        dt  dt        dt  dt) 


dV 
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On  en  conclut,  en  désignant  par  V  la  vitesse  du  centre  de 
gravité,  par  w  la  vitesse  du  point  M  dans  le  mouvement 
relatif,  autour  du  centre  de  gravité  : 

\(lt  dt       lit  dt       dt  dt) 

En  multipliant  par  m,  et  faisant  la  somme  des  équations 
analogues  qui  correspondent  à  tous  les  points  du  système, 

d  OP 

on  aura,  en  remarquant  qu'à  un  moment  donné,  V,  -rjy 
Tf'  "di  ^^^^  '^^  mêmes  pour  tous  les  points  du  système  : 

^       «      tr.  «^  «       •      ^  à'fx  ,,     dS       rx  dy*  ^,     dfï 

Ztnv*  =  V*  Zm  +  Imu^  +  2    ,  '  Sm  77  +  2  -37  :s m  —* 

dt         dt  dt        •dt 

Or,   Torigine  des  coordonnées  ;,  y;,  ;,  étant  au  centre  de 
gravité  du  système,  on  a  constamment  : 

d'où  : 

^"^dt-^'       -''^d^"""'       -"*rff-"- 

11  en  résulte  donc  : 

(7)  lmv^  =  \*lm  4-  lmu\ 

Ainsi,  on  a  le  théorème  suivant  : 

La  force  vive  totale  d'un  système  est  égale  à  la  force  vive 
de  la  masse  entière  concentrée  au  centre  de  gravité,  plus 
la  force  vive  de  ce  système,  dans  son  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravité, 

10.  Application  de  Tintégrale  des  forces  vives  au  sys- 
tème planétaire.  —  Nous  réduirons  le  Soleil  et  les  planètes 
à  leurs  centres  de  gravité,  négligeant  ainsi  les  forces  vives 
nj-ovenant  de  la  rotation  de  ces  cori)s  sur  eux-mêmes  (ou 
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plutôt,  les  variations  de  ces  forces  vives)  ;  nous  aurons,  en 
désignant  d'une  manière  générale  par  v  la  vitesge  absolue  du 
point  M  dont  la  masse  est  m,  par  Xj  la  distance  mutuelle 
des  points  M^  et  Mj,  dont  les  masses  sont  m.  et  m  : 

(i)  Imt'  =  ifl  '-^  -+-  Const. 

Considéi  pus  maintenant  le  mouvement  relatif  du  système 
autour  de  son  centre  de  gravité  ;  soient  V  la  vitesse  absolue  ' 
du  centre  de  gravie,  u  la  vitesse  relative  du  point  M,  M  la 
masse  totale  du  système  ;  on  aura  : 

et  réquation  (1)  deviendm  : 

(i)  UV  4-  Imn'  =  ifl  -'''*-  4-  Const. 


(3)  V  =  fZ    ^ 


Or,  la  vitesse  V  est  constante  ;  si  donc,  on  pose 

friiinj 

—  y 

réquation  (2)  donnera,  en  désignant  par  C  une  constante 
arbitraire  : 

(4)  Imn'-  =  21J  -i-  C. 

Convenons  maintenant  que  M  désigne  le  Soleil,  dont  les 
coordonnées  rapportées  aux  axes  mobiles,  de  directions 
invariables  passant  par  le  centre  de  gravité,  soient  x^  y^  z; 
soient  a;,,  j/,,  z.  les  coordonnées  correspondantes  d'une  pla- 
nète quelconque.  L'équation  (4)  deviendra,  en  mettant  à 
part  ce  qui  se  mpporte  au  Soleil  : 

^•'->    ''* d? "*■  -^''' dï' -  2U  -i-  C. 

liu  opérant  comme  au  n°  (7),  nous  poserons  : 
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On  voit  que  ;,,  vjf,  Ç,  seront  le»  coordonnéeiJ  de  la  planète  M,, 
l'apportées  à  des  axes  parallèles  aux  axes  fixes,  et  ayant 
leur  origine  au  centre  du  Soleil.  On  trouvera  aisément  que 
réquulion  (5)  devient,  en  ayant  éj^ard  à  (6)  : 


( 


.  ,  dx*  -f-  rfw*  -*-  (Iz^       ,^  dx  ,,      dii       ^  dit  ^,      drt 


Or  on  a  : 


(m  4-  i?Wi)  !/  =  —  -///./., 
{m  +  lm)z  =  — im/;. 

On  portera  ces  valeurs  de  x^  y,  z,  et  les  valeurs  correspon- 

d X    du    d ^ 
dautes  de  t-.^  -j-^  -j  dans  le  premier  membre  de  l'équation 

(7)  qui  deviendra  : 
d5**  +  àr,?  +  dX^* 


liHi 


-irï^i(-'S)'-(--^y-*ë)* 


en  mettant  à  part  dans  Texpression  (3)  de  U  les  distances 
des  planètes  au  Soleil,  on  aura,  en  désignant  par  r.  la 
distance  de  la  planète  au  Soleil  : 

où  les  signes  S  s*étendent  seulement  aux  planètes,  et  à  leurs 
combinaisons  deux  à  deux,  le  Soleil  étant  mis  à  part;  linale- 
inent,  Téquation  (7)  deviendra  : 
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Telle  est  la  forme  qui  prend  Tintégrale  des  forces  vives 
dans  le  système  planétaire,  quand  on  rapporte  les  mouve- 
ments des  planètes  au  centre  du  Soleil. 

On  peut  transformer  cette  équation  (A)  en  multipliant  ses 
deux  membres  par  m  +  S  m,;  le  premier  membre  devient, 
comme  on  s'en  assure  aisément  : 


m  1,/,, +  (im,)  1  w. -^, : 


m*  trti 


(If 


9y«. ...  {dXiil.rj     dpidyi     dZidzA 


On  trouve  finalement,  au  lieu  de  la  forme  (A),  la  suivante  : 

''-''^ dt^ 

(B)  +  ^m^mj ^^ 

11.  Digression  sur  rapplication  du  principe  des  forces 
vives  au  système  du  monde .  —  Commençons  par  donner, 
sous  une  forme  simple,  les  équations  des  mouvements  des 
divers  points  qui  remplacent  le  Soleil  et  les  planètes  ;  nous 
aurons,  en  conservant  les  notations  précédentes,  et  traitant 
le  Soleil  comme  Tune  quelconque  des  planètes,  afin  de  ne 
pas  altérer  la  symétrie  : 

(/^r,      fniiWj  Xj  —  .r, 

et  deux  autres  équations  analogues,  en  remplaçant  x  par  y, 
puis  par  z;  voila  pour  le  mouvement  du  point  M.. 
Or,  on  a  : 

l\j  =  {Xi  -  xjf  +  (y,-  —  fjjY  +  {Zi  —  ZjY, 
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d'où,  en  prenant  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  Xi  : 

.    d  A.., 

'''' d^ = ""  -  ^^' 

ce  qui  permettra  d'écrire  l'équation  (1)  comme  il  suit  : 


ou  bien  : 


^  '  dt'  ■"        l\j     dXi 


dr  dXi 

ou  encore  : 

Dans  le  second  membre  de  cette  équation,  sous  le  signe  2, 
t  doit  rester  constant,  et  j  prendre  les  valeurs  qui  corres- 
pondent à  tous  les  autres  points,  Mf_i,  M,_„  ...;  M.  +  i, 
tAi^  ,  ...;  on  peut,  si  l'on  veut,  faire  vaiîer  aussi  l'indice  i, 
car  les  termes  ainsi  introduits  dans  le  signe  S  ne  contien- 
dront pas  la  coordonnée  Xi  de  la  planète  considérée  spécia- 
lement ;  si  donc  on  pose 

(3)  V  =  fl  ^, 

où  i  et  j  prennent  chacun,  et  indépendamment  l'un  de 
l'autre,  les  valeurs  1 ,  2,  . . .  n,  n  désignant  le  nombre  des 
corps,  sans  que  l'on  ait  jamais  i  =j\  on  déduira  de  (1)  les 
équations  suivantes,  pour  le  mouvement  de  la  planète  M.  : 


d^Xi  dV 

dt'  dXi 

fiL\  1        d^iji  rfU 

dt*  dtfi 

d^Zi  d\} 

lYl-  ZZZ  • 

'  df  dz. 


\ 

I 


Despeyhols.  —  Mécanique.  II.  10 
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En  donnant  à  i  dans  ces  équations  (4)  les  valeurs  i, 
2,  ...,  n,  U  étant  une  fonction  de  x^,  a:,,  ...,  rr»;  j/„  î/,, .--,  y«; 
z^,  z„  ...,  r,„  définie  par  Téquation  (3),  on  obtiendra  les 
3n  équations  dinerenlielles  <Ju  mouvement  des  n  corps 
considérés;  U  est  la  fonction  des  forces. 

On  déduit  de  (4;  la  combinaison  suivante  : 


w 


•n d? )=^\n.'^^'^d^/^^'^dl/'r 


en  donnant  à  i  les  valeurs  4,  2,  ...,  n,  et  faisant  la  somme 
des  équations  ainsi  obtenues,  on  trouvera  : 


(8) 


dx;-  -h  dfji'  -h  dZi'      ^^,  /dU  .         d\]  ,         dV  ^   \ 
dt^  \dXi'  dyi   ^       dZi       / 


• 


Or,  la  fonction  U  ne  contenant  pas  le  temps  explicitement, 
on  a  : 

dU  =  2:  (  -T—  dXi  4-  .  -  dy.  -+-  .     dj»  )• 
\d,/\  dyi    •"        dJ,      / 

On  déduira  donc  de  (5)  en  inté{?rant,  et  désignant  par  h  une 
constante  arbitraire  : 


(6) 


or 


Or,  on  tire  des  équations  (4),  et  des  autres  qui  corres- 
pondent aux  autres  corps  du  système  : 

/    d'^Xi         d^yi         d'jA       ^  (    d\}         dU         dU\ 

Mais  la  fonction  U  est,  en  vertu  de  sa  définition  même  (3), 
une  fonction  homogène  de  degré  —  1  des  quantités  a?,,  y,-,  z.-; 
un  théorème  connu,  relatif  aux  fonctions  homogènes,  donne  : 

v,/    rfU  dU  dU\  ,, 

\     dXi      "^  dyi  dZiJ 
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et  l'équation  (7)  devient  : 

/    d^Xi         d^Vi         d^Zi\  ., 

En  combinant  cette  équation  avec  (6),  on  trouve  : 

Soit  Ti  la  distance  du  point  M,  à  l'origine  des  coordonnées, 
on  a  : 

r?  =  Xi*  -i-  y*'  -f-  2;.*, 
i  d  (n*)  _     da?.  dpi         dZi 

i  d*  fr,*)       diTi*  H-  d.v.'  -h  dZi*  d^Xi  d^t/i         d^Zi 

2~7^  = tt^ -^"^'-dr^-^^'-dF-^''!^' 

et  l'équation  (8)  peut  s'écrire  : 

(9)  d'^^^2îlL  =  i\]  ^kh. 

On  peut  transformer  cette  équation  de  manière  à  y  intro- 
duire les  distances  mutuelles  A,;_^  au  lieu  des  distances  r,,>; 
on  a  les  identités  : 

'   Inii  IniiX?  —  ÇLmiX^'^  =  imimj  {Xi*  4-  x/  —  iXiXj), 

(10)  iMi  iTHiVi'  —  (2:m.y.)'  =  2w,m,  (y,*  4-  y/  —  2y.y,), 
[  IniiZmiZt^  -—{ImiZif*  =2Wi?//j(z,*  4-  z/  —iZiZ,); 

au  reste  : 

A\j=  (Xi*  +  a;/  —  2a?.-  Xj)  4-  (y,*  4-  y/  —  2y.y,)  4-  {zt*  4-  z/'-2ZiZj). 
En  ajoutant  les  trois  équations  (40),  on  aura  donc  en  faisant 

(H)  MSrnir,»  —  [(2m,a?.)'  4-  (2m.y.)»  4-  (Sm,-.)']  =  ^^W/W,  A'.-,-. 
Soient  Ç,  r<,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du 
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système  ;  on  a  : 

On  sait  qu'en  désignant  par  a,  3,  y>  «',  3',  ï'  six  constantes 
arbitraires,  on  a  : 

d'où  : 

(2m.a?,)*  -H  (2m,y.)*  •+■  (2:m.-z.)*  =  M«  [a*  +  P*  +  y' 

4-  2  (aa'  4-  PP'  4-  Yï')  ^  •+■  (a'*  +  P'*  +  ï")  ^*]. 

En  portant  dans  (11),  et  prenant  deux  fois  la  dérivée  par 
rapport  à  f ,  on  trouve  : 

en  tirant  de  là  — TiT'^  '  P°"^  ^®  porter  dans  (9),  et  désignant 
par  h'  une  nouvelle  constante  arbitraire,  il  viendra  : 

M rf? -2U  +  4A, 

ou  bien  : 

<*^^  M — rf7^ — -^^^;7       ' 

équation  remarquable  dont  Jacobi  a  tiré  des  conséquences 
intéressantes  relativement  à  la  stabilité  du  système  plané- 
taire; voir  Jacobi  :  Vorlesungen  ûber  Dynamik,  p.  27-30. 


CHAPITRE  II 


APPLICATIONS  DES  THfiORËMES  GÉNÉRAUX. 


12.  1®'  Problème.  —  Deux  points  matériels  M  et  M',  de 
masses  m  et  m',  réunis  par  une  tige  rigide ^  de  longueur 
invariable,  dont  on  néglige  la  masse,  sont  assujettis  à  se 
mouvoir  dans  un  plan  horizontal;  on  demande  d'étudier 
leur  mouvement. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  montre 
que  le  centre  de  gravité  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  position  de  la  tige  pour  f  =  0, 
pour  origine  la  position  G^  du  centre  de  gravité  à  cette 
époque. 

Puisqu'il  n'y  a  pas  de  forces 
extérieures  au  système,  le 
centre  de  gravité  décrira  une- 
droite  Go  G,  d'un  mouvement 
uniforme  : 
^^  Soif  G  sa  position  à  l'épo- 
que t]  soient  G^^x  et  Goî/ 
deux  axes  rectangulaires  si- 
tués dans  le  plan  du  mou- 
f  •    209  vement,  G  5  et  G  y;  deux  axes 

parallèles  aux  précédents, 
M  et  M'  les  positions  des  deux  points  à  l'époque  f, 
9  rangle  MGE.  • 
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Le  principe  des  aires  aura  lieu  dans  le  mouvement  relatif, 
autour  du  centre  de  gravité;  soient  sur  GÇ,-Mo  et  M\  les 
positions  initiales  des  deux  points;  le  rayon  vecteur  du 
point  M  aura  décrit  le  secteur  circulaire  M^GM,  d'aire  œ; 
de  même  celui  du  point  M'  aura  décrit  le  secteur  M'^GM', 
d'aire  a'  ;  en  posant 

r  =  GM;      r'=GM', 
on  aura  : 

Soit  G  une  constante  arbitraii^e  ;  l'application  du  principe  des 
aires  donnera  : 

mer  +  m'd'  =  Cf, 
ou  bien, 

i 

-(mr«-h  m'r'»)9  =  Cr, 

r  et  r'  sont  constants;  soit  donc  3  une  nouvelle  constante 
arbitraire  ;  on  aura  :  , 

Ainsi,  le  centré  de  gravité  G  des  deux  points  M  et  M'  se 
meut  sur  la  droite  Go  G  d'un  mouvement  uniforme,  et  cette 
droite  MM'  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  du 
point  G;  par  là,  le  mouvement  de  la  droite  MM'  est  entière- 
ment déterminé;  on  aura  ensuite  les  positions  des  points  M 
et  M'  eux-mêmes,  en  tenant  compte  des  formules 

GM  =  r=     ^'    ,  /, 
m  -+-  w' 

GM'=r'=— ^;, 

W  4-  »i 

dans  lesquelles  {  désigne  la  longueur  de  la  tige,  enveloppe 
de  la  droite  MM'. 
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Soient  (fig,  2i0)  G  et  G,  les  positions  du  point  G  aux 
époques  É  et  <  +  Af,  G  M  et  GiMi  les  positions  correspon- 
dantes de  la  tige;  l'angle  MGA  varie  proportionnellement 
au  temps;  on  aura  donc,  en  désignant  par  a,  w  et  Wj  trois 
constantes  : 

GoG  =  at, 
MGA  =  (ùt  -¥■  ti),. 

Soit  H  le  point 
d'intersection  de  GM 
et  G,M„  on  aum: 

GG,  =  a  (^  4-  AO, 
MiGjA=a)(^-HAO+o)i, 

d'où: 


(1) 


(  6G,  =  aAf, 


Le  triangle  G  G,  H 
donne  : 


HGj  =  GG, 


sin  ((i)^  4-  (I),) 
sin  H 


Soit  I  la  limite  du  point  H  lorsque  \t  tend  vers  zéro,  l'équa- 
tion précédente  donne  : 

ce 

IG  =  lim.  HG|  =  sin  (w^  +  (I),)  lim.  '  * 


H 


ou,  en  tenant  compte  de  (1)  : 


IG  =  -  sin  {(àt  +  (I),), 


ou  bien,  en  posant  -  =  a  : 

(2)  IG  =  a  sin  MGA. 

Élevons  au  point  I  la  perpendiculaire  à  G  H,  et  au  point  G 


152  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

la  perpendiculaire  à  GA;  soit  K  le  point  de  rencontre  de  ces 
droites;  Tenveloppe  demandée  sera  le  lieu  du  point  I,  et  IK 
sera  la  normale  à  cette  courbe.  Le  triangle  rectangle  Kl  G 
donne  :  * 

sinMGA 
ou,  en  tenant  compte  de  (2)  : 

On  en  conclut  que  le  cercle  décrit  sur  KG  comme  diamètre 
a  un  diamètre  constant  a,  et  Fenveloppe  cherchée  est  la 
cycloïde  décrjte  par  un  point  de  ce  cercle  roulant  sans  glisser 
sur  la  droite  Go  G. 

13.  2®  Problème.  —  On  donne  deux  droites  rectangu- 
laires Ox  et  Oy;  deux  points  matériels  M  et  M'  de  masses 
m  et  m',  réunis  par  un  fil  MM'  de  longueur  invariable  l; 

y 


y 


Yu]  2\\ 


^« 


le  point  M  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  Ox;  étudier  le 
mouvement.  —  Le  point  M  est  soumis  à  la  tension  MA  =  T 
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et  à  la  réaction  normale  N  de  la  droite  Ox;  le  point  M'  à  la 
tension  M'A'  =  T.  Les  équations  du  mouvement  seront,  en 
posant  OM  =  a?,  et  désignant  par  x'  et  y'  les  coordonnées 
du  point  M'  : 

/        d^x       T  (x'  —  X) 
^  ^  d?-= 1 '    • 

^*^  i^d?-  = } — '       ^  =  T 

p  =  {x'  ^xy-hy"; 
puisque  Vy  du  point  M  reste  constamment  nul,  on  a  : 

0  =  T^  — N,    d'où    N=:tÇ 

Mais  ces  équations  ne  nous  sont  pas  nécessaires  pour 
déterminer  le  mouvement. 

Appliquons  en  effet  le  principe  du  mouvement  du  centre 
de  gravité,  seulement  pour  Ox]  nous  éliminerons  les  ten- 
sions ;  N  n'intervient  pas  ;  donc  on  a  : 

d^x        ,  d*x' 
d'où,  en  intégrant  : 

Le  principe  des  forces  vives  nous  donne,  en  remarquant 

que  la  force  N  étant  normale  au  déplacement  du  point  M 

donne  un  travail  égal  à  zéro,  et  qu'il  en  est  de  même  do  la 

somme  des  travaux  des  tensions  T  appliquées  en  M  et  M', 

parce  que  la  distance  MM'  est  invariable  : 

wt*  4-  w't»'*  =  C, 
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i 

ou  bien  : 

,'  dx'         ,  dx'*  +  dy'*      „ 

Ces  équations  (2)  et  (3)  pourraient  d'ailleurs  être  tirées 
des  équations  (4).  Pour,  déduire  de  ces  équations  les  lois 
du  mouvement,  remarquons  que  Ton  a  : 

,. .  (  a?'  =  a?  4-  J  cos  G, 

^^  (y'=         /sine, 

(2)  et  (3)  vont  devenir  : 


,  /dx      ,  .    ^  db\      ^, 


dx         ,  /dx       .   .    .do 
m  -I-  +  m' 
at 


m 


dx^         Sdx^       „de'       ^,dx  .    ^(lon       ^ 


On  en  tire  : 

.        C  +  w'/sin  0  — 

,B.v  flj?  fl^ 

(5)  --  = , , 


dt  m  4-  w' 


+  m'  \ 


,  .  ^  +  m'  /  sin  ô  —  I 


-^'^^  Âli r  T,  (C  +  m'  /  sm  e  —  )  =  C, 

dû' 

C"  +  (m"/'  cos'  0  +  mm'  /»)  ;t^  =  (m  +  m')  C, 
rfO 


/ !îr  (/,»'«  cos' e  +  fnm'  =  |/(f»  +  m')C  — C". 

d8 
Soit  (I)  la  valeur  initiale  de  -r- '  répondant  à  ô  =  ô,,  on  aura  : 


,_.     de      (I)  Km  -f-  m'  ces'  Bo        ,  ,• ï ttt 

(6)     —  = -\    lût  Vm  +  w'  cos*  0| 

^^         Kw  4-  w'  cos' 8 


=  /    Km  +  m'  cos'  ede; 
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l'expression  de  t  en  fonction  de  0  dépend  des  intégrales 
elliptiques. 

0  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,    car  le 

'  radical  Km  -+-  m'  cos'  ô  est  toujours  réel. 

Pour  trouver  x  en  fonction  de  f ,  remarquons  qu'on  déduit 
de  (2)  et  de  (4),  en  appelant  C\  une  nouvelle  constante 
arbitraire  : 

mx  -i-  m'x'  =C'/  +  C„ 
(i»  +  m')  a?  =  C  ^  4-  C,  —  m'  /  cos  ô, 

d*où  l'on  déduirait  x  en  fonction  de  t  en  remplaçant  0  par  sa 
valeur  en  t,  conclue  de  Téqualion  (6). 

Courbe  décrite  par  le  point  M'.  —  De  (2)  et  (5)  on  tire  : 

(m  -h  m')  --j--  =  —  ml  sin  0  ^r  +  C', 
ai  ai 

d'où,  en  remplaçant  dt  par  sa  valeur  tirée  de  (6)  : 

,,  ,  ,          ,  ,        .      C  Km  4-  w'  cos»  0  de 
(m  ■+■  m  )  dx'  —  tnl  rf.cos  ô  = > 

(0  Km  -+-  vi'  cos*  % 
!  (m  +  m')  (j?'  —  0?,')  —  ml  cos  ô 

)  = —  (Vm  +  m'  cos'  6  dO, 

i  (I)  Km  H-  m'  cos»  Oo*^ 

\  y'  =  l  sin  ô. 

Ces  deux  équations  font  connaître  x'  et  y'  en  fonction  de 
la  variable  auxiliaire  0  et  par  suite  donnent  la  trajectoire 
cherchée. 

Cas  particulier  :  C/  =  0.  —  On  a  alors  : 

(m  4-  m')  {x^  —  xl)  =  ml  cos  6, 
my'  =  m/ sin  0, 

d'où  ; 

(m  +  m')  (0?'  —  xy  +  m»y'»  =  m»/», 
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ce  qui  est  Téquation  d'une  ellipse  dont  les  axes  sont  paral- 
^  lèles  aux  axes  de  coordonnées. 

On  aurait  pu  voir  à  priori  que  le  point  M'  doit  décrire 
une  ellipse;  soit  en  effet  G  le  centre  de  gravité  du  système 
des  deux  points  M  et  M'  ;  désignons  son  abscisse  par  x^* 
on  aura  : 

{m  H-  m')  a?,  =  mx  +  m'  x\ 


Donc  : 


,  ,.  dx^         dx        f  dx       -,      ^ 

at  ai  at 

dXt  ^  r,  ^ 

—1  =  0,      a?,  =  Const. 


Ainsi  le  centre  de  gravité  G  ne  doit  pas  sortir  de  0,y, 
parallèle  à  Oj/;  donc  la  droite  MM'  a  deux  de  ses  points  G 
et  M  assujettis  à  se  mouvoir  sur  deux  droites  rectangulaires 
OiX  et  0,j/,;  donc  un  quelconque  de  ses  points,  M'  par 
exemple,  décrit  une  ellipse. 

14.  Môme  problème  en  supposant  le  point  M'  pesant.  — 

On  aura  encore  : 

dx        ,  dx'      -, 

Le  principe  des  forces  vives  nous  donnera  : 

dx*'         .  dx'*  -h  dy'*      ^      ^    , 

On  a  d'ailleurs  : 

a?'  =  a?  +  I  ces  0, 

y'  =         l  sin  e. 
On  tirera  de  là  : 

Cm  +  w')  -r-  —  m'  /  sm  0  ;y-  =  C, 
at  at 

(m  4- m') -Tir  —2m'/  -j-  sinO  — -h  m'/»  j-r  =C4-2m'5fIsine. 
^  ^  dr  dt         at  av 
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On  en  déduit  : 

m'  r  (iw  -4-  m'  cos'  6)  :r-r  =  (m  +  w')  C  —  C 

-h  im'  (m  +  m')flflsin  0; 
pour  <  =  0,  on  aura  : 

m'  /*  (w  +  m'  cos»  Oo)  w*  =  (m  4-  w')  G  —  G" 

4-  2w'  (w  4-  m')  gl  (sin  8  —  sin  %), 


,  Vm  4-  7n'  cos'6  dô 

d/  =  ± 


»/ 


(m  4-  w'  cos'  60)  (0*  4-  2  {m  4-  w')  ^  (sin  0  —  sin  Oo) 


EIn  posant  : 


i'\  ?  cîn  A     Q  r»yt      *     ^l\0 


(m  -#-  m'  cos'  80)  cû«  —  2  (w  4-  m')  ^  sin  80  =  2  (w  4-  m')  j  H, 

ou  bien  : 

H  =  —  sin  8ft  + 
il  viendra  : 


m  4-  m'  cos*  80  0)'/ 
'"^     2  (m  4-1»')    y 


.,        .  Km  4-  m'  cos*  8d8 

ai  =  ± 


V 


2  (m  4-  w')  ^  |/H  4-  sin  8 


r  ^      ^««      |/H4-sin8 

On  ne  peut  pas  intégrer  sous  forme  finie. 

Si  H  >  i,  8  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  possibles, 

car  le  radical  [/H  +  sin  8  sera  toujours  réel. 


Si  H  <  1,  on  fera  H  =  sin  g,  et  8  ne  pourra  prendre  que 
les  valeurs  pour  lesquelles  on  a  : 

sin  g  4-  sin  8  >  0. 

Le  mouvement  sera  oscillatoire. 

Resterait  à  examiner  le  cas  de  H  =  4  ;  le  pendule  ne 
pourra  atteindre  la  verticale  qu'au  bout  d'un  temps  infini. 
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Ici  encore  pour  C  =  0,  la  courbe  décrite  par  le  point  M' 
est  une  ellipse.  On  a  comme  un  pendule  elliptique. 


15.  3«  Problème.  — 


y 


Fig  212 


Oïl  donne,  dans  Un  même  plan 

vertical,  deux  cour- 
bes C  et  C  ;  deux 
points  tnatériels pe- 
sants M  et  M',  de 
masses  m  et  m', 
sont  astreints  à  se 
mouvoir  sur  ces 
deux  courbes;  ils 
sont  réunis  par  une 
tige  rigide  et  in- 
fleocible,  dont  on 
néglige  la  inasse. 
Trouver  leur  tnou- 
vement.  —  Prenons, 


OJ- 


dans  le  plan  vertical  donné,  deux  axes,  0 a;  horizontal,  Oy 
vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  Les  équations  des  deux 
courbes  seront  : 


(i) 


n^y  y)  =  0; 


(2) 


?  (a?,  y)  =  0, 


avec  la  relation 
(3) 


{X'  -  xy  -H  (y'  -  yy  =  l\ 


Les  forces  qui  agissent  sur  M  sont  la  force  MP  =  tngf,  a 
réaction  normale  N  et  la  tension  T  =  MA. 

Sur  M'  la  force  M'P'  =  m' g,  la  réaction  N'  normale  à  C 
et  la  tension  T  =  M'A'. 

Le  principe  des  forces  vives  est  applicable;  il  élimine  les 
réactions  et  les  tensions,  parce  (jue  la  distimce  MM'  est 
invariable  ;  on  a  donc  : 


mv*  -f  wî'r'*  =zC  —ig  {my  +  m'y'), 
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OU  bien  : 

(4)     m—^^  +  m' ^-^  =  c~2(/(my  +  m'y'). 

Des  équations  (1),  (2)  et  (3)  on  peut  tirer  les  valeurs  de 
y  y  !/',  x'  en  fonction  de  x\  l'équation  (4)  donnera  ensuite 
une  équation  de  la  forme 

d'où 


"^  ^  y  c  —  *v  {x) 

Le  problème  sera  ramené  aux  quadratures,  on  aura  : 


J.U      r  c  —  4>  (x) 


{X) 

On  trouvera  ensuite  aisément  N,  N'  et  T.  Posons  : 

""  =  N' 


v/fê)'*  {%)' 


et  nous  aurons  : 


df'  da?  / 


d*ir'__    ,  dç      n.  (3?^  —  X) 
^7)  .'"^-^•d^-^-T- 


w  TTT  =  jN,  3 ma  +  1 — 

d/»         '  dy         -^  l 

^dF-^'d7"''''^"^"~r- 


460 
d'où 
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(8) 


^'  dx  ^  ^'  dx' 
^'Ty^^'d^' 


=  m 


dt' 


m' 


dt* 


d'y  ^      ,  d'y' 


=  m  g  4-  w'  flf  H-  m  -r—  h-  m 


dt' 
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En  remplaçant  dans  ces  équations  a?,  y,  a;',  j/'  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de  <,  déduites  de  (4),  (2),  (3),  (5),  on  en 
conclura  N,  et  N',,  et  par  suite  N  et  N',  par  les  équations  (6)  ; 
Tune  des  équations  (7)  donnera  ensuite  T. 

16.  Application.  —  La,  courbe  C  se  réduit  à  l'axe  Ox 

et  C  à  Taxe  Oj/;  les  coor- 
données du  point  M  sont  : 

a?  =  /  cos  0;      y  =  0, 

celles  de  M'  : 

a?'  =  0;      y'  =/sin  0. 

Les  vitesses  v  et  v'  des 
points  M  et  M'  sont  respec- 
tivement : 

v  =  —  /  sm  0  TT  ♦ 

dt 

v'  =  +  /  cos  0  ^-  • 

at 

Le  principe  des  forces  vives  donnera  ici  : 

wv*  -h  w'r"  =  C  — 2m'flfy'  =0  —  2m'flfl  sin  8, 
P  p_.  (m  sin»  0  +  m'  cos'  0)  =  C  —  2m'  gl  sin  0; 


■m^ 


d'où  on  tire  : 


dt 


=  ±ldby  -^-^ 


0  4-  m'  cos'  6 


2m' 9/ sin  6 


_  ,  r\  /m  sin'  0  +  m'  cos'  0 
—  Vô,  V  ir^"2m'^/sine 
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Supposons  Oo  =  0  et  lançons  le  point  M'  suivant  Oy  avec 
la  vitesse  a.  Nous  aurons  : 


a^m'  =  C, 


et  par  conséquent  : 


y   m'  (a«  —  2gl  sin  6) 


ou,  en  posant  : 


a'  =  igh, 
y    ig  m'  (A  —  /  sin  0) 


0 


/■ 


'v/?=r/ 


m   .  j 


/   ces'  6  H — i  sin'  6 


m 


^  —  sm  6 


rfO. 


Si  Ton  a  /i  >  /,  le  radical  sera  réel  pour  toutes  les  valeurs 
de  0;    0    ira  en  croissant  de  0  à  ^5  et  la  barre  arrivera  à 

coïncider  avec  Oy,  Pour  h  <  l,  çn  pourra  faire  y  =  sin  g; 

0  ira  en  croissant 
\7   de  0  à  g,  puis  dé- 
A  croitra  de  p  à  0. 

17. 4®  Problème. 
—  M  et  M  '  sont  deux 
points  matériels  pe- 
sants, de  inasses  m 
et  m'y  assujettis  le 
premier  à  rester 
sur  le  plan  hori- 
zontal   cjcOy,  le  second,  sur  la   verticale   Oz;  ces  deux 

Despeyrous.  —  Mécanique.  H.  11 
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'points  sont  réunis  par*  un  fil  inextensible  de  longueur  l, 
qui  passe  sur  une  petite  poulie  placée  en  0.  Étudier  le 
mouvement  de  ces  deux  points. 
J)ési^noiis  par 

iî^,  y.  r,  0 

les  coordonnées  rectangulaires  et  polaires  de  M.  Posons  : 

En  désignant  encore  par  T  la  tension  du  lil,  le  point  M 
sera  soumis  à  la  tension  T,  à  la  réaction  normale  du 
plan  xOy  et  à  son  poids,  et  pourra  être  considéré  comme 
libre;  il  en  sera  de  même  du  point  M'  qui  sera  soumis  aux 
forces  M'A'  =  T  et  M'P  =  m' g\  on  aura  donc,  pour 
déterminer  le  mouvement  des  points  M  et  M',  les  équations 
suivantes  : 

/       â}x  „  X 

dt^  r 


(i) 


iPy  __  y 

m   jZ  —  —  1  -' 


z'  4-  r  =  /, 
\  r*  =  d?*  4-  y*. 

On  déduit  de  ces  équations  l'intégrale  des  forces  vives 


dx*  -h  di/  ,  dz  ,        a    I      t 

m — i— ^  +  ^»    j.r  =  const.  -h  ini'gz', 

dv  ar 


ou  bien  : 


dr^  -h  r»  (/O*         ,  dr^      ^,       ^    , 
(2)  m  -  -  ^-^^-    -  +  m'  -- -  =  C  -  2 w'  gr. 

Le  point  M  étant  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale,  on 
a  rintégrale  des  aires  : 

n\  r«  ^  -  G 
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(2)  et  (3)  donnent  la  solution  du  problème.  On  en  déduit 
sans  peine  : 

(4)  rfO  =  ±  G  ]/ni  +  m'      ^'' 


r  Kr(r) 


rdr 


(5)  (It  =  ±  y  m  ^-  m'  — =:, 

yf{r) 
en  faisant  : 

(6)  f{r)  =  r»  (C  -  2m'  gr)  —  wG». 
On  est  conduit  à  des  intégrales  elliptiques. 

Détermination  des  constantes  C  et  G'.  —  Soient  r^  le 
rayon  vecteur  initial,  v^  la  vitesse  initiale,  r^^  l'angle  que  fait 
cette  vitesse  avec  le  i)rolongenient  de  r<,;  on  a  : 


Les  formules  (2)  et  (3)  donneront  : 

çj.  (  G  =rot'oSinr,o, 

^  ^  1  C'  =  2?w'(/ro  -h  Tq'  (m  -f-  m'  cos'yjo). 

On  pourr'a  écrire  : 

■ 

Discussion.  —  On  a  : 

/(-oo)>0:      A0)<0;      Aro)  >  0;      r(+a))<0. 

Donc,  l'équation  f{r)  =  0,  qui  est  du  3®  degré,  a  ses  trois 
i-acines  réelles,  deux  a  et  (3  positives,  une  —  y  négative. 
On  aura  : 


=  ±cy/'- 


.   «  -  ,  m  +  m'  rdr 


2m'.7    l/(r  —  fi)  (a  —  r)"(r  4-  v) 
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=v/' 


-  ,  W4-  m'  rdr 

al 


im'g    i/(^  _  p)  (3j  _  ^)  (^  ^,  .^) 


K(r— f;)(a~r)(r-t-7) 

La  courbe  décrite  par  le  point  M  est  comprise  tout  entière 
entre  les  cercles  r  =  g  et  r  =  a,  qu'elle  touche  aux  points 
où  elle  les  rencontre. 

Pour  que  le  mobile  M'  ne  passe  pas  par-dessus  la  poulie, 
on  devra  avoir  { —  a  >  0;  alors,  ;:'  restera  compris  entre 
ï  —  a  et  i  +  p.   . 

Condition  pour  que  le  mobile  M  décrive  un  cercle.  —  On 

devra  avoir  : 

f(r,)  =  0,      r  (ro)  =  0. 


Or: 


1 

f  (^)  =  *'o*  ('>*  +  wi'  cos'  y;o)  —  m'gr^, 


2ro 


d'où  : 


<w 


'•=î' 


Y    m 


gro; 


telles  sont  les  conditions  cherchées. 

Calcul  de  T.  —  On  déduit  de  (1)  : 

dr-  +  r«(?0- 


—  2 1  T(/r  =  wi  r*  =  m j-^ =  G 

J  dr 


'm 


—  _|_ (C'  —  âm'ar) r- -. 


^jTdr^-, 


G'mm'  wG'         2wii»'f7r 

4-  -^ 


(m  -f-  w')       w  H-  m'       w  H-  w 


I    9 


d'où  en  différentiant  : 

—  2T  = 
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r^  (m  -h  m') 


m  H-  m 


""  îw  4-  m'  |j  r*         J 


M. 


18.  5®  Problème.  —  Moxivemcnl  cVimc  chaîne  pesante  et 
homogène,  suspendue  sur  le  bord  d'im  pian  horizoïital,  — 

^  Soit  p  lu  musse  de  Tunité  de  lon- 
j  f(ueur  de  la  chaîne,  l  sa  longueur. 
''^    Posons  : 

OA  =  x,      08  =  /  — 0?. 

^      A  un  moment   donné,    tous   les 
points  de  la  chaîne  ont  la  même 

vitesse -77;  donc  : 
at 


Fia 


215 


■} 


dx^  ^  ,  (Ix^ 

dt^  ^    dt^ 

En  désignant  par  X  la  force  qui  agit  sur  un  élément  de  la 
chaîne,  on  aura  par  le  principe  de  Téquivalence  de  la  force 
vive  et  du  travail  l'équation  : 

^d.lmv^=^  Kdx. 

Or  on  a  ici  : 

X  =  gdiUj 

V  Xdx  =  dx  Zgdm  =  gdx  1dm, 

^dm  s'étend  à  la  partie  OA;  donc  : 

"Idm  =  px^ 
et  l'on  a  : 

2^-?'  -^  =  09^^^^ 


1  j    ^^^  j       ^ 

pldx  -.^  =  gpxdx. 


(1) 


dt' 
d\v 


g 


dr  ~/''' 
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d'où,  en  intégrant,  et  désignant  par  A  et  B  deux  constantes 
arbitraires  : 

Ax 
Supposons  que,  pour  f  =  0,  x  =  x^  et  ^  =  0,  c'est  à 

dire  que  la  chaîne  soit  abandonnée  sans  vitesse  initiale; 
on  déterminera  aisément  A  et  B,  et  on  trouvera  :  . 

(2)  '  a.  =  ft'l/"TH.,-<K'^). 

Remarque.  —  Pour  la  partie  OB,  les  réactions  du  plan 
et  les  poids  ne  donnent  pas  de  travail. 

Tension  de  la  chaîne.  —  Proposons-nous  de  calculer  la 
tension  T  en  un  point  N  de  la  partie  AO;  posons  AN  --  a. 
Si  Ton  coupe  la  chaîne  en  N,  on  pourra  remplacer  la  partie 
supérieure  par  la  tension  T;  on  peut  alors  appliquer  le 
principe  des  forces  vives  à  la  portion  AN,  ce  qui  donne 
réquation  : 


d'où 


En  remplaçant  -j^  par  sa  valeur  (i),  il  vient  : 


(3) 


=  ^p'(*-t) 


Pour  calculer  la  tension  en  un  point  M  de  la  partie  OB, 
posons  : 

Si  Ton  coupe  la  chaîne  en  M,  on  pourra  remplacer  l'action 
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de  la  partie  inférieure  par  la  tension  T',  et  appliquer  le 
principe  des  forces  vives  à  la  partie  MB;  on  aura  : 

Les  formules  (2)  et  (3)  s'accordent  à  donner  : 

pour  la  tension  en  0;  cette  tension  est  maxima  pour  x 
=  3;  elle  a  alors  pour  valeur /yp  t- 

19.  6®  Problème.  —  Deux  points  matériels  M  et  M',  de 
masses  m  et  m'  sont  attirés,  proportionnellement  à  la 
distance,  par  un  point  fixe  0;  ils  sont  réunis  par  une  titje 
rigide  et  inflexible,  de  longueur  l,  dont  on  néglige  la  masse. 
Le  point  M  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  droite  fixe  Ox. 
—  Étudier  le  mouvement  supposé  avoir  lieu  dans  un  plan. 

Désignons  par  n*  la  constante  d'attraction  ;  soient  T  la 
tension  de  la  tige,  N  la  réaction  normale  de  la  droite  Ox\ 
le  point  M  sera  soumis  à  l'action  des  forces  MA  =  mn*. 
OM,  TVf  B  =  T  et  N;  le  point  M'  sera  soumis  à  l'action  des 
forces  M'A'  =  m'n\  OiVl'  et  M'B'  =  T';  soient  OM  =  x, 
et  x'  et  y'  les  coordonnées  de  M',  les  équations  du  mouve- 
ment des  deux  points  seront  : 

m  -T-,  =  —  mirx  f-  T — -^ 

dr  l 

,  d'^x'  ,    ,   ,  (x'  —  œ) 

,  w  -3— -  =  — w. 'l'a;  —  T ; » 

(i)  dV 


\  „,  d'y'  ^    T  ^^' 
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On  tire  de  là  : 

„  {mx  -f-  in'x')  , ,  ,   ,. 

d'  ^^ ^-5 =  —  M*  {mx  -h  m'x'), 


ou,  en  faisant  : 

(2)    mx  H-  m'x'  =  (m  4-  m')  X,. 
d*X 


(3) 


dt 


^  =  -  n'X. 


X  est,  comme  on  voit,  l'abscisse 
du  centre  de  gravité  de  Met  M'. 
Le  théorème  des  forces  vives 
donne  ensuite,  en  remarquant 
Fin.  216       <^iue  le  travail  de  N  est  nul,  et 

qu'il   en  est  de  même  de  la 

somme  des  travaux  des  tensions  appliquées  en  M  et  M', 

parce  que  la  longueur  MM'  est  invariable  : 

(4)  ^^jjï  -^^  ,  ,        =  C  —  n»  [mx^  h-  w'  (a?"  -h  y'*)], 

où  C  désigne  une  constante  arbitraire  ;  nous  ferons  : 

(5)  x'  =x  -h  H, 

De  (2)  et  (5)  on  tire  : 


a?  :=  X  — 


m' 


;«. 


(6) 


wi  +  m 

t  V  '« 

07=  X  H :  U, 

m  4-  m 


L'é(iuation  (4)  donnera  : 


dX 
dt 


W      -:-  — 


m' 


du  )' 
m  H-  m'  d7  ) 


m 


(  ff^       m  H-  m  dt 


—  G  +  7i' w  j  X  — 


m' 


t« 


m  4-  m      ^ 


!  -H  »*m'  \  X  H- 


m 


-  u  ^ 


w  -h  m 
-f-7i*m'y"  =  0. 
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En  réduisant,  on  trouve  : 

t 

L'é^iuation  (3)  donne  en  intégrant,  et  désignant  par  A  et  B 
deux  constantes  arbitraires  : 

(8)  X  =  A  cos  7<M-  B  sin  n/, 
on  a  aussi  : 

(9)  M  =  /cosO,      y'  =  /sinO; 

en  tenant  compte  de  (8)  et  de  (9),  (7)  devient  : 


»•  {m  -f-  m!)  (A«  -h  B*)  h-     ^^*'  ,  /»  )  sin*  0  ^!  -H  n'  cos»  0 

-H  mT  i  ces'  e  -j-^  -f-  n»  sin»  0  [  =  G, 
d'où.  : 

>  f/i  sin»  e  -f  (m  4-  iw')  cos»  0  f  +  7i»  |  m  cos»  6  4-  (m  H-  w')  sin»  0  î 

=  Cj  n»m  +  w»m, 

rfO»    __  C,  w  —  m'  sin»  0 
w»</£»  ~    m  -h  ?/*'  cos»0 

et  par  conséquent  : 


^  j.  ■  /m  cos»  0  -4-  m      ,      /\^  .  /m'  cos»  0  -t-  m 

riO^  ndt=  ±d(i\/  — — -;  nt  =  \dO\/  — ^- -^ 

l^iu;  '€^  y   ^^1  ^Qj.t  (3  ^,  H  J      y  m'  cos»  0  -4-  H 

H  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 
On  aura  ensuite  : 

m' 

/iâ\  x  =  k  COS. Ht  H-  B  sin, Ht :  /  cos  6, 

N**^  m  H-  m' 
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m' 


(12)  a;'  =  A  cos  nt  -h  B  s\n. ni  h r  /  sîn  0, 

f»  4-  wi 

(13)  y'  =  /  sin  0. 

Les  formules  (10),  (41),  (12),  (13)  résolvent  complètement 
le  problème,  qui  dépend,  dans  le  cas  {général,  d*inlégrales 
elliptiques;  lorsque  II  =^  0,  on  peut  effectuer  la  quadrature 
(10)  sous  forme  finie. 


CHAPITRE  III 


THÉORIE  DES  MOMENTS  D'INERTIE. 

20.  Consirlérons  un  coi*ps  solide.  Soient,  relativement  à 
trois  axes  rectangulaires  fixes,  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  de  ce  corps,  dm  un  élément  de  masse 
dont  M  est  le  centre;  on  est  conduit  en  Dynamique  à  la 
considération  des  intégrales  suivantes,  qui  s'étendent  à 
tonte  la  masse  dir  corps  : 

(i)  •      I X  dm,         I  y  dm,         j z  dm, 

(2)  I  yz  dm,       l  za>  dm,       l  xy  dm, 

(3)  1 0?*  dm,       l  y'  dm,        l  z*  dm. 

Soient  a;,,  y^,  c,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  M  la 
masse  totale  du  corps  ;  on  a  : 

j  X  dm=:  Mu?,:       j  y  dm  =:  My,  ;      j  z  dm  =  Mr,. 

De  sorte  que,  si  Toi'igine  est  au  centre  de  gravité  du  corps, 

les  trois  intégrales  (1)  seront  nulles. 

Nous  montrerons  ([ue,  Torigine  0  ayant  une  position 
déterminée  par  rapport  au  corps,  on  i)out  toujours  déter- 
miner la  direction  des  trois  axes  Ox,  Oy,  Or,  de  manière 
que  les  trois  intégrales  (2)  soient  nulles.  Ouant  aux  trois 
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intégi'ales  (3),  si  Ton  pose  : 


on  aura  ; 


2  fx*  dm  =  B  -f-  C  —  A, 

(5)  sfy*  dw=:G  4-  A  — B, 

2  A»  dm  =  X  +  B— G. 

On  sera  donc  ramené  au  calcul  des  quantités  A,  B,  G. 
On  api)ellc,  en  général,  moment  d'inertie  d'un  corps  par 

rapport  à  une  droite  quelconcpie  la  somme  1  p'drn,  p  dési- 
gnant la  distance  de  Télément  dm  à  la  droite  considérée, 
et  la  sonnne  s'étendant  à  toute  la  masse  du  corps.  Ainsi, 
A  est  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  Taxe  Ox, 
B  et  G  par  rapport  à  Oy  et  Oc. 

21.  Détermination  des  moments  d'inertie.  —  Cette  déter- 
mination revient  à  un  j)rol)leme  de  calcul  intégral. 

1^  Un  des  exemples  les  plus  simples  est  celui  du  moment 
d'inertie  d'un  j)arallélipiprcle  rectangle  homogène,  par 
rapport  à  Tune  de  ses  artMes. 

Prenons  pour  axes  O.r,  0//,  Or,  trois  arêtes  contiguës, 
dont  les  longueurs  soient  a,  fe,  c;  on  aura  : 

A  =Yf  4-  -J)  dm  =  p  j  j[^    (//'  4-  ;:')  dx  dy  dz 

I  (y'  -h  3*j  dy  dz, 

0     Jo 

j'\y^  +  -')  dz  =  c  (y»  +1'). 


donc 
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A  =  p  aoc  • — - — y 

o 

i 

ou  en  désignant  par  M  la  masse  du  paraÙélipipède  : 
A  =  M g — ;      B  =  M- — ^ — ;      C  =  M 

2^  Moment  d'inertie  d'une  sphère  homogène  par  rapport 
à  mi  de  ses  diamètres.  —  Rapportons  la  sphère  à  trois  axes 
rectangulaires  Ox^  Oy,  Oz  passant  par  son  centre.  Nous 
aurons  : 

A  =J{y*  -*-  2*)  dm;    B  =j{z^  -*-  x')  dm;     C  =  f{x^  +  y»)  dm, 

d'où  : 

A  +  B  -f-  C  =  iC{pô^  +  y'  +  2»)  dm. 

La  symétrie  montre  qiie  A  =  B  =  G  ;  donc  : 

A  =  ^  I  (a?*  -h  y'  H-  z*)  dm  =  jz  /  r*  rfm, 

en  posant  : 

0?*  -4-  y'  4-  z*  =  r*. 

Prenons  pour  élément  de  volume  une  couche  sphérique 
comprise  entre  les  rayons  retr  +  dr;  nous  aurons  : 

dm  =  4zpr'  dr, 

p  désignant  la  densité  de  la  sphère  : 

.       8rp    n  _        8^pR»      4      _,    2R« 
^  =  Vi    '^^^  =  -l|-  =  -3"?^     -5-' 
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OÙ  R  représente  le  rayon  de  la  sphère.  Donc  : 

2MR* 


A=:B  =  C=: 


5 


3""  Moments  d'inertie  d'un  ellipsoïde  homogène,  par  rap- 
port à  ses  trois  axes  de  figure. 

(1)  A  =  Jcît»  -H  z')  dm  =  pfffiy'  H-  s*)  dœ  dy  dz, 

les  intégrations  s'étendent  à  tous  les  points  intérieurs  à  la 
surface,  qui  a  ici  pour  équation  : 

a?*      f/*      z^ 

Xy  j/,  z  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  N, 
faisons-lui  correspondre  un  point  N'  {x\  y\  z'),  par  les 
formules  : 

(3)  x  =  ax';      y  =  by' ;       z  =  cz'; 

à  l'élément  de  volume  dv=r  dx  dy  dz,  répondra  l'élément 
de  volume  dv'  =  dx'  dy'  dz'  \  les  formules  (3)  donneront  : 

dv=:abcdv'; 

à  l'ellipsoïde  (2)  répondra  la  sphère  : 

et  nous  aurons  : 

dm  =  pdv  =  pabcdv'  ; 

la  formule  (1)  donnera  : 

(4)  -^^  A  =  6»|i'*  dv'  4-  c* p"  dv'. 

Les  intégrations  s'étendent  maintenant  à  tous  les  points 
intérieurs  à  la  sphère  : 


de  rayon  1. 


x"  +  y''  +  :;•'  — 1 
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On  aura  : 
fx'*  dv'  =Çy'*  dv'  =Çz'Hv'  —  ^  fcr"  +  y"  +  ;'*)  rfp' 

dv'  =4rr"rfr', 

Çr'^dv'  =kr.  fr^dr'  =1'; 
donc  : 

La  formule  (4)  donnera  ensuite  : 

4  4  &*  -4-  c* 

A  =  afcc  (ft*  -H  c')  ,- ,  ^p  =  ô  -«frcp       - —  » 

15  3  5 

OU  bien,  en  désignant  par  M  la  masse  de  l'ellipsoïde  : 

A  =  M 


B=M 


C=: 


6* 

+ 

c* 

5 

c* 

+ 

fl' 

5 

fl' 

+ 

b* 

9 


22.  Corps  homogène  terminé  par  une  surface  de  révo-' 
lution.  —  Le  moment  d'inertie  d'un  corps  homogène  se 
réduit  à  une  seule  quadrature,  quand  ce  corps  est  terminé 
par  une  surface  de  révolution,  et  qu'on  prend  le  moment 
par  rapport  à  l'axe  de  figure. 

Considérons  un  corps  terminé  par  la  surface  engendrée 
par  la  révolution  de  la  ligne  CD  autour  de  Oo;.  Posons  : 

0?  =  x,      0?'=x  +  dx, 
AP  =  r,      BP  =r  +  rfr. 

Le  volume  engendré  par  le  rectangle  ABA'B'  tournant 
autour  de  Ox  est  : 

zdx  I  (r  -h  dry  —  r*  |  =  2z  dx.r  dr, 
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son  moment  d'inertie  relativement  à  Ox  est  : 

izp  ix.r  dr  X  r»  =  2xp  dx  r*  dr. 


Il  faut  intégrer  de  P  en  M, 
c'est-à-dire  de  r  =  0  à  r  =  y, 
y  désignant  l'ordonnée  PM;  on 
aura  ainsi  : 

^  dx  y». 
On  aura  donc  : 


*   A 


p 


y'  dx;      y  =  f{x). 


9*  où  î/  doit  être   remplacé   par 

l'ordonnée  f{x)  de  la  courbe  méridienne  et  où  a  et  g  dési- 
gnent les  limites  entre  lesquelles  x  est  compris. 

23.  Comparaison  des  moments  d'inertie  d'un  môme  corps 
par  rapport  à  deux  axes  parallèles.  —  1°  L'un  passe  par  le 

centre  de  gi^avité  du 
corps. 

On  connaît  le  mo- 
ment d'inertie  d'un 
corps  par  rapport  à 
un  axe  Gz  passant 
pai'  son  centre  de  gra- 
vité G.  On  demande 
le  moment  d'inertie 
du  même  corps  par 
rapport  à  un  axe  AB 
parallèle  au  premier. 
Soient  a,  g,  0  les 
coordonnées  du  point 
A  où  la  droite  AB  i>crce  le  plan  x(\y; 
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Soient  M  un  point  quelconque  du  corps,  xety  ses  coor- 
données, MI  =  p  sa  distance  à  Taxe  AB;  MH  =  g  sa 
distance  à  Oz;  on  aura  : 

p«  =  (a;-a)«4-(y-p)«, 
p«  =  0?*  -h  y*  —  ioLX  —  2Py  -f-  a*  4-  3% 

î*  =  a?*  4-  î^*, 
2  mp'  =  2  mq^  —  2a  2  ma?  —  2?  2  wy  +  (a*  -H  g')  2w, 

OU,  en  posant  GA  =  a  et  remarquant  que 

Ztnx  =  0,      Imy  =  0, 

parce  que  l'origine  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  : 

a»  =  a*  H-  P% 

2m  =  M  (masse  du  corps). 

2/wp'  =  2w5*  4-  Ma'. 

De  là  ce  théorème  :  Le  moment  d'inertie  d'un  corps  par 
rapport  à  un  axe  quelconque  est  égal  au  moment  d'inertie 
par  rapport  à  l'axe  parallèle  mené  par  le  centre  de  gravité, 
augmenté  du  produit  de  la  masse  du  corps  par  le  carré  de 
la  distance  des  deux  axes. 

On  en  conclut  que  si  Ton  prend  les  moments  d'inertie 
d'un  corps  par  rapport  à  une  série  d'axes  parallèles,  on 
obtient  le  moment  minimum  lorsque  Taxe  passe  par  le 
centre  de  gravité. 

2?  Les  axes  sont  quelconques  à  des  distances  a  et  a'  du 
centre  de  gravité.  —  On  a,  d'après  le  théorème  précédent  : 

2mp»  =  Zmq^  +  Ma*, 

Zmp'^=lmq^  4-  Ma'-, 

v^ip'*  =  :imp-  4-  M  (a"  —  a*). 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  momcnls  d'inertie, 

DESPEVROf  s.  —  Mécanûiue,  H.  "IS 
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Smp'  et  I,mp'*  relatifs  à  deux  axes  parallèles  distants  de  a 
et  a'  du  centre  de  gravité. 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  comparer  les  moments 
relatifs  à  deux  axes  qui  passent  par  un  même  point,  et 
pour  cela  nous  allons  d'abord  chercher  Texpression  du 
moment  d'inertie  d'un  corps,  par  rapport  à  un  axe  passant 
par  l'origine. 

24.  Soient  M  un  point  quelconque  du  corps,  a?,  y,  z  ses 

coordonnées,  MI  sa  dis- 
p    tance  à  Taxe  OP  qui 
fait  avec  les  axes  coor- 
données les  angles  a, 
2^    P,  Y.  Nous  aurons  : 

m'=p^  =  x^  +  y* 

01  =  0?  cos  a  -h  y  CCS  ^ 
Fi(j.  219  +  ^  cos  Y, 

p»  =  a?'  4-  y'  -*-  s'  —  {x  cos  a  H-  y  cos  3  4-  2  cos  y)«, 

p*  =  (a;'  +  y*  H-  2')  (cos*  a  +  cos'  g  -f-  cos'  y) 

—  (a?  cos  a  -4-  y  cos  p  H-  z  cos  y)*» 

p'  =z  cos'  a  (y'  -h  2')  -I-  cos'  p  (2'  +  a;')  +  cos'  y  (^*  +  y") 

—  2  cos  p  cos  Y  y^  —  2  cos  Y  cos  a  a?z  —  2  cos  a  cos  ^  ary, 

d'où  : 

Zmp^  =  cos'  a  2m  (y'  -f-  s')  +  cos'  g  2m  (2'  4-  a?') 
+  cos'  Y  2m  (a?'  4-  y')  —  2  cos  p  cos  y  2my;2r  —  2  cos  y  cos  a  Zmxz 

—  2  cos  P  cos  a  Zma^y. 
Posons  : 

A  =  2m  (y'  4-  z'),  D  =  2myz, 
B  =  2m  (3'  4-  x'),  E  =  2ma?z, 
C  =  2m  (a;'  4-  y'),      F  =  2ma?y, 
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et  nous  aurons  : 

(1)  2mp"  =  A  cos*  a  4-  B  cos*  ^  4-  C  cos'  y  —  2  D  cos  ^  cos  y 

—  2  E  cos  a  cos  Y  —  2  F  cos  a  cos  p. 

Donc,  pour  trouver  le  moment  d'inertie  relativement  à 
une  droite  quelconque  passant  par  l'origine,  il  suffira  de 
connaître  les  six  constantes  A,  B,  C,  D,  E,  F.  Remarquons 
que  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  du  corps  relative- 
ment aux  axes  Ox,  Oj/,  Oz. 

25.  Représentation  géométrique  de  la  variation  du 
moment  d'inertie,  quand  la  droite  tourne  autour  du  point  0. 
—  Sur  OP  portons  une  longueur  : 

0P=       * 


et  soient  Ç,  r„  Ç  les  coordonnées  du  point  P  ;  on  aura 

^        cos  a  cos  3        ^        cos  V 

5  = ;     TQ  =  — ==:;     K  = 


Kilwp*  yimp^  yzmp^ 

En  tirant  de  là  les  valeurs  de  cos  a,  cos  p,  cos  y,  et  les 
portant  dans  (1),  il  vient  : 

AÇ«  -h  BV  +  Çï»  —  2  Dr;;  -  2Ei;Ç  -  2F  Çtj  =  1. 

Le  lieu  des  points  P  est  donc  une  surface  du  second  degré 
ayant  le  point  0  pour  centre.  Tous  les  rayons  vecteurs  de 
la  surface  sont  finis;  cette  surface  est  donc  un  ellipsoïde. 
Poinsot  l'a  nommé  ellipsoïde  central  des  moments. 

Si  Ton  avait  pris  pour  axes  de  coordonnées  les  axes 
principaux  de  cet  ellipsoïde,  son  équation  eut  été  : 

et  on  aurait  eu  : 

D  =  0,      E  =  0,      F  =  0. 
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Ainsi,  relativement  à  ces  axes  : 

:Lmyz  =  0;      Z)nxz  =  0;      lmxy  =  0. 

Réciproquement,  si  ces  quantités  sont  nulles,  les  axes 
Ox^Oy^Oz  sont  les  axes  de  l'ellipsoïde .  Si  Ton  a  seulement  : 

Smyr  =  0;      I.Tnxz  =  0, 

il  en  résulte  D  =  0,  E  =  0;  dans  ce  cas,  Oz  est  un  axe 
principal  de  l'ellipsoïde. 

Définition.  —  Les  axes  principaux  d'inertie  sont  les 
axes  de  Tellipsoïde  central.  Les  quantités  A,  B,  G,  moments 
d'inertie  relativement  aux  axes  de  cet  ellipsoïde,  sont  dites 
les  moments  principaux  d'inertie  relativement  au  point  O. 

En  général,  Tellipsoïde  admet  un  système  d'axes  prin- 
cipaux et  un  seul  ;  donc,  en  général  en  un  point  donné  O, 
il  existe  un  système  d'axes  rectangulaires  Oo?,  Oy,  Oz  et 
un  seul,  tel  que,  relativement  à  ces  trois  axes,  on  ait  : 

'  ^myz=^Q;      Zmxz=.Q;      2ma:y  =  0. 

Si  l'ellipsoïde  central  est  de  ^évolution  autour  de  Oz,  il 
y  a  une  infinité  de  systèmes  d'axes  principaux  d'inertie; 
tous  ces  systèmes  ont  un  axe  commun  Oz;  deux  droites 
rectangulaires  quelconques  OA  et  OB  dans  le  plan  a;Oi/, 
complètent  l'un  quelconque  des  systèmes. 

Si  l'ellipsoïde  devient  une  sphère,  un  système  d'axes 
rectangulaires  quelconque  OA,  OB,  OC  est  un  système 
d'axes  principaux. 

Soit  r  la  longueur  interceptée  sur  une  droite  quelconque 
OA,  entre  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  sa  surface;  soit  ^  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  la  droite  O  A;  on 
a,  comme  on  l'a  vu  plus  haut  : 

r  =  —  »     d  ou     [A  =  -î  » 
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la  variation  du  moment  d'inertie  est  donc  très  nettement 
indiquée  par  la  vaiiation  de  r,  lorsque  la  droite  0  A  tourne 
autour  du  point  0. 

Si  l'ellipsoïde  est  à  trois  axes  inégaux,  au  plus  petit  axe 
répond  le  plus  grand  moment  ;  au  plus  grand  axe  répond 
le  plus  petit  moment. 

Quand  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  Oz,  et 
aplati  dans  le  sens  de  Oz,  le  moment  C  correspondant 
à  Or  est  un  maximum;  tous  les  moments  relatifs  aux 
droites  OA,  0  A'  ...  situées  dans  le  plan  xOy  sont  égaux 
entre  eux,  et  leur  valeur  commune  est  le  minimum  des 
moments  d'inertie  relatifs  au  point  0. 

Remarque  I.  —  Les  coefficients  A,  B,  C  ne  peuvent  pas 
être  pris  au  hasard  ;  en  effet,  des  formules  : 

A  =  2m  (y*  +  3');       B  =  Im  (2*  +  x^)  ;       C  =  Ivi  {x^  H-  y»), 

on  tire  : 

A  +  B  — G  =  22mz*. 

« 

Donc  on  doit  avoir  : 

A4-B  — OO;      B4-C--A>0;      C  +  A  — B>0. 

Remarque  II.  —  Un  ellipsoïde  quelconque  ne  peut  pas 
être  considéré  comme  l'ellipsoïde  central  d'un  corps. 
Soit  l'ellipsoïde  : 

x^      v'      2' 
a^       b*      c^        ' 
suppo.sons  : 

a'  >  ft*  >  c»; 

réquation  de  l'ellipsoïde  central  est  : 


On  devra  avoir  : 


111 

a'  ft'  c' 
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Il  en  résultera 

m 

A  <  B  <  c, 

mais  on  devra 

avoir  aussi  : 

C  <  A  4-  B, 

ou  bien  : 

1        1        1 

ab 
c  > 

Ainsi,  a  désignant  le  grand  axe,  b  Taxe  moyen,  le  petit  axe 
doit  vérifier  l'inégalité  ci-dessus. 

Soient  OM  et  ON  deux  droi- 
tes rectangulaires,  OM  =  a, 
ON  =  b;  OH  perpendiculaire 
sur  MN;  on  devra  avoir  c  >  OH. 
Supposons  que  Tellipsoîde 
soit  de  révolution  autour  de 
son  petit  axe,  on  aura  : 


Fi<j  220 


a  =  b  >  c; 


rinégalité  ci-dessus  donnera  : 


ou  : 


1        2 

a 
c>  —  ; 

1/2 

a  —-  c 

a 

a  --  c  <  a-— 

1/2 

a 


Ainsi,  pour  qu'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  son 
petit  axe  puisse  être  considéré  comme  Tellipsoïde  central 
d'un  corps,  il  faut  que  son  aplatissement  soit  inférieur 
à  0,293. 

26.  Questions  diverses  relatives  aux  moments  d'inertie. 
—  1°  Soient  Gx,  Gy,  Gz  les  axes  principaux  relatifs  au 
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centre  de  gravité  G,  on  demande  de  trouver  les  axes  prùi^i- 
pauoc  relatifs  à  un  point  quelconque  0  de  Gz. 

X-  Il  est  facile  de  vérifier  que 

les  axes  principaux  en  0  sont 
parallèles  aux  axes  principaux 
en  G. 

En  effet,  puisque  Go:,  Gj/, 
Gz  sont  les  axes  principaux 
d'inertie  relatifs  au  point  G, 
on  a  : 


(1) 


^   Smyr  =  0;    ^mzx=zQ\ 


et  en  outre,  puisque  le  point  G  est  le  centre  de  gravité  : 


(2) 


2:ma7  =  0;      2my=iO;      Zmz  =  Q. 


Posons  OG  =  Z;  menons  Ox'  et  Oy'  respectivement 
parallèles  à  Go;  et  Gy;  désignons  par  a;',  y',  z'  les  coor- 
données correspondantes  k  x^y^z  et  relatives  aux  nouveaux 
axes  ;  nous  aurons  : 


a?'  z=  a?;     y'  =y;     z'  =z  —  /, 


d'où  : 


i'  -' 


=  Zmy  {z 
I  Imx  {z 
zmxy  =  Zmxy. 


zmy  z 
Zmz'x' 


l)  =  Zmyz  —  /  Zmy, 
f)  =2mza? —  IZmx, 


.'*.» 


En  tenant  compte  de  (1)  et  (2),  ces  relations  deviennent  : 

Zmy'z'  =0;      Imz'x'  =0;      Imx'y'  =0, 

ce  qui  prouve  que  Oz'  ou  Or,  et  0.r',  Oy'  sont  les  axes 
principaux  d'inertie  du  corps  relativement  au  point  0. 

2®  Soient  Ox,  Oy,  Oz  les  axes  principaux  relatifs  à  un 
point  quelconque  0  du  corps;  prenons  un  second  point  0' 
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svr  Oz;  0' z  est 'il  un   axe  principal   relativement  au 

point  0'  9 

Menons  0' x',  O'y'  parallèles  à  Ox,  Oy.  On  a: 


(3) 

On  doit  avoir  : 


lmyz=zO;      Zmxz=zO. 


Imy'ï  =0;      Imx'z'  =0, 


ou  : 


Imy  {z  —  l)  =  0;      Zmx\z  —  /)  =  0, 


ou  bien  : 


^myz  —  l  Imy  =  0;      Zmzx  —  l  Imx  =  0; 

d'où,  en  tenant  compte  de 

(3): 

Zmy  =  0;      2:ma?  =  0. 

.  Donc,  Oz  doit  passer  par  le 

centre  de  gravité  ;  dans  ce 
cas,   cette   droite    est    un 

jy  axe  principal  pour  tous  ses 

points. 

Donc,   si   par  un  point 
de  l'espace  on  mènQ  une 


Fig.  222 


droite  quelconque,  il  pourra  se  faire  que  cette  droite  ne 
soit  un  axe  principal  relativement  à  aucun  de  ses  points, 
ou  qu'elle  le  soit  pour  un  de  ses  points,  ou  enfin  qu'elle 
le  soit  pour  deux  de  ses  points,  et  alors  elle  passera 
nécessairement  par  le  centre  de  gravité,  et  sera  un  axe 
principal  d'inertie  pour  tous  ses  points. 

Il  n'existe  donc  en  général  que  trois  droites  qui  soient 
des  axes  principaux  relativement  à  deux  points  de  leur 
direction  ;  ces  trois  droites  sont  les  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  au  centre  de  gravité. 
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3«  Un  corps  étant  donné,  peut-on  trouver  un  point  dé  ce 
corps  relativement  auquel  les  trois  moments  d'inertie  prin- 
cipaux soient  égaux? 

Soient  0  le  point  cherché,  G  le  centre  de  gravité  du  corps; 
l'ellipsoïde  principal  pour  le  point  0  doit  être  une  sphère; 
une  droite  quelconque  passant  par  le  point  0,  OG  par 
exemple,  sera  un  axe  principal  d'inertie,  relativement  au 
point  0  et,  par  suite,  relativement  au  point  G;  soient  Go; 
eiGy  les  deux  autres  axes  principaux  d'inertie  relativement 
à  ce  point  G.  Les  axes  principaux  d'inertie  par  le  point  0 
seront  Oz,  Ox'  parallèle  àGx  et  Oif  parallèle  à  Gi/. 

Soient  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  Go;, 
G  y,  Gz,  les  moments  d'inertie  relatifs  à  Ox\  Oj/'  et  Oz 
seront  : 

A  H-  M/«,      B  4-  MP,      C, 

en  désignant  la  distance  OG  par  l. 
On  devra  donc  avoir  : 

A4-M/«  =  B  +  M/'  =  C, 
d'où: 


=»•  '=*V^T 


Donc  Tellipsoïde  central  relatif  au  point  G  doit  être  de 
révolution,  et  de  plus  il  doit  être  aplati,  auquel  cas  C  —  A 
est  positif,  et  l  réel.  Il  y  aura  donc  dans  ce  cas  deux  points 
O  et  O'  répondant  à  la  question;  ces  points  seront  situés 
sur  l'axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde  central  relatif  au 
centre  de  gravité,  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  et  à  des 
distances  égales  à  /. 

27.  Trouver  les  directions  des  axes  principaux  d'inertie 
en  un  point  quelconque,  et  les  grandeurs  des  moments 
d'inertie  principaux.  —  Soient  G  le  centre  de  gravité  du 
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corps,  A  le  point  de  ce  corps  pour  lequel  on  cherche  les 
axes  principaux,  AB  l'un  de  ces  axes,  d  sa  distance  au 

point  G,  a,  g,  Y  les  angles  que  fait  AB 
'^  avec  les  axes  principaux  relatifs  au 
point  G,  X,  y  y  z  les  coordonnées  du 
point  A  rapportées  à  ces  axes,  H  le 
f^^yj  moment  d'inertie  correspondant  au 
point  A,  relativement  à  la  droite  AB. 
Nous  aurons  : 


i^--''      /  H  =  Acos'a  + 


^  '  ^-'^        /  H  =  A  cos' a  +  B  CCS*  p  4-  C  cos*Y  4-  Md*, 

"*'^  où  A,B,  G  sont  les  moments  d'inertie 

Fiq  223  principaux  du  corps  relativement  au 

point  G  ;  en  posant  : 

H==Mp«;      A  =  Ma*;      B=:M6«;      C  =  Mc^ 

p,  a,  &,  c  sont  ce  que  Ton  nomme  les  rayons  de  gyration 
correspondant  aux  moments  d'inertie  H,  A,  B,  C;  il  en 
résulte  : 

p*  =  a*  cos*  a  4-  ft*  ces'  p  4-  c*  ces*  y  4-  d'; 
or,  on  a  : 

rf*  =  G  A  —  GE  =  a?'  4-  y*  4-  2*  —  (a?  ces  a  4-  y  ces  ^  4-  -î  cos  y)*. 

Posons  encore  : 

r*  =  a;*  4-  y*  4-  2*, 
et  nous  aurons  : 

p*  =  a}  cos*  a  4-  fr*  cos*  ^  4-  c'  cos*  y  4-  r* 

—  (a?  cos  a  4-  y  cos  ^  4-  z  ces  y)', 
ou  bien  : 

(1)    p'  =  (rt*  4-  r')  cos'  a  4  (&'  4-  r')  cos'  p  4-  (c*  4-  r')  cos*  y 

—  (a?  cos  a  4-  y  cos  ^  4-  2  cos  y)'. 

Nous  allons  chercher  les  valeurs  de  a,  g,  y  qwi  rendent  p* 
et  par  suite  H  un  maximum  ou  un  minimum,  propriété 
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caractéristique  des  axes  principaux  relatifs  au  point  A; 
nous  obtiendrons  ainsi  les  directions  en  A  des  axes  prin- 
cipaux d'inertie.  Avec  (1)  nous  avons  la  relation  : 

(2)  ces'  a  +  CCS*  P  4-  CCS*  Y  =  1. 

L'expression  (1)  de  p*  qui  doit  être  maxima  ou  miniraa,  est 
une  fonction  de  trois  variables  a,  3,  7,  liées  entre  elles  par 
la  relation  (2) ;  écrivons  que  dp*  =  0,  et  différentions  en 
même  temps  (2)  ;  il  viendra  : 

(3)  0  =  (a*  +  r')  CCS  a  d.cos  a  +  (6*  -h  r*)  ces  p  d.cos  ^ 

-f  (c*  4-  r')  CCS  Y  d. CCS  7 
—  (a?  cos  a  4-  y  cos  p  4-  2:  cos  y)  (a? d.cos  a  4-  y .d  ces  3  4- 1  d  ces  y), 

(4)  0  =  cos  a  d.cos  a  4-  cos  3  d.cos  p  4-  cos  y  d.  cos  y- 

Formons  la  combinaison  (3)  —  X(4),  X  désignant  un 
facteur  indéterminé,  et  annulons  dans  cette  combinaison 
les  coefficients  de  d  cos  a,  d  cos  p,  d  cos  yî  nous  aurons  : 

/  (a*  4-  r*  —  X)  cos  X  —  a?  (a?  cos  a  4-  y  cos  3  +  ^  cos  y), 

(5)  I  (6*  4-  r*  —  X)  cos  p  =  y  (a?  cos  a  4-  y  cos  p  4-  2  cos  y), 
(  {c^  -h  r^  — .  X)  cos  Y  =  2  {x  cos  a  4-  y  cos  p  4-  5  cos  y). 

Multipliant  les  équations  (5)  respectivement  par  cos  a,  cos  3, 
cos  Y  et  ajoutant,  on  trouve  : 

(a*  4-  r')  cos'  a  4-  (ft*  4-  r')  cos'  3  4-  (c*  4-  r')  cos'  y  —  ^ 

=  {x  cos  a  4-  y  cos  3  4-  ;:  cos  y)*» 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  (1)  : 

A  —  j.  . 

Les  équations  (5)  donneront  ensuite  : 

cos  a  =  — r i  (a?  cos  a  4-  y  cos  3  4-  j  cos  y), 

l  rt*  4-  r'  —  p'  ./      r  j/, 

(5  *^)  .  cos  3  =  jjr~:rz~^   ('^  ^^'^  a  4-  y  cos  3  4-  s  cos  y), 

,  cos  Y  =  -i i ;  (iP  cos  a  4-  y  cos  Z  -h  z  cos  y). 

\  *   c'  4-  r*  —  p'         ^    ^  '^ 
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corps,  A  le  point  de  ce  corps  pour  lequel  on  cherche  les 
axes  principaux,  AB  l'un  de  ces  axes,  d  sa  distance  au 

point  G,  a,  p,  Y  les  angles  que  fait  AB 

/^      avec  les  axes  principaux  relatifs  au 

point  G,  X,  ;/,  z  les  coordonnées  du 

point  A  rapportées  à  ces  axes,  H  le 

f^^yj  moment  d'inertie  correspondant  au 

point  A,  relativement  à  la  droite  AB. 

,         ^^  ,  Nous  aurons  : 

où  A,B,  C  sont  les  moments  d'inertie 
principaux  du  corps  relativement  au 
point  G  ;  en  posant  : 


-.^4 


o< 


A  CCS*  a  4-  B  CCS*  p  4-  C  cos* ^  4-  Md*, 


c 


Fig  223 


p,  a,  b,  c  sont  ce  que  l'on  nomme  les  rayons  de  gyration 
correspondant  aux  moments  d'inertie  H,  A,  B,  C;  il  en 
résulte  : 


p*  =  a*  cos'  a  4-  6'  ces*  p  4-  c*  ces*  y  4-  d*; 


or,  on  a  : 


rf'  =  G  A  —  GE  =  a?'  4-  y*  4-  2'  —  {x  ces  a  4-  y  cos  g  4-  j  ces  y)*- 


Posons  encore  : 


et  nous  aurons  : 


r'  =  a?'  4-  y*  4-  -*, 


p'  =  a'  cos*  X  4-  />'  cos*  3  4-  r'  cos*  Y  +  ^^ 

—  (a?  cos  a  4-  y  cos  3  4-  s^  cos  y)*, 
ou  bien  : 

(1)  p'  =  (rt*  4-  r')  cos'  a  4  (&'  4-  r*)  cos'  ^  4-  (c*  4-  r-)  cos*  y 

—  (a?  cos  a  4-  y  cos  g  4-  z  cos  y)*. 

Nous  allons  chercher  les  valeurs  de  a,  g,  y  q^ii  rendent  p* 
et  par  suite  H  un  maximum  ou  un  minimum,  propriété 
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caractéristique  des  axes  principaux  relatifs  au  point  A; 
nous  obtiendrons  ainsi  les  directions  en  A  des  axes  prin- 
cipaux d'inertie.  Avec  (1)  nous  avons  la  relation  : 

(2)  CCS*  a  4-  CCS*  P  4-  CCS*  Y  =  1. 

L'expression  (1)  de  p*  qui  doit  être  maxima  ou  minima,  est 
une  fonction  de  trois  variables  a,  p,  7,  liées  entre  elles  par 
la  relation  (2);  écrivons  que  dp*  =  0,  et  dilïérentions  en 
même  temps  (2)  ;  il  viendra  : 

(3)  0  =  (a*  4-  r')  CCS  a  d.cos  a  4-  (6*  4-  r*)  ces  ^  d.cos  ^ 

4^  (c*  4-  r')  CCS  Y  d.  CCS  7 
—  (a?  CCS  a  4-  y  CCS  p  4-  2:  cos  v)  (ayd.cos  a  4-  y.d  cos  3  4-  -  d  cos  y), 

(4)  0  =  cos  a  d.cos  a  4-  cos  3  d.cos  p  4-  cos  y  d.  cos  y» 

Formons  la  combinaison  (3)  —  X(4),  \  désignant  un 
facteur  indéterminé,  et  annulons  dans  cette  combinaison 
les  coefficients  de  d  cos  a,  d  cos  p,  d  cos  y  ;  nous  aurons  : 

|(a*  4-  r*  —  X)  cos  a  =  a?  (a?  cos  a  4-  y  cos  g  4-  2:  cos  y), 
(ft*  4-  r'  —  a)  cos  3  =  y  (a?  cos  a  4-  y  cos  p  4-  -î  cos  y), 
(c*  4-  r*  — :  X)  cos  Y  =  -  (^  cos  a  4-  y  cos  p  4-  2:  cos  y). 

Multipliant  les  équations  (5)  respectivement  par  cos  a,  cos  3, 
cos  Y  et  ajoutant,  on  trouve  : 

(a*  4-  r*)  cos'  a  4-  (ft*  4-  r')  cos'  p  4-  (c*  4-  r')  cos'  y  —  ^ 

=  (:c  cos  a  4-  y  cos  3  4-  2  cos  y)'» 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  (i)  : 

X  =  p'. 

Les  équations  (5)  donneront  ensuite  : 


cos  a  = ^ z  (x  cos  a  4-  y  cos  Û  4-  2:  cos  y), 

i  rt*  4-  r'  —  p'  *^ 

(5  ^)         ces  3  =  ^,  ^  ^»  _-;-,  (o^  cos  X  4-  y  cos  3  4-  2  cos  y), 

f  * 

,  cos  Y  =  -; ^ {x  cos  3t  4-  y  cos  3  -f-  z  cos  y). 

\  C'  4-  r'  —  p'  9  r  il 
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Je  multiplie  ces  dernières  équations  respectivement  par 
a;,  ijy  z,  en  les  ajoutant,  et  supprimant  le  facteur  x  cos  a 
H-  y  cos  3  +  z  cos  v,  j'obtiens  : 

Nous  avons  aussi,  en  vertu  des  équations  (5"*)  : 
cos  a  cos  3  cos  y 


(7) 


W  +  /'  —  pV       W  4-  r»  -  pV       W  +  ?  —  pV 


L'équation  (fi)  est  du  troisième  degré  en  p*,  à  chacune  de 
ses  racines  correspondra  un  axe  principal  dont  la  direction 
sera  déterminée  par  les  équations  (7).  Soit  a*  <  b*  <  c*. 

Les  trois  valeurs  de  p*  sont  réelles  et  comprises  entre 
a*  +  ?'*  et  6*  +  r',  entre  6'  +  r*  et  c'  -}-  r',  et  enfin  entre 
c'  +  r*  et  +  00  .  Les  trois  valeurs  de  r*  —  p'  sont  les  trois 
paramètres  X,  [jl,  v  des  trois  surfaces  du  second  degré  : 


4f 


a*  4-  X       ft'  4-  X      c'  4-  X 

(8)         ^_^+^  +  _j:_=i. 

a?*  v'  2* 


\    a'  4-  V         ft'  4-  V        C'  +  V^ 

qui  sont  homofocales  avec  l'ellipsoïde  (*). 

/r^.  ^'       y'      ^* 

fl'       b-      c* 

et  passent  toutes  les  trois  par  le  point  donné  A,(x,  ;/,  z); 
réquation  (9)  peut  s'écrire  du  l'este  : 

^      ^  A       B       C       M 


(*)  Clebsch  a  propose  d'appeler  cotte  surface  le  second  ellipuoide  central. 
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L'une  de  ces  trois  surfaces  est  un  ellipsoïde,  la  seconde  un 
hyperboloîde  à  une  nappe,  et  la  troisième  un  hyperboloïde 
à  deux  nappes. 

Les  équations  (7)  montrent  que  les  directions  des  axes 
principaux  d'inertie  au  point  A  sont  les  normales  aux  trois 
surfaces  (8),  ou  bien,  d'après  un  théorème  connu,  les- tan- 
gentes à  leurs  intersections  mutuelles. 

On  a  en  désignant  par  p',  p|,  p*  les  trois  racines  de 
l'équation  (6)  : 

\  =  r^^p\;      ij.=:r«  — p»;      ^  =  r^^pl 
d'où  : 


p,  =  KiT*  +  y*  +  ;:•  —  X;    p,  =  k'rc*  -H  y'  4-  2*  —  jj.; 

p,  =  i/x*  +  y*  -t-  2*  —  V. 

On  arrive  donc  à  ce  théorème  remarquable  dû  à  Binet  : 

Liant  donnés  les  axes  principaux  et  les  moments  d'inertie 
principaux  relatifs  au  centre  de  gravilé,  on  obtie7idra  les 
axes  principaux  et  les  moments  d'inertie  principaux  rela- 
tivement à  un  autre  point  quelconque  A,  de  la  manière 
suivante  :  On  construira  le  second  ellipsoïde  ceyitral,  et  les 
trois  surfaces  du  second  degré  qui  lui  sont  homofocales  et 
passent  par  le  point  donné  A;  les  normales  à  ces  surfaces 
seront  les  axes  principaux  du  point  A  ;  soient  X,  jx,  v  les 
paramètres  de  ces  trois  surfaces,  les  rayons  de  gyration 
principaux  en  A  seront  respectivement  : 


Vr^  —  X,      Kr'  —  [x,      Kr'  —  v. 

Supposons  pour  fixer  les  idées  :  a>h  >  c\  supposons 
en  outre  que  : 

X  réponde  à  Tellipsoïde  ; 

[i.  à  rhyperboloïde  à  une  nappe  ; 

V  à  rhyperboloïde  à  deux  nappes. 


(1*011  : 
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On  a  : 

a'  +  X>0;  6'-hX>0;  c«4-X>0, 

a'4-îJt.>0;  6'4-ix>0;  c'4-ijl<0, 

a'  +  V  >  0;  fc'  -h  V  <  0;  c'  +  v  <  0, 

—  X  <  c'  <  —  jj.  <  &•  <  —  V  <  a'; 
or  : 

il  en  résulte  donc  : 

pî  <  c*  -H  r*  <  pî  <  &«  +  r»  <  pî  <  fl*  4-  r\ 

Donc  le  plus  petit  moment  répond  à  Tellipsoïde;  le  plus 
}(rand,  à  Thyperboloïde  à  deux  nappes. 

Remarque.  —  pj,  pj,  pj  sont  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion (6),  la  somme  des  racines  est  : 

pî  4-  pî  4-  pî  =  3r'  4-  a*  +  6*  4-  c*. 

Donc,  la  somme  des  moments  d'inertie  du  point  A  reste 
constante  quand  ce  point  se  meut  sur  une  sphère  ayant 
pour  centre  le  centre  de  {(i*avité. 


CHAPITRE  JV 


MOUVEMENT  DE  ROTATION   D'UN   CORPS   SOLIDE 

AUTOUR  D'UN  AXE  FIXE. 

;.  Dans  un  pareil  mouvement  tous  les  points  décrivent 
des  arcs  de  cercle  dont  les  rayons  sont  les  distances  de 
ces  points  à  Taxe  de  rotation.  Soit  6  l'angle  décrit  pendant 
le  temps  t  par  le  rayon  d'un  des  points;  cet  angle  est  le 
même  pour  tous  les  points.  Soient  r  la  distance  du  point 
considéré  à  Taxe,  v  sa  vitesse,  s  Tare  de  cercle  correspon- 
dant à  l'angle  6;  on  a: 

ds      rdô 
'  dt        dt 

On  représente  par  w  la  quantité  -r-y  qui  peut  être  constante 

ou  variable,  on  a  donc  : 

V  =  wr; 

ci>  est  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  à  l'instant  consi- 
déré; la  formule  précédente  montre  que  w  est  la  vitesse,  à 
l'instant  considéré,  des  points  situés  à  Tunité  de  distance 
de  l'axe. 

Considérons  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide 

autour  d'un  axe  fixe  ;  prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes 

Oa^j    Oy,  Oz,  l'axe  Oz  coïncidant  avec  l'axe  de  rotation. 

Désignons  par  a?,  y,  z  les  coordonnées  iKun  point  quel- 
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conque  M  du  corps  à  l'épocjuo  f,  par  X,  Y,  Z  les  compo- 
santes à  la  nicme  épo(iue  de  la  force  F  appliquée  en  M  ;  le 
mouvement  du  corps  solide  sera  déterminé  par  Téquation 
des  moments  relative  à  Taxe  0  c,  savoir  : 

Or,  r  et  6  désignant  les  coordonnées  polaires  de  la  projection 
du  point  M  sur  le  plan  xOy,  on  a  : 

j7  =  r  cos  6,      y  =  r  sin  6; 
0  est  une  fonction  inconnue  de  t;  on  a  donc  : 


on  aura  : 


dy         dx  dh 


^  J7  —  y  -77  =  ' 


dt      "  dl  dt 

L'équation  (i)  donne  ensuite  : 

dt  dt  ^  dt 

r  est  constant  pour  chaque  point  matériel  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement;  w  est  le  même  à  chaque  instant 
pour  tous  les  points  du  corps  solide  ;  on  a  donc  : 

^i:wr»  =  S(a?Y  — Ya:), 

d'où  : 

diù      S  {xY  —  y\) 


(2) 


dt  Imr* 


Telle  est  l'équation  dont  dépend  la  détermination  du  mou- 
vement du  cori)s. 

On  ])eut  donner  une  autro  forme  à  cette  équation.  I^ 
force  F  ((ui  agit  sur  le  point  M,  pourra  rtre  la  résultante  de 
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plusieurs  autres  P,  P'  ...  ;  soit  Q  la  projection  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  de  Tune  quelconcpie  des  forces  P, 
q  la  plus  courte  distance  de  la  force  P  avec  Taxe,  on  peut 
mettre  Téquation  (2)  sous  la  forme  (2  *")  : 


(2«-) 


dtù 
dt 


2Qî 


Hmi 


.s 


Qq  est  le  moment  de  la  force  P  par  rapport  à  Taxe  de 

■ 

rotation;   2mr'  est  le  moment  d'inertie   du    corps   par 
rapport  au  même  axe. 


r 


--M 


Soient  POA  un  plan  per- 
pendiculaire à  Taxe,  OA  une 
droite  (ixe  située  dans  ce 
plan  ;  comptons  les  angles  0 
dans  ce  plan  à  partir  de  OA, 
dans  un  sens  déterminé,  celui 
de  la  flèche  par  exemple; 
on  aura  : 


p 


(i) 


dt 


Fig  li24 


et  dans  SQç,  on  devra  pren- 
dre chaque  moment  Qq  avec  le  signe  +  ou  le  signe  — 
suivant  que  la  composante  Q  tend  à  faire  tourner  le  corps 
dans  le  sens  de  la  flèche  ou  en  sens  contraire. 

On  sait  que  les  forces  intérieures  ne  figurent  plus  dans 
réquation  (1);  les  réactions  que  les  divers  points  de  Taxe 
fixe  exercent  sur  le  corps,  sont  des  forces  qui  rencontrent 
Taxe,  et  dont  les  moments  sont  nuls  par  rapport  à  cet  axe  ; 
dans  réquation  (2  *""),  S  Q  g  représente  donc  la  somme  algé- 
brique des  moments  relativement  à  Taxe  de  rotation  de 
toutes  les  forces  extérieures,  qui  agissent  sur  les  divers 
points  du  corps;  Swr' est  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  Taxe  flxe;  de  là  ce  théorème  : 

Despeyrous.  —  Mécanique,  il.  V.i 
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Quand  un  corps  solide  tourne  autour  d'un  a^ce  fixe^  la 
dérivée  de  la  vitesse  angulaire,  par  rapport  au  temps,  est 
égale  à  la  somme  algébrique  des  moments  de  toutes  les 
forces  extérieures,  par  rapport  à  l'axe  de  rotation,  cette 
somme  étant  divisée  par  le  moment  d'inertie  du  corps  relor 
tivemsnt  au  même  axe. 

On  voit  que,  si  la  somme  des  moments  des  forces  exté- 
rieures est  constamment  nulle,  on  a  : 

dt      "' 

d*où  (I)  =  const.  ;  le  mouvement  de  rotation  est  donc  uni- 
forme. L'équation  (2)  peut  s'écrire  : 

En  général,  les  moments  des  forces  données  varieront 
avec  la  position  du  corps;  si  ces  forces  extérieures  ne 
dépendent  pas  du  temps,  leurs  moments  seront  des  fonc- 
tions connues  de  0,  et  Féquation  (3)  pourra  s'écrire  : 

On  en  tire  : 


(i)o  étant  une  constante  arbitraire,  qui  représente  la  valeur 
initiale  de  la  vitesse  angulaire,  pour  <  =  0,  alors  que  0  =  0,, 
on  aura  ensuite  : 

dt  =z  — --—-—-—------ • 


V/«X/m 


du 


(i> 
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Si  Ton  peut  effectuer  cette  quadrature  : 

'^  de 


/ 


Jo. 


y/iJJj{^)dB  +  i,\ 


on  aura  t  en  fonction  de  6,  d'où  6  en  fonction  de  t. 

29.  Application.  —  Les  forces  extérieures  se  réduisent 
à  des  attractions  dirigées  vers  un  centre  fixe,  et  proportion- 
Telles  d  la  distance. 

Faisons  passer  Taxe  des  x  par  le  centre  fixe,  et  soit  a  la 
distance  de  ce  centre  fixe  à  Taxe  de  rotation  ;  on  aura  : 

X  =  tn\i.{a  —  x);      y  =  —  W[xy, 
d'où  : 

xY  —  yX  =  —  m[x  ay, 

S  (a?Y  —  yX)  =  —  [xa  Zmy  =  —  [xa  My„ 

en  désignant  par  y^  Vy  du  centre  de  gravité,  et  par  M  la 
masse  totale  du  corps  ;  on  aura  donc  : 

^  ^  —  P'g  My, 
^^  dt'  ""     Imr' 

Posons  : 
a?,  =  r,  coseï;      yi  =  riSmOi;      2wr'=:MK*;     ^^  =  z-' 

on  aura  :  ^  =  -^  >  et  Téquation  (5)  donnera  : 
d'où,  en  multipliant  par  2dô|  et  intégrant  : 


Qh  '■ 


cos  ôj  4-  const. 
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Supi)Osons  que  pour  <  =  0,  0,  =  a,  ot  -    '  =  0;  il  viendra  : 


(sy- 


(cos  0,  —  cos  a,). 


*,  -  '  "■   "'■ 


=/ 

c/a, 


Kcos  0,  —  COS  a, 


Le  rayon  vecteur  r,  du  centre  de  fri'avité  se  déplacera  comme 
le  ferait  un  pendule  simple;. 

30.  Notion  mécanique  des  axes  principaux  d'inertie.  — 

Prenons  un  corps  solide  attaché  à  un  axe  fixe,  autour 
duquel  il  ne  peut  que  tourner,  et  cherchons  les  résultantes 
des  pressions  supportées  par  cet  axe  ;  prenons  deux  points 
0  et  0'  sur  cet  axe,  et  ne  nous  occupons  que  de  ces  deux 
points;  si  ces  points  restent  immobiles,  comme  le  corps  est 
solide,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  points  de  Taxe  ;  nous 
allons  chercher  les  pressions  cpie  le  corps  en  mouvement 
exerce  sur  ces  deux  points  ;  les  réactions  de  ces  deux  points 
sur  le  corps  seront  égales  et  opposées  aux  pressions  qu'ils 
supportent;  soient,  pour  le  point  0,  X„  Y„  Z,  les  compo- 
santes de  la  réaction  suivant  les  axes,  et  de  même  X„  Y„  Z, 
pour  le  point  0';  soit  00'  =  Z;  en  mtroduisant  ces  réac- 
tions on  pourra  applicjuer  au  corps  solide  les  équations  du 
mouvement  d'un  corps  solide  complètement  libre  et  écrire 
les  équations  : 


^     l    (l'y        d\v\ 


ïCicY-yX), 


En  mt^ltant  on  (-vidence  ce  <jui  se  rapporte  aux  réactions, 
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on  trouvera  : 

Sm  J- î  =  2  ^  -^  ^'  +  ^" 
(A)       {  2mg=2;z  +  Z. +  Z,. 

Cette  dernière  équation  ne  contient  pas  les  réactions  ;  elle 
donne  la  loi  du  mouvement.  Nous  allons  simplifier  les 
équations  (A).  On  a  : 

(2)  2  =  const.;      ;^  =  0; 


39 


(3)  x  =  r  cos  0;      y  =  r  sin  ô;     —  =  lo  ; 

par  conséquent,  en  remarquant  que  r  reste  constant  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement  : 

dx  .    ^<^0       dy  ^rfO 

dt  dt'     dt  dt 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  (3)  : 


(4) 

dx 

dt      ••'^' 

dy 

-~  —  +  (1)0?. 

dt 

On  en  tire  : 

tV-x 

diù          dfi 

Ut    "'dt' 

d^y               dio          dx 

,ù^  - -^ '-' dt '■  "' dt' 
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et,  en  ayant  égard  à  (4)  : 

On  aura  ensuite,  en  tenant  compte  de  (2)  et  (5)  : 
„     d'à?  d(ù  ^,  ,  ^ 

dr  dt 

d*z 

Soient  a;,  et  y^  les  coordonnées  du  ceijtre  de  gravité  du 
corps  à  répoque  t,  M  la  masse  de  ce  corps  ;  on  a  ; 

2wa?  =  Ma?,;      2my  =  My„ 
et  les  équations  (6)  donneront  : 


En  portant  ces  valeurs  dans  (A),  il  viendra  : 

(7)  X.  +  X,  +  2x  +  m(     y.  1^  +  0,»».)  =  0, 

(8)  Y.  +  Y.  +  2  Y  +  M  (-X,  '^Jl  +  (o'y.)  =  0, 

(9)  Z. +Z. +2Z  =0, 
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(iO)  —  JY,  4-  S  (yZ  —  ^Y)  -f-  ^  Ztnxz  —  w*  Zmxy  =  0, 
(il)  4-  /X,  +  X  {zX  -xZ)  +  -^  Imyz  -f  to»  Zmxz  =  0. 

Quand  on  saura  intégrer  Féquation  (1)  qui  donnera  le 
mouvement,  les  équations  (10)  et  (11)  donneront  X,  et  Y,; 
(7)  et  (8)  donneront  ensuite  X,  et  Y,  et  (7)  fera  connaître 
Z,  -h  Z„  sans  déterminer  en  particulier  Tune  des  compo- 
santes; cela  tient  à  Thypothèse  d'une  rigidité  absolue  du 
corps  solide,  qui  permet  de  transporter  tout  ou  partie  de  la 
composante  Z,  du  point  0'  au  point  0. 

Remarquons  que  X,  et  Y,  seront  en  raison  inverse  de  l, 
*  Supposons  que  les  forces  extérieures  se  réduisent  à  un 
couple,   dont  le  plan  soit  perpendiculaire  à  Taxe,  et  dont 
nous  représenterons  le  moment  par  N  ;  on  aura  : 

2X  =  0;      2^  =  0;      2^  =  0' 

Z  {xY  -  yX)  =  N, 
v;(yZ-z¥)  =  0, 
Z  (zX  —  xZ)  =  0. 

Les  équations  (1),  (7),  (8),  (9),  (10)  et  (11)  donneront  donc  : 

(12)  ^  Ztnr^  =  N, 

(13)  X.  +  X.  =  -  M  {y,  ^  +  i^'x^ 

/     d  V    }  Zj  4-  Z,  =  0, 

(14)  Y.  +  Y.=  4-M(a:,-^-a)«y,j 

(18)  iY,  =      -^Zmxz  —  iù^ltnyz, 

(16)  /X,  =  —  -j^  Imyz  —  o)"  Imxz, 

Demandons-nous,  maintenant,  s'il  est  possible  de  conser- 
ver le  mouvement  sans  que  le  point  0'  agisse;  on  devra 
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avoir  constamment  : 

X,=.0,      Y,zz:0; 
0\o)  et  (16)  donneront  donc  : 

-T-  Imxz  —  (I)*  Zmyz  =  0, 
dt 


-r-  Zmyz  +  (I)*  ^mxz  =  0, 
dt 


d'où  : 


(j'y  I  (Zmxzy  +  {ImyzY  j  +  w'^  |  {ï.myzy  +  (Sma;^)»  |  =  0, 
ou  bien  : 

ce  qui  exige  que  Ton  ait  séparément  : 

(17)  Zmxz  =  0;      Imyz  =  0. 

Réciproquement,  si  les  équations  (17)  ont  lieu,  les  formules 
(15)  et  (16)  nous  montrent  qu'on  aura  :  X,  =  0;  Y,  =  0. 

Donc,  pour  que  le  point  0'  n'agisse  pas,  c'est  à  dire  pour 
qu'il  n'éprouve  aucune  pression,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
équations  (17)  aient  lieu,  c'est  à  dire  que  l'axe  Oz  soit  un 
axe  principal  d'inertie,  relativement  au  point  0.  De  là  ce 
théorème  : 

Pour  quun  corps  solide  attaché  à  un  point  fixe,  et  solli- 
cité par  un  couple  agissant  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  une  certaine  droite  passant  par  le  point  fixe,  tourne 
constamment  autour  de  cette  droite,  comme  si  elle,  était  fixe, 
il  faut  et  il  suffit  que  cette  droite  soit  un  axe  principal 
d'inertie  relativement  au  point  fixe. 

Le  mouvement  contiiuiora  autour  de  cette  droite,  sans 
qu'il  faille  exercer  aucun  effort  pour  la  maintenir  invariable. 
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On  peut  demander  aussi  que  le  point  0  n'agisse  pas  non 
plus;  on  devra  avoir  alors,  en  outre  de  X,  =  0,  Y,  =  0, 
Z.  =  0: 

X,  =  0;      Y.  =  0;      Z,  =  0. 
Les  équations  (13)  et  (14)  donneront  : 

y.  -  +  o.«ar.  =  0, 


1»       ^ 
ou  : 


ou  bien  : 


^,  jfj  —  w'y,  =  0, 


(!f\  +  or.\) '^^  +  u' ix\  +  y\)  =  0, 


{-  -^  o>')  (xî  H-  yî)  =  0. 


Celte  équation  se  décompose  en  deux  autres  : 

(18)  X,  =  0,     y,  =  0, 

qui  montrent  que  Taxe  00'  doit  passer  par  le  centre  de 
gravité  du  corps.  Réciproquement,  si  les  équations  (18)  ont 
lieu,  les  équalions  (17)  étant  supposées  vérifiées,  on  en 
déduira  :  X,  =  0,  Y,  =  0,  Z,  =  0. 

Nous  avons  vu  que,  si  la  droite  Oz  qui  est  un  axe 
principal  relativement  au  point  0,  i»asse  par  le  centre  de 
gravité,  elle  est  jiussi  un  axe  principal  relativement  à  ce 
dernier  point.  De  là  ce  théorème  : 

Pour  qu'un  corps  qui  a  commencé  à  tourner  autour 
d'une  certaine  droite,  et  qui  est  sollicité  par  un  couple 
perpendiculaire  à  cette  droite,  C07ilinue  à  tourner  autour 
de  cette  droite ,  entièrement  libre,  comme  si  elle  était  fixe,  il 
faut  et  il  suffit  que  cette  droite  soit  tui  des  axes  principaux 
qui  se  rapportent  au  centre  de  gravité. 

Daus  le  premier  cas,  où  le  corps  a  un  point  fixe,  les  tiois 
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axes  principaux,  qui  s'y  croisent,  sont  donc  des  axes 
permanents  de  rotation,  et  ce  sont  les  seuls  qui  jouissent 
de  cette  propriété.  Les  trois  axes  principaux  qui  se  croisent 
au  centre  de  gravité,  sont  nommés  axes  naturels  de  rotation. 
Toutes  les  conséquences  précédentes  subsistent  évidem- 
ment quand  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  ;  il  suffit  de 
faire  N  =  0;  la  vitesse  angulaire  lo  qui  était  variable,  dans 
le  cas  du  couple,  devient  seulement  constante, 

31.  Application  aux  meules  des  moulins.  —  La  meule 

mobile  d'un  moulin  offre  l'exemple  d'un  corps  solide 
tournant  autour  d'un  axe  auquel  il  n'est  rattaché  que  par 
un  point. 

Si  la  meule  mobile  était  liée  invariablement  à  l'axe  de 
rotation,  le  travail  de  la  mouture  serait  très  inégal;  les 
grains  de  petite  dimension  échapperaient  à  l'écrasement 
dans  l'intervalle  uniforme  des  meules.  On  obtient  un 
meilleur  résultat,  en  laissant  à  la  meule  mobile  la  liberté 
d'osciller  autour  de  son  point  d'attache  ;  mais  l'oscillation 
qu'elle  prend  doit  toujours  rester  très  faible.  Pour  cela,  on 
fait  en  sorte  que  l'axe  de  rotation  soit  un  axe  principal  au 
point  d'attache  ;  on  centre  aussi  la  meule,  c'est  à  dire  qu'au 
repos  son  centre  de  gravité  doit  se  trouver  sur  la  verticale 
du  point  de  suspension.  Cette  dernière  condition  étant 
supposée  d'abord  seule  remplie,  la  meule  se  tiendra 
horizontale  au  repos  ;  mais,  pendant  le  ipouvement,  il  n'en 
serait  de  même  que  si  la  meule  était  entièrement  homogène, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général  ;  en  prenant  pour  axe  des  z  la 
verticale  du  point  de  suspension,  on  devra  avoir  : 

ce  qui  fera  que  l'axe  de  rotation  sera  un  axe  principal. 

On  ajoute  à  la  meule  de  petits  contrepoids  qu'on  peut 
élever  ou   abaisser  à  volonté;  on  peut  ainsi  faire  varier 
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Sma;z,  Smyz,  et  arriver  par  tâtonnement  à  rendre  nulles 
ces  deux  quantités. 

Alors  la  rotation  uniforme  persiste  autour  de  la  verticale 
du  point  de  suspension,  comme  si  cet  axe  était  entièrement 
fixe.  On  est  averti  que  le  réglage  est  convenable,  par  la 
stabilité  du  mouvement  de  la  meule,  quand  on  la  fait 
tourner  à  vide. 

32.  Du  pendule  composé.  —  Un  corps  solide  pesant, 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal,  qui  ne  passe  pas  par  son 
centime  de  gravité,  se  met  de  lui-même  en  mouvement,  quand 
il  n'est  pas  dans  sa  position  d'équilibre,  c'est-à-dire,  quand 
son  centre  de  gravité  ne  se  trouve  pas  dans  le  plan  vertical 
mené  par  l'axe;  il  constitue  alors  un  pendule  composé,  nous 
allons  chercher  les  lois  du  mouvement  de  ce  pendule. 


x« 


ria.22S 


ia> 


Soient  Oz  l'axe  supposé  horizontal,  Oa;  un  axe  vertical 
et  dirigé  vers  le  bas,  M  un  point  quelconque  du  solide, 
MP  =p  sa  distance  à  l'axe,  MQ  perpendiculaire  sur  le  plan 
a^Ot/j  6  =  ajOQ,  Smp*  le  moment  d'inertie  du  corps' par 
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rapport  à  Taxe  Oz;  on  aura  pour  déterminer  le  mouvement 
du  corps  solide  l'équation  : 

(a)  ^^2mp'  =  ^(a?Y-yX), 

0  étant  l'angle  icOQ  compté  positivement  de  x  vers  y.  Ici, 
on  a  en  désignant  par  m  la  masse  du  point  M  : 

Y  =  0,      X  =  mg. 

L'équation  (a)  peut  donc  être  mise  sous  la  forme  : 

(6)  ^^mp^^-^glmy. 

Soit  j/,  la  valeur  de  y  qui  répond  au  centre  de  gravité;  on 
aura  en  désignant  par  M  la  masse  du  corps  : 

^my  =  My,  =  Ma  sin  6j, 

0,  désignant  la  valeur  de  0  qui  répond  au  centre  de  gravité  G, 
et  a  la  distance  de  ce  centre  de  gravité  à  Taxe  de  suspension  ; 

en  remarquant  que  —  =  -j^'  il  viendra  donc: 

(1)  ^'  ^imp"  =  —  glAa  sin  0,. 

Soit  MK*  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  ki 
parallèle  à  Oz  menée  par  le  centre  de  gravité;  on  aura, 
comme  on  sait  : 

(2)  i:wp«=:Ma'  +  MK*. 
Donc,  l'équation  (1)  deviendra  : 

(3)  f^  =  -  -4i  sin  0.. 

a  -\ 

a 

K* 

Considérons  un  pendule  simple  de  longueur  l  =  a  -\ ; 
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on  sait  que  les  lois  de  roscillation  d'un  pareil  pendille  son! 
données  par  la  formule  : 


dt' 


—  f  sln  e. 


Le  pendule  composé  oscillera  donc  comme  le  pendule  simple 
de  longueur  Z,  si  à  un  certain  instant  on  a  : 


0,  =  e,      et 


de. 
dt' 


l'égalité  de  ces  deux  angles  se  maintiendra  pendant  tout  le 
mouvement.  Le  pendule  simple  de  longueur  l  se  nomme  le 
pendule  synchrone. 

Lorsque  le  pendule  composé  fera  de  trùs  petites  oscilla- 
tions, il  en  sera  de  même  du  pendule  simple,  et  la  durée  T 
de  ces  oscillations  sera  : 


=v 


l 

-     ou 

9 


a 


On  voit  que  pour  calculer  T,  il  faudra  connaître  a  et  K, 
ou  bien  la  distance  du  centre  de  gravité  à  Taxe  de  suspen- 
sion, et  le  moment  d'inertie  du  corps  relativement  à  un  axe 

passant  par  le  centre  de  gravité,  parallèlement 

à  Taxe  de  suspension. 

33.  Application  au  pendule  de  Borda.  —  Clo 

pendule  se  composait  d'une  sphère  CA  en  platine, 
de  rayon  R  et  d'un  lil  métallique  OA  très  fin, 
dont  on  pouvait  négliger  la  masse,  attaché  au 
point  fixe  0  ;  soit  0  C  =  a  ;  le  point  C  peut  être 
considéré  comme  le  centre  de  gravité  du  pendule 
composé;  l'axe  de  suspension  passera  en  0; 
soit  M  la  masse  de  la  sphère;  le  moment 
d'inertie  MK*  de  cette  sphère  par  rapport  à  un 
axe  parallèle  à  l'axe  de  suspension,  passant  par  le  point  C, 


FJq  226 
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est,  con^e  on  sait  : 


on  a  donc  : 


MK«=:^'; 


2R' 


et  par  suite  : 


/  =  a  -f- 


2R« 

5a 


Borda  prenait  : 


il  avait  donc  : 


a  =  1°»,      R  =  0°»,025, 


2R] 

5a 


=  0°»°»,25. 


Ainsi  la  longueur  du  pendule  simple  faisant  ses  oscillations 

dans  le  même  temps  que  le  pendule  de  Borda  ne  différait 

1 

de  OC  que  de  r  de  millimètre. 

Si  Ton  trace  dans  Tintérieur  du  pendule  composé,   au 

dessous  de  son  centre  de 
gravité,  et  dans  le  plan  de 
ce  centre  G  et  de  Taxe  de 
rotation,  une  droite  AB 
parallèle  à  Taxe,  dont  {  soit 
la  distance  AR  à  cet  axe, 
le  mouvement  des  points 
de  cette  droite  AB  ne  sera 
ni  accéléré  ni  retardé  par 
leur  liaison  avec  les  autres 
points  du  corps.  Parmi  tous  les  points  de  cette  droite,  on 
appelle  proprement  centre  d'oscillation  le  point  A  situé 
sur  la  même  perpendiculaire  à  Taxe  que  le  centre  de 
gravité,  tandis  qu'on  nomme  la  droitq  AB  axe  d'oscillation. 
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On  a  : 


on  ep  conclut  : 


'  a 


GA=- 
a 


Les  axes  de  suspension  et  d'oscillation  sont  réciproques  ; 
c'est  à  dire  que  si  l'on  faisait  osciller  le  corps  autour  de  AB, 
OR  deviendrait  Taxe  d'oscillation.  Soit  en  effet  V  la  longueur 
du  pendule  simple  oscillant  de  la  même  manière  que  le 
nouveau  pendule  composé,  on  aura  : 

K* 

car  A  G  remplace  a;  mais,  à  cause  de  AG  =  —  »  on  aura  : 

r  =  —  -h  a  =  /. 
a 

Donc,  les  divers  points  de  la  droite  OR  oscilleront  dans 
le  même  temps  que  s'ils  étaient  affranchis  de  leur  liaison 
avec  les  autres  points  du  corps;  OR  est  le  nouvel  axe 
d'oscillation.  (On  peut  définir  l'axe  d'oscillation  :  une  droite 
dont  chaque  point  se  meut  comme  s'il  ne  faisait  pas  partie 
du  corps  et  était  simplement  Ué  à  l'axe  par  une  droite  rigide 
et  sans  masse.) 

La  durée  des  oscillations  très  petites  autour  des  deux 

axes  OR  et  AB,  est  la  même  et  égale  à  x  i/-»  l  désignant 

la  distance  AR  des  deux  axes» 

Réciproquement,  si  la  durée  des  oscillations  très  petites, 
autour  des  deux  axes  parallèles,  dont  le*  plan  contient  le 
centre  de  gravité  G,  et  qui  n'en  sont  pas  équidistants  est  la 
même,  leur  distance  mutuelle  sera  la  longueur  {  du  pendule 
simple  synchrone. 
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En  effet,  soient  a  et  a'  les  dislances  inégales  du  centre  de 
gravité  à  ces  deux  droites  parallèles,  et  conséquemment 
a  -\'  a'  leur  distance  mutuelle;  soit  aussi  MK^  le  moment 
d'inei'tie  par  rapport  à  Taxe  parallèle  passant  par  le  centre 
de  gi'avité;  puisque  la  durée  des  oscillations  est  la  même 
autour  des  deux  droites,  il  faudra  que  l'on  ait  : 

a!  4-  -r=ia  -\ —  » 
a'  a 

é(}uation  du  second  degré  en  a',  dont  les  racines  sont  : 

a'  =^  a     et      a'  =  — . 

a 

Les  deux  axes  n'étant  pas  é(juidistants  du  centre  de 
gravité,  la  solution  a'  =  a  doit  être  rejetée,  et  il  reste 

seulement  a'  =  —  ;  donc,  la  distance  des 

deux  dxes  qui  est  a  +  a'  sera  égale  à 

K* 
a  +  --  =  l.  Donc,  si  Ton  mesure  la 


j 


m 


Fig  228 


distance  a  +  a'  des  deux  axes  syn- 
chrones, on  aura  la  longueur  du  pen- 
dule simple  qui  correspond  à  la  durée 
commune  de  leurs  oscillations. 


34.  Pendule  à  réversion  de  Kater.  — 
'^'  Il  consiste  en  une  règle  en  laiton,  por- 
tant deux  couteaux  C  et  C  autour  des- 
quels on  peut  la  faire  osciller  successi- 
L  vement;  la  règle  se  termine  par  deux 
aiguilles  A  et  B  qui  aident  à  compter  les 
oscillations  par  la  méthode  des  coïnci- 
dences ;  L  est  une  lentille  dont  la  masse 
est  considérable,  et  tellement  placée  que  le  centre  de  gravité 
du  système  ne  coïncide  pas  avec  le  milieu  de  GC,  m  et  m' 
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sont  deux  curseurs  que  Ton  déplace  le  premier  à  la  main, 
le  second  avec  une  vis  de  rappel.  Dans  toutes  les  positions, 
le  plan  ^mené  par  les  arêtes  des  couteaux  C  et  C  doit 
contenir  le  centre  de  gravité  du  système. 

On  suspend  l'appareil  par  le  couteau  C,  on  le  fait  osciller 
et  on  compte  le  nombre  n  des  petites  oscillations  dans  un 
temps  donné  f;  on  le  retourne,  et  on  fait  osciller  autour 
de  C  ;  on  compte  le  nombre  n'  des  oscillations  effectuées 
dans  le  môme  temps  t  ;  on  donne  aux  oscillations  la  même 
amplitude  dans  les  deux  cas;  on  déplace  les  masses  m 
et  m'  jusqu'à  ce  que,  par  des  tâtonnements  successifs,  on 
arrive  à  avoir  n'  =  n.,  alors,  la  lopgueur  l  du  pendule 
simple  synchrone  est  la  distance^f  G'  des  arêtes  dfes 
couteaux. 

Il  y  a  une  infinité  d'axes  autour  desquels  les  petites 
oscillations  d'un  même  corps  pesant  sont  d'égale  durée. 

D'abord,  il  est  évident  que  cela  a  lieu  pour  tous  les  axes 
de  suspension  parallèles  entre  eux,  et  équidistants  du 
centi-e  de  gravité,  puisque  pour  tous  ces  axes,  a  et  MK*,  par 
suite  a  et  K",  donc  /,  restent  les  mêmes. 

On  peut  aussi  changer  la  direction  de  ces  axes  et  leur 
distance  au  tentre  de  gravité,  sans  que  la  valeur  de  /  soit 
changée;  car,  si  l'on  appelle  a,  (3,  y  les  angles  que  la 
parallèle  à  l'axe  de  suspension,  menée  par  le  centre  de 
gravité,  fait  avec  les  axes  principaux  d'inertie  qui  se  coupent 
en  ce  point,  on  aura,  en  désignant  par  A,  B,  G  les  moments 
d'inertie  principaux,  pour  le  centre  de  gravité  : 

MK"  =  À  cos*  a  4-  B  ces'  P  -f-  C  cos*  y, 
donc  : 

,«.                 ,              A  ces'  a  4-  B  ces'  û  -h'C  cos'  y 
(6)  î  =  a'\ -. — ^• 

On  peut  évidemment  donner  à  a,  a,  g,  y  une  infinité  de 
valeurs  différentes  pour  lescfuelles  cette  valeur  de  /  restera 

Despeyrovs.  —  Mécanique.  II.  ^^ 
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la  même.  (Il  est  bien  entendu  qu'un  axe  de  suspension  étant 
déterminé,  on  doit  ensuite  le  rendre  horizontal.) 

Axe  de  la  plus  courte  oscillation.  —  11  faut  déleiminer  a, 
a,  3,  Y  de  manière  que  la  longueur  l  soit  la  plus  petite 
possible.  Soit  A<B<C;  lorsque  a,  g,  y  prennent  toutes  les 
valeurs  possibles,  le  minimum  de 

A  cos'  a  +  B  ces*  3  -I-  C  ces*  Y 

est  A  ;  on  l'obtient  en  prenant  : 

on  est  ensuite  ramené  à  trouver  le  minimum  de 


Ma 


ce  minimum  a  lieu  pour 


"  ''=V^'' 


alors    / 


=v 


A 
M 


35.  Mouvement  du  treuil. 
—  Considérons  un  treuil  mo- 
bile autour  d'un  axe  horizon- 
tal 0,  sur  lequel  sont  calés 
deux  tambours  ayant  cette 
droite  pour  axe;  sur  chaque 
tambour  est  enroulée  une 
corde  qui  y  est  fixée  par  un 
bout,  et  qui  tient  suspendu 
à  l'autre  bout  un  poids  connu. 
On  demande  la  loi  du  mouve- 
jA  ment,  en  supposant  que  le 
centre  de  yravilé  soit  sur 
^-^    Taxe  0,  et  qu'on  néf^dij^e  les 

frottements  des  tourillons  sur  leurs  coussinets,  le  poids  et 

la  i^aideur  des  cordes. 
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Soient  Q  le  poids  du  treuil,  T  et  T'  les  tensions  inconnues 
des  cordes,  AB  =  CD  =  T;  A'B'  =  CD'  =T',  v  et  v'  les 
vitesses  des  poids  P  et  P',  p  le  rayon  de  giration  du  treuil 

relativement  à  son  axe,  en  sorte  que— ^  soit  son  moment 

d'inertie. 

On  peut  étudier  séparément  : 

1*  Le  mouvement  rectiligne  du  poids  P,  soumis  aux  forces 
verticales  P  et  T  ; 

2*^  Le  mouvement  de  P'  soumis  aux  forces  P'  et  T'  ; 

3*^  Le  mouvement  de  rotation  du  treuil,  soumis  aux 
forces  DC  =  T  et  D' C  =  T'. 

Soit  (I)  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  treuil,  OD  =  R, 
OD'  =  R'.  On  aura  : 

(1)  -1^  =  P-T, 

9  di 

(2)  -  -':  =  T-  -  P', 

g  (It 

(3)  5p«î^  =  TR-T'R', 

(4)  »  =  0)  R, 

(5)  v'  =  (ùK'. 

(1)  et  (4)  donnent  : 

g  dt  ) 
(2)  et  (3)  : 

.«•      ni  (  .      R'  tl^  ) 

(7)  T'  =  P'     1  +  -  77    • 

En  reportant  dans  (3),  on  trouve,  après  réduction 

rff)  PR  —  P'  R' 

(8)  T,  =  (lri 


(6)  T  =  P)1-^'1^{. 


rf/       'PH*  -H  P'R"-t-  Qp' 
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(l(ù  ^        ' 

-TT  est  constant;  supposons  que,  pour  <  =  0,  w  =  0,  on  aura 

PR  — P'R' 


PR»  4-  P'R'*-f-  Qp* 

OU  : 

(9)  a)  =  K^^ 
K  ayant  pour  valeur  : 

PR  _  P'R' 

(10)  K  = 


PR*  +  P'R'*+  Qp« 
rzzzKR^/;      x  =  ^^K\\gt\ 

r'=:KR'fff;    a.' =  *  KR'^/*, 

a;  et  a;'  désignant  les  (juantités  dont  descendent  et  montent 
pendant  le  môme  temps  f  les  poids  P  et  P',  dont  le  mouve- 
ment est,  comme  on  voit,  uniformément  accéléré. 

Machine  d'Atwood.  —  Pour  passer  à  la  machine  d'Atwood 

il  sulïit  de  faire  R  =  11'  dans  les  formules  précédentes;  on 

a  alors,  on  posant  : 

P-P' 


h  =  \V 


R'(P  +  P')4-Qp* 


Al, 

v  =  v'  =hgt  =  g't,  >  g'  =gh. 

x  =  x'  =^ligt'  =  ^g't\  i 

Si  P  —  P'  est  très  petit,  il  en  sera  de  même  de  raccéldra- 
lion  g'. 

Les  poids  P  et  P'  sont  connus,  ainsi  que  R;  p  peut  être 
calculé  aisément  ;  on  peut  calculer  x  et  t]  on  a  alors  : 

__2a;î  R»(P  +  P')  +  Qp*  j 

^  —       Rî  (P  -^"p'yy* 
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On  peut  donc  calculer  g,  mais  on  n'a  pas  la  mm\e  précision 
qu'avec  le  pendule. 

36.  Problème.  —  Un  cylindre  circulaire  droit  homogène 
est  placé  horizontalement  sur  nn  plan  incliné  parfaitement 
poli;  un  fil  sans  masse,  fixé  par  une  de  ses  extrémités  aie 
contour  du  cylindre,  s'enroule  sur  le  corps  suiva^it  la  sectio7i 
droite  qui  contient  le  centre  de  gravité,  et  s'attache  par 
l'autre  extrémité  à  un  point  fixe  situé  dans  le  plan  de  cette 
section,  à  une  hauteur  au-dessus  du  plan  incliné  égale  au 
rayon  du  cylindre.  Le  fil  étant  complètement  enroulé,  on 
abandonne  le  cylindre  à  son  poids.  Déterminer,  pour  une 
position  donnée,  la  tension  T  du  fil,  et  la  vitesse  avec  laquelle 
décroit  l'angle  0  que  le  fil  fait  avec  le  j^lan  incliné. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre,  M  sa  masse,  MK*  son 

moment  d'inertie  par  rap- 
port à  son  axe,  et  a  Tin- 
clinaison  du  plan  sur 
riiorizon.  Soit  1  le  point 
de  suspension,  IG  =  a; 
la  figure  230  représente 
les  choses  à  l'origine  du 
•;,     ^  ^  mouvement,  la  figure  231 

^  a  1  époque  t  ;  prenons  CA 

pour  axe  des  x,  C  pour  origine;  le  point  du  cylindre  (jui 
était  d'abord  en  I,  est  venu  en  K,  et  l'on  a  : 

arcBK  =  BI  =  cotg  0, 

arcBL  =  a  (5  —  ^)' 

arc  L  K  =  a  U  h-  cotg  0  —  ^j^ 

(1)  LOK  =  0'  :=  0  +  cotg  0  —  ^• 

0'  est  l'angle  dont  on  a  tourné  le  cylindre,  dans  le  mouve- 
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ment  relatif  autour  du  centre  de  gravité  0,  par  rapport  à  la 
direction  fixe  01;  w  désignant  la  vitesse  angulaire  de  ce 

mouvement  de  rotation, 

on  aura  : 

ou,  en  remplaçant  0'  par 
sa  valeur  (1)  : 

Fui  231  (2)  o)  =  /'l--rV^-- 

Les  forces  agissantes  sont  :  la  tension  du  fil  BT  =  T,  la 
réaction  normale  AN  =  N  du  plan;  elle  passe  par  le  centre 
0  du  cercle,  et  le  poids  OG  =  Mgr  du  cylindre.  Soit 
CA  =  01  =»=  0?  l'abscisse  du  centre  de  gravité;  on  aura  pour 
déterminer  le  mouvement  de  ce  centre  de  gravité  Téquation  : 

(3)  **  ^  ~  ^^  sin  a  —  T  cos  0. 

On  a  du  reste  : 

a 

(4)  x  = 


sin  0 

On  aura  enfin,  pour  déterminer  la  rotation  du  cylindre 
dans  le  mouvement  relatif  autour  de  son  axe  ; 

MK»  ^  =  T«, 

at 

OU  bien,  en  remplaçant  o)  par  sa  valeur  (2)  : 

(5)  Ta  =  M*K-;^S(i-.-y^îî; 

^  ^  dti\      sm* e/  dt  ) 

m 

(3),  (4)  et  (5)  déterminent  a?,  0  et  T  en  fonction  du  temps; 
on  tire  de  (3)  et  (4),  en  ayant  égard  à  l'expression  (5)  de  T  : 

(6)  sin*  0  =  -  sin  a  — -    ,  cos  0  ,   î  (  1 r-rrl  .-  f  • 

— li'~~       ^  ^  ^  ^  V  dtS 
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Celte  dernière  équation,  qui  va  déterminer  0,  est  du  second 
ordre;  elle  ne  contient  pas  t  explicitement;  on  posera  donc 
pour  la  ramener  au  premier  ordre  : 

(7;  jj  =  n. 

et  Ton  éliminera  dt  entre  (G)  et  (7),  ce  qui  donnera  successi- 
vement : 

Fcos  0  </a         /   1         2  cos'  0\"1  __  ^g  sin  a 
"  \j\ï^  rfô  "■  '*  VsîîTô  ■*■    sin»  0  /  J  "~  â"~ 


K*  ,  /     cos'  0  r/  M       a  II  cos  0\ 

a-  \     sin*  6  </0         sin*  0  / 


d'où,  en  nmllipliant  par  2  : 


sin*0\        a*  /  (/O       sui^'OL  \        <*  /  J 


(i + ij;)  cos' 


2.7  sii)  a 

.. .  , 

a 


sin*  0  4-  2  1 1  4-    .  1  cos*  0 
'  sin  0  cos  0  (  1  + 


(* + !è^  '^°^'  ^) 


sin*  0 


2.7  sin  2 

""         ~^^  r  /.       K*       ,    \ 

cos  0(1-*-    ,  cos*  0 1 

ou  Ijieii  en  faisant  : 


P  =  2 


sin*  0  4-  2  (l  4-  ^^\  cos*  0 

K*  \ 

1    4-  -  ,  cos*  0  J 


27  sin  X  sin*  0 


COS  0(14-      j  ^^^    ^  ) 

^'  -  '«■ = -  «■ 
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éciuation  linéaire  l'elativement  à  it*;  on  en  tire  en  intégrant 
(8)  u^  =  e/^<i^  I  —  g  siii  a  —  Ce-/^'^0  q  rfo  |' 

C  (lésif^mant  une  constante  arl)itraire.  On  a  ensuite  : 

en  faisant  : 

:?  z=  tg*  0  :       A  =  1  -4-      . 

(r 

Or: 

::  (A  +  2)  ""  J       A  +  - 
donc  : 


ç/paO  — 


ig^e 


(8)  donnera  ensuite,  après  réiluclion  : 


a'  = 


tg^  0  (  2C       .  2q  sm  a  fcos  0  rfO 


1  +  -f  +  «g'  0 
a 

ou  bien,  en  elTectuant  les  calculs,  c[  remplaçant  it  par  sa 
valeur  (7)  : 

,  __  r/0-  _  iga  sin'  6  (1  +  C  sin  6) 
La  formule  (4)  donnera  : 

ih  "'^  "sin'd  ^/7' 


DYNAMIQUE.  217 

En  remplaçant  -ry  par  sa  valeur  tirée  de  (9),  et  prenant  le 
signe  — ,  puisque  0  va  en  décroissant,  on  trouvera  : 

dx      .  y- : —    a 


t/â : —     ^    -  /  1  4-  C  sin  0 

•^  sm  0  y  a'  4-  K*  cos*  6 

A  l'origine  du  mouvement,  la  vitesse  du  centre  de  gravité 

est  nulle,  0  =  ô;  la  formule  ci-dessus  donne  donc  : 


0  =  a  V^ga  sin  %  \/  — jp-  > 


donc  : 

G  =  -l, 

et  réquation  (9)  devient  : 

.  de*  __  iga  sin  a  sin'  0(1  —  sin  Q) 

^     ^  JF  ~       COS*  6  {Or^  4-  K*  cos*  0)      ' 


4« 


pour  f  =  0,  0  =  ô»  on  a  donc,  en  remarquant  que 


1  —  sin  6  1  —  sin*  6  1 


cos*  0         ces*  6  (1  4-  sin  6)      1  4-  sin  6 


1 

se  réduit  à  ^  : 


sm  a 


/dO\  .  A  sir 

On  aura  ensuite,  en  parlant  de  la  formule  (2)  : 


(11)  co 


.  /ig  sin  a        ^       /  1  —  sin  6 

1/    sm  0  (1  4- -jcos*  ej 


Enfin,  la  formule  (5)  doimera  : 

r/.î*';  cos'  0 


rfô'\        sui*  0/    s  'sin  6  cos 


6      rfO)2sin*0 
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d  u^ 
ou  bien,  en  remplaçant  -^  par  sa  valeur  tirée  de  (8),  et 

ensuite  u*  par  sa  valeur  (9)  : 

(12)  T—   ,  ,        ,^, rrr  U*  (1  +  2  SIR*  0  —  2  siii' 0) -f- K*  cos*  6  j. 

^    ^  (a*  4-  K*  cos  6)*  '     '  ' 

■ 

Le  proI)lùme  est  donc  résolu  finalement  par  les  formules 
suivantes  : 


(A) 


/- : ^-    COS  e  l/l   4-  -r  cos'  6 

/2ffsiji_a  ^    n V  ^'  rfe, 

Y        «  JQ    sin  0  Ksin  6  (1  —  sin  6) 


(B)  ^  =  -.— ^' 

sin  0 


/r-N  ■  /27  sin  a        ^       /  1  —  sin  0 

'  1/     sm  e  f  1  +    ,  cos*  6  J 

L  équation  (A)  donne  0  en  fonction  de  t  (en  prenant  sin  6 
pour  nouvelle  variable,  on  verra  aisément  que  t  s'exprime  à 
Taide  de  cette  nouvelle  variable  par  une  intégrale  elliptique); 
les  équations  (B)  et  (C)  donneront  ensuite  x  et  w  en  fonction 
de  0  ;  enfin,  la  formule  (12)  fera  connaître  la  tension  T. 


CHAPITRE  V 

ROTATION  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE. 
MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  LIBRE. 

37.  Énoncé  d'un  problème.  —  Un  corps  solide  quelconque 
esè  lié  à  un  point  fixe  autour  duquel  il  ne  peut  que  tourner; 
les  divers  points  du  corps  sont  sollicités  par  des  forces 
données;  Vétat  initial  du  corps  est  comiu;  il  faut  déterminer 
à  une  époque  quelconque  les  positions  des  divers  points 
du  corps. 

Pour  y  arriver,  on  choisit  trois  droites  rectangulaires  Ox, 
Otfj  Oz  passant  par  le  point  ilxe  et  liées  invariablement  au 
corps;  la  question  sera  résolue  si  Ton  parvient  à  déterminer 
à  une  époque  quelconque  la  position  de  ces  trois  axes  par 
rapporta  trois  axes  rectangulaires  fixes  OX,  OY,  OZ  i)assant 
également  par  le  point  fixe  ;  car,  si  Xj  y,  j3,  X,  Y,  Z  désignent 
les  coordonnées  d'un  même  point  du  cori)s,  dans  les  deux 
systèmes  d'axes,  on  aura  : 

/  X  =  a  J?  -*-  /y  y  +  c  j, 
(i)  ]  Y  =  a'X'h  t'y  +  c'- 


Z  =:  a'x  -h  ////  4-  c'z. 


Pour  un  point  déterminé  du  corps  x^  y,  z  sont  des 
constantes;  les  9  cosinus  cpii  entrent  dans  les  formules  (1) 
sont  à  un  moment  donné  les  mêmes  pour*  tous  les  points  du 
corps,  mais  ils  vaiient  avec  le  temps.  Si  Ton  arrive  à 
«léterminer  ces  U  cosiiuis  en  fonction  du  temps,  le  prol)lùme 
sera  résolu. 
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38.  Introduction  des  trois  angles  d'Euler.  —  On  sait 
qu'il  existe  six  relations  distinctes  entre  les  9  cosinus,  qui 
dépendent  par  conséquent  de  trois  variables  seulement. 
Traçons  une  sphère  de  rayon  1,  ayant  pour  centre  le  point 
fixe  0,  et  marquons  les  points  X,  Y,  Z,  a:,  y,  z  où  cette  sphère 

est  percée  par  nos  deux 
systèmes  d'axes.  Considé- 
rons un  mobile  en  niouve- 
\     ment  sur  l'arc  de  grand 
\    cercle  xy^  dans  le  sens  xy\ 
\   ce  mobile  rencontrera  le 
^^  grand  cercle  XY  en  deux 
points  N  et  N',  qui  sont 
les  nœuds  du  cercle  xy 
relativement  à  X  Y  ;  soit  N 
celui  des  nœuds  par  où 
Fiq  252  passe  le  mobile,  en  passant 

Z'  de  l'hémisphère  XYZ  à 
l'autre  XYZ';  ce  sera  le  nœud  descendant,  le  seul  dont 
nous  nous  occuperons  ;  on  pose  : 

XN  =  t^;      Na?  =  ?;      XNa?  =  0. 

^  se  compte  positivement,  à  partir  de  X,  en  sens  inverse 
deXYetvariedeOà3(30^ 

ç  se  compte  positivement  de  N  vers  a:,  de  0  à  360°  ;  donc, 
dans  le  sens  de  xy. 

Enfin,  l'angle  0  est  compté  au-dessous  du  plan  XY,  et 
varie  de  0  à  180^ 

Ces  trois  angles  déterminent  sans  ambiguïté  la  position 
des  axes  Oa?,  Oy,  Oz. 

Expression  des  9  cosinus  en  fonction  de  i/,  9,  ô.  —  On  a  : 

a  =  cos  (X,  x). 
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On  considère  le  triangle  sphérique  XNo;,  dans  lequel  on  a  : 

en  appliquant  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie 
sphérique,  on  trouve  : 

(A)  a  =  cos  (X,  x)  =  cos  tj;  cos  9  4-  sin  ^  sin  o  cos  0. 

En  changeant  dans  cette  formule  ç  en  ç  -h  90*^,  on  aura  : 

(B)  b  =  cos  (X,  y)  =  —  cos  tj;  sin  9  4-  sin  fb  cos  ç  cos  0. 
En  changeant  dans  (A)  tj^  en  t|/  +  90°,  on  aura  : 

(C)  a'  =  cos  (Y,  z)  =  —  sin  (^  cos  ç  +  cos  Ç/  sin  9  cos  0. 
En  changeant  dans  (C)  9  en  9  +  90»,  il  viendra  : 

(D)  6'  =  cos  (Y,  y)  =  sin  4^  sin  9  4-  cos  ^^  cos  9  cos  0. 

On  trouvera  c,  c',  c\  a\  V  par  la  considération  des 
triangles  sphéri([ues  XNz,  YNz,  ZNo;,  ZNj/,  dans  lesquels 
on  a  : 

XN=:(1;;  :rN  =  90«;       ::NX  =  90^  —  0 

YN  = '1^4-90°;  2N  =  90";       2:NY  =  90°  — 0 

.tN  =  9;  ZN  =  90°;      Zx\  X  =  90"  -*-  0 

yN  =  9+90°;  ZN  =  90°;      ZNy  =  90°4-6 

et  on  aura  le  tableau  suivant,  pour  les  formules  cherchées 


cos  ^/  cos  9  +  sin  ^  sin  9  cos  6, 
\  it  —  —  sin  '^  cos  9  4-  cos  6  sin  9  cos  6, 
(  a'=  —  sin  9  sin  6, 


—  cos  tj'  sin  9  4-  sin  t}^  cos  9  cos  0, 
(2)  ^    \  b'  =      sin  '!/  sin  9  4-  cos  tj'  cos  9  cos  0, 

—  cos  9  sin  0, 

'    c  =  siii  t{/  sin  0, 

I   c'=:cos  ^  sin  6, 

\    (   c'=    4-    cos  6. 
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Le  problème  revient  donc  à  la  détermination  de  t};,  «,  0  en 
fonction  du  teni[)s.  11  serait  difiicile  et  compliqué  d^aborder 
ainsi  directement  le  problème. 

39.  Introduction  des  variables  auxiliaires  p,  q,  r.  —  On 

sait  que,  lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un  point 
fixe,  son  mouvement  est  à  chaque  instant  un  mouvement  de 
rotation  autour  d'une  certaine  droite  que  Ton  nomme  l'axe 
instantané.  Soient,  à  Tépoquo  f,  01  la  position  de  cet  axe 
instantané,  w  la  vitesse  angulaire  de  rotation  ;  on  choisit  le 
demi-diamùtre  01  de  manière  qu'un  observateur  couché 
sur  01,  les  pieds  en  0  et  la  tète  en  1,  voie  la  rotation 
s'effectuer  dans  le  sens  direct.  On  sait  qu'on  peut  remplacer 
la  rotation  autour  de  01  par  trois  rotations  autour  de  trois 
droites  formant  un  angle  tiièdre  ayant  son  sommet  en  G,  et 
que,  pour  le  faire,  il  suffira  de  porter  la  longueur  o)  sur  01 
et  de  déterminer  le  parallélipipède  ayant  w  pour  diagonale, 
et  dont  les  arêtes  soient  dirigées  suivant  les  arêtes  du 
trièdre  ;  les  longueurs  des  arêtes  du  parallélipipède  obtenu 
seront  les  rotations  composantes. 

Ainsi,  en  particulier,  on  pourra  décomposer  la  rotation  g) 
en  ti'ois  autres  dirigées  suivant  les  axes  rectangulaii^es  Oo;, 
Oj/,  Oz  liés  au  corps;  soient 2),  q,  r  les  vitesses  angulaires 
de  ces  rotations,  on  aura  : 

;>  =  0)008 (1,05);  (y  =  0) ces (I, y) ;  r  =  (ùCOs(},z);  /)*  +  }• -*-r'  =  w% 
et  inversement  : 

cos  (I,  x)  =   ^ ?! -;      cos  (I,  y)  =  —=â===  : 

l/pî  4-  î'  4-  r*  K  p*  -*-  î'  4-  r* 

cos  (I,  z)  = 


K;>*  -+-/?*  +  r* 
(0  =  Kp*  4-  ^*  +  f*. 

Si  l'on  connaissait  }j,  q,  r  en  fonction  du  temps,  on 
pourrait,  à  une  époque  (luclconque  déterminer  la  position 
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de  Taxe  instantané  01  relativement  aux  axes  Ox,  Oj/,  Oz  et 
la  vitesse  (ù  de  la  rotation. 

La  rotation  o)  autour  de  0 1  j^eut  aussi  être  décomposée  en 
trois  autres  :  une  rotation  X  autour  de  OZ,  jx  autour  de  Oz, 
V  autour  de  0  N. 

Le  segment  w  est  la  résultante  géométrique  des  trois 
segments  X,  jx,  v;  sa  projection  sur  une  droite  quelconque 
est  donc  la  somme  des  projections  de  X,  [x,  v  sui'  celte 
droite;  ert  projetant  de  la  sorte  sur  Ox,  Oy,  Oz  on  trouvera  : 

p  =  X  ces  (Z,  0?)  4-  [/.  cos  (z,  a?)  4-  V  ces  (N,  x), 
}  z=  X  ces  (Z,  y)  4-  [JL  cos  {z,  y)  -f-  v  cos  (N,  y), 
r  =  X  cos  (Z,  z)  -h  \L  cos  (2,  ;?)  4-  v  cos  (N,  2), 

ou  bien,  en  remplaçant  les  cosinus  par  leurs  expressions 
données  plus  haut  : 

;  p  =  —  X  sin  e  sîn  ^  -4-  V  cos  9, 
(a)  I   j  =  —  X  sin  0  cos  0  —  v  sia  9, 

\    r  :=         X  cos  6  -*-  JJL. 

Afin  de  pouvoir  raisonner,  supposons  : 

X  >  0,      [x  >  0,      V  >  0. 

Dans  la  rotation  infiniment  petite  XAf  autour  de  OZ,  le 

point  z  reste  à   une 
1^         ^  distance  constante  de 

Z;  la  figure  zNxy  se 
meut  comme  un  corps 
solide;  Nx  reste  le 
même  ;  donc  cette  ro- 
y  tation  n'altère  ni 0  ni  9; 
le  point  N  vient  en  N', 
et  Ton  a  : 

NN'  =  4-XAf. 
Fia,  233 

En  désignant  par  là 

la  variation  de  ^,  on  aura,  en  tenant  compte  du  sens  dans 
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lequel  ^  est  compté  : 

At!^  =  — NN'; 
donc  : 

A6  =  —  X  A^;       A?  =  0;       A6  =  0. 

Dans  la  seconde  rotation  [jlA<  autour  de  Oz,  le  grand 
cercle  xy  glisse  sur  lui-même;  le  point  N  reste  fixe,  ^  et  0 
ne  changent  pas;  le  point  x  vient  en  x'y  et  Ton  a  : 

:  xx'=^'h\L\t;      A9  =  +  a?a?';  * 

donc  : 

Atî/  =  0;      Aç  =  +[aA^;      Ae  =  0. 

Enfin,  dans  la  dernière  rotation  vAi  autour  de  ON,  le 
point  N  restant  immobile,  t^  ne  change  pas;  il  en  est  de 
même  de  9;  quant  à  0,  il  diminue  de  vAf  ;  on  a  donc  : 

Aii^  =  0;      A9  =  0;       Ae  =  — vA/. 

En  réunissant  les  trois  séries  de  variations  trouvées 
ci-dessus  pour  ^^  9  et  6,  on  trouvera  : 

Aij^  =  — aA^;      A9=:  +  [i.A/;       A0  =  — vA^, 

pour  les  accroissements  infiniment  petits  de  ij;,  9  et  0,  pro- 
duits par  les  trois  rotations  considérées,  ou,  ce  qui  revient 
au  môme,  par  la  rotation  a>Af  elTectuée  autour  de  01. 
D'où,  en  faisant  tendre  \t  vers  zéro  : 

__      dtj^  _^      d^  _      dO 

^~""rf7'      '^■~'*"dr     ''""""rfï' 

les  formules  (a)  donnent  donc  : 

p  =z  siQ  o  sin  0  -  -  —  cos  o  —  »  T 

'  '  dt  '  d,t 

.       lUj        .       rfO 
(/  z=  ces  G  sin  0  ---  -+-  sin  ç  -7-» 
■  ^  dt  ^  dt 
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d'où 


.    ,  (là 

p  sin  5  4-  5  cos  ?  =  sin  6  -p-  » 

at 


1       .  dB 

(P)  jfsin^— /?cos9  =  ~» 

r    do  (là 

v;  =  r  H-  cos  6  -~  =:  r  -H  cotg  6  (p  sin  9  -f-  j  cos  9). 

Telles  sont  les  relations  cherchées  entre  ç,  ^^  0,  p,  ^,  r. 

41.  Détermination  des  projections  u,  t;,  k;  de  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  du  corps  solide  sur  les  axes  Oxy  Oj/, 
Oz  (positions  de  ces  axes  à  Tépoque  t). 

Les  positions  Ox,  Oy,  Oz  de  ces  axes  à  l'époque  t 
deviennent  Ox',  Oy',  Oz'  à  Tépoque  t'  =  t  -i-  dt. 

Soient  M  la  position  d'un  point  quelconque  du  corps  à 
répoque  t,  x,  t/,  z  ses  coordonnées  relatives  aux  axes  Ox, 
Oy,  Oz;  à  l'époque  t  +  dt,  ce  point  est  venu  en  M';  ses 
coordonnées  relativement  aux  axes  Oo?',  Oj/',  Oz'  sont 
encore  x,  y,  z;  mais,  relativement  aux  axes  Oo?,  Oy,  Oz 
elles  seront  :  x  +  ox,  y  +  ^y,  z  +  ^z,  et  l'on  aura  : 

ix=:udt;      ^y  =  vdt;      ^z  =  wdt. 

On  peut  obtenir  ces  accroissements  sous  la  forme  : 

cy  =  5iy -+•  5,y  +  s,  y, 

les  G,  désignant  les  accroissements  infiniment  petits  des 
coordonn|5es  x,  y,  z  répondant  à  la  rotation  infiniment 
petite  pdt  autour  de  Ox\  de  même  8,  et  5,  répondant  aux 
rotations  qdt  elrdt  autour  de  Oy  et  Oz. 
Calculons  par  exemple  les  c,;  pour  le  point  x,  y,  z,  on  a  : 

X=::  p  COS  0),        y  ^=:  p  Sin  O),        2  =  S, 
DESPBsnovs,-^  Mécanique.  II.  15 


iî2U  COURS  DK  MÉCANIQUE. 

p  désignant  la  distance  du  i)oint  x,  y,  z  à  Taxe  Oz.  Dans  la  ' 
rotation  7^1 1  autour  de  Oz^  z  et  p  res^tent  les  mêmes,  o) 
augmente  de  lio  =^  rdt;  on  a  : 

0,07  =  —  p  sin  (1)  ow;      0,^  =  4-  p  cos  o)  Sw;      d^z  =  0, 

ou  bien  : 

o^x  =  —'  y  rdt;      c^y  =  'h  x  rdt;      3,^  =  0.    ' 

On  en  déduit,  par  des  permutations  circulaires  ; 

l,y=i  —  zpdt\      CiZ  =:  -i-  ypdt;      c,a?=0, 
o^zzzz  —  xqdt;      ZiX=-hZ(jdt;      B^y  =  0, 

et  pai'  suite  : 

lx  =  (qz  -  ry)dt, 

(E')  ly  =  {rx-pz)dU 

\   zz  =  (py  —  q.r)di. 

Donc  : 

n  —  iiz--ry, 

(5)  i    ^  "^  rx  —  pz, 

f    fr  =  py  —  (j,r. 

42.  Expression  de  la  force  vive  du  système  solide  à 
Tépoque  /,  ^Taide  des  variables  p,  q,  r,  —  Soit  V  la  vitesse 
du  point  M,  on  a  : 

V-  =  u'  H-  r-  -h  w\ 

et  en  l'oniplarant  ii^  i',  h»,  par  leurs  valeurs  (5)  : 

V^  =  p^-  (f-  +  z')  -h  q'  {z^-  +  an  +  /•'  (.'z?-  4-  y') 

—  "iqr  yz  —  2rp  xz  —  2pq  xy. 

D'où,  comme  à  un  instant  donné,  ;),  </,  r  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  points  du  cor|)s. 

v,w  Y-  =;;«  Im  {f  +  z^)  -+-  7-  Im  (-'  -f-  ii;-)  4-  r*  2:m  (j?«  -+-  y«) 

—  ^qr  Imyz  —  "ipr  Ivixz  —  ipq  Zmxy. 

(lotie  expression  se  simplifie  beaucoup,  si  Ton  prend  pour 
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OXy  Oy,  Oz  les  axes  principaux  d'inertie  du  corps,  qui 
répondent  au  point  fixe  0,  ce  que  nous  ferons  toujours 
désormais.  On  aura,  en  elTet  : 

(D)  Zmyz  =  0;      Zmxz  =  0;      2wa?y  =  0, 

et,  en  désignant  par  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  principaux 
du  corps  solide,  relatifs  au  point  fixe  0  : 

(E)  2w(y»-hs')  =  A;  2m(2« -f- a?*)  =  B;  2m  (a?«  +  y«)  ==  C. 
Il  en  résulte  : 

(6)  2m  V*  =  Ap«  -f-  B^*  -f-  Cr\ 

43.  Détermination,  relativement  aux  positions  Ox,  Oi/, 
Oz,  qu'occupent  à  l'époque  t  les  axes  principaux,  de  l'axe 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  des  divers 
points  du  corps  solide.  —  Soient  A',  B',  G'  les  projections 
de  Taxe  de  ce  couple  sur  Ox^  0?/,  Or;  on  aura  : 

A',=  2m  {yw  —  zv)y 
W  =zlm{zu — xw), 
C  =  2m  {xv  —  y  m), 

ou  bien,  en  remplaçant  u^  i;,  w  par  leurs  valeurs  (5)  : 

A'  =:  2m  I  p  iy^  --h  z^)  —  qxy  —  rxz  j, 
B'  =  2m  j  1/  (-'  4-  x^)  —  ryz  — pxy  j, 
C  =  2m  j  r  {x^  -t-  y*)  —  pzx  —  qzy  |, 

ce  qui,  en  vertu  des  relations  (D)  et  (E),  se  réduit  à  : 

(7)  A'=Ap;      B'=:Bî;      G'=Cr.    . 

Soient  OG  Taxe  du  couple  résultant,  à  Tépoque  i,  et  G  le 
moment  de  ce  couple,  on  aura  : 

(  G'  =  A*/;*  4- B«5«  +  C*r% 

^'   /    cos(fi^x)=.^;    cos(G,  y)  =  -^;    co^(G,;0  =  ■g• 
:   On  ivoîl  donc  «quel  rôle  important  Jouent  les  quantités  p. 
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5,  r  relativement  à  Texpression  de  la  force  vive  et  à  celle  de 
la  direction  de  Taxe  du  couple  résultant. 

44,  Équations  d'Euler.  —  Nous  nous  appuyons  sur  le 
théorème  suivant  démontré  antérieurement  : 

La  dérivéCy  par  rapport  au  temps,  de  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  des  divei*s  points  du 
corps,  autour  d'un  axe  fixe,  est  égale  à  la  somme  des 
moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  cet  axe. 

Soient  : 
Ox,  Oj/,  Oz 
les  positions  des 
axes  principaux 
d'inertie  à  l'épo- 
que (; 

0x\0y',0z' 
les  positions  des 
axes  principaux 
d'inertie  à  Tépo- 
que  t  +  dl; 

OG  et  OG'  les 
axes   correspon- 
dants  des    cou- 
ples résultants. 
Nous  allons  appliquer  le  théorùme,  relativement  aux  trois 
axes  fixes  Oo?,  0//,  Oz;  les  projections  de  OG  sur  ces  axes 
ont  pour  expressions  : 

A/i,      By,      Cr. 

Les  projections  de  OG'  sur  les  axes  Ox\  Oy',  Oz'  sont 
égales  à  : 

A  (p  -h  dp),      B  (q  'h  dq\      C  (r  -h  dr% 
Mais,  il  nous  fout,  par  exemple,  la  i)rojection  de  OG'  sur  Go:; 
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cette  projection  est  égale  à  : 

A  ip -f-  dp) cos  {oo\x)  4- B (ç 4-  dq)  cos {y\x) 4-  C(r+ dr)  cos  {z',x). 

Donc,  raccroissement,  pendant  le  temps  dt,  de  la  somme 
(les  quantités  de  mouvement,  par  rapport  à  Taxe  fixe  Ox^ 
sera  : 

(F)    A  (p  4-  dp)  cos  (x\x)  4-  B  (^  4-  dq)  cos  (y', a?) 

4-  G  (r  4-  dr)  cos  (2', a?)  —  Ap. 

On  aura  la  dérivée  qui  figure  dans  notre  théorème,  en 
prenant  la  limite  de  la  différence  (F)  divisée  par  dt.  Pour 
y  arriver,  il  faut  obtenii*  les  expressions  des  cosinus  des 
angles  (x' x),  (y'x),  (z'x)  ... 

Prenons  sur  Ox  une  longueur  Oa  =  1  ;  au  temps  t  +  dtj 
le  point  a  vient  en  a'  sur  Ox';  soient  x^  y,  z  les  coor- 
données du  point  «  par  rapport  à  Oo;,  Oy,  Oz;  a?„  j/,,  z, 
les  coonlonnées  du  point  a'  par  rapport  aux  mêmes  axes. 
On  aura  : 

cos  (x[ a?)  =  0?, ;      cos  {x[ y)  =y^;      cos  {x[ z)  =z,. 

I>es  projections  de  la  droite  xx  sur  les  axes  OXj  Oy,  Oz 
sont  égales  respectivement  à  u  dt^  v  dt,  wdt^  et  en  écrivant 
que  la  projection  de  Oa'  sur  Tun  quelconque  des  axes  Ox, 
Oy,  O  z  est  égale  à  la  somme  des  projections  de  0  a  et  de  aa', 
il  viendra  : 

a?|  =  0?  4-  M  d^;      Vt  =  y  -^  t>  dt;      :?,  =  5;  4- 1^?  dt, 

OFj  on  a  : 

x  =  l;     y  =  0;      «  =  0, 

et  en  remplaçant  Xy  y,  z  par  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (5),  on  tix)uve  : 

u  =  0;       r  =  r;      w  =  —  q: 
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COS  {x[x)=:Xi=:  1, 

cos  {xly)  =  y^  =  rdt, 
COS  {xl  z)  =  Zi=^  —  qdL 

Par  des  permutations  de  lettres,  on  trouvera  les  cosinus 
des  angles  que  font  les  axes  Otj'  et  Oz'  avec  Oo;,  Oy,  Oz,  et 
on  formera  le  tableau  suivant  : 


Ox 

Oy 

Oz 

Oo;' 

1 

rdt 

—  qdt 

Oy' 

—  rdt 

1 

pdt 

Oz' 

qdt 

—  pdt 

1 

On  en  déduira,  pour  Texpression  (F)  : 

k  (p  -h  dp)  —  B  {q  +  dq)  r  dt  ~h  C  {r  -h  dr)  qdt  —  A/i, 

ou,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  : 

Adp  -h  (C  — B)  qrdt. 

Divisant  par  dt,  on  aura,  pour  la  dérivée  de  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Taxe 


iixe  Ox  : 


A^V(C-B)îr. 


Soient  donc  L,  M,  N  les  sommes  des  moments  dçs  forces 
extérieures  (jui  agissent  sur  les  divers  points  du  corps,  par 
rapport  aux  axes  Ox,  Ot/,  Oz,  on  aura  les  trois  équations 
suivantes,  dites  équations  d*Euler  : 


(9) 


B'^^-»-(A-C)r/,=:.M, 


/ 


cg-t-(B-A).M  =  N. 
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En  supposant  les  forces  extérieures  appliquées  ii  tous  les 
points  (lu  coqis  solide,  désignons  par  X,  dm,  Y,  </m,  Z,  dm 
les  composantes  suivant  les  axes  Ox,  0?/,  Oz  de  la  force 
extérieure  appliquée  à  TélénicMit  de  m-asse  dm  du  corps; 
on  aura  : 

L  =  fcz,- 2  Y,)  dm, 

(10)  M=r(jX,  —  .rZJdm, 

N=J(a?Y.-yX,)dm, 

ou  les  intégrales  s'étendent  ii  toute  la  niasse  du  corps;  si 
Ton  désigne  du  i*este  par  X,  (im,  Y,  dm,  Z,  rfm,  les  compo- 
santes, suivant  les  axes  fixes  0  X,  0  Y,  OZ  de  la  môme  force, 
on  aum  : 

/  X,  =  a\  -f-  «' Y,  4-  a'Z„ 

(11)  j  Y,  =/yX, -f-</'Y. -+-ft'Z., 

(    Z,  =  cX.   hr' Y, -i-c'Z,. 

En  se  rappelant  les  formules  (ii),  on  voit  que  L,  M,  N  soi'ont 
des  fonctions  de  »!/,  6,  9;  on  aura  donc  en  résumé,  pour 
résoudre  le  problème,  les  équations  suivantes  : 


(») 


\     4  (L=F.o;,o,ç), 

{  B~j4-(A-C)r/)  =  M,       M  z=  F,  0^  e,  <p), 
:'  (   N  =  F,  (^,  0,  cp), 


.        (h}f    .  rfô 

.   w  =  sm  e  — ^  sm  o  —  —  cos  ©, 

(3)  ,  =  sme^^^cosç  +  ^-sin9, 

'  ''?  ,  ^^> 

\  fit  at 
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Ainsi,  on  est  ramené  à  intégrer  un  système  de  six  équa- 
tions différentielles  simultanées  du  premier  ordre;  il  y  aura 
six  constantes  arl)itruires,  les  valeurs  de  •>,  6  et  ç,  à  l'époque 
zéro,  faisant  connaître  la  i)Osition  initiale  du  corps,  et  les 
valeurs  initiales  dep,g,r  faisant  connaître  la  rotation  initiale. 

On  pourrait  remplacer  dans  (9)  p,  q,  r  par  leurs  valeurs 
(3),  et  on  serait  ainsi  ramené  à  un  système  de  trois  équa- 
tions simultanées  du  second  ordro^  contenant  les  trois 
quantités  inconnues  •>,  0,  9. 

En  général,  il  vaudra  mieux  garder  les  six  équations  (9)  et  (3) . 

Nous  ferons  toutefois  ce  calcul,  dans  un  cas  particulier, 
celui  de  A  =  B;  alors  les  équations  d'Euler  se  réduisent  à  : 


\ 


aJJ^   f-(G~A)gr  =  L, 


\   ^  dt 


(G  —  A)  rp  =  M, 


=^N. 


Soit  NB  =  90*»;  nous  introduirons,  au  lieu  de  L  et  M,  les 

•B  moments  P  et  Q  relatifs  aux 

axes  ON  et  OB;   nous   au- 
rons : 

P  =  L  cos  9  —  M  sîn  9, 


(12:' 


(j  =  L  sin  9  +  M  cos  9, 
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Nous  aurons  donc,  au  lieu 
des  équations  (9),  les  com- 
binaisons suivantes  (13)  : 


{I 


3)      A  (  sin  5 


l'eus  ?  j  —  si"  ?  ^)  "^  (^  ~  ^^  '■  ^1  cos  ?  +  p  sin  ç)  =  P, 


<IP 
Û 


™,/J)  .,c 


A)  r  iq  sin  9  —  />  cos  9)  =  Q, 

•^  % = «• 
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Or,  on  a  : 

dp       ,     dû      — d.(^sin(f  —  pcoso)      dç,    .  ^ 

cos7^^~8!n9^  = J^  -H^^Cpsiny  +  gcosy), 

dp  rfff      r^. (»  sin  o  H- ^  cos  ç)      d?,    .  v 

On  pourra  donc  écrire  les  équations  (13)  comme  il  suit  : 

—  A-(?sîn9— pcos^) 

4-  (p  sin  ç  4-  î  cos  ^)  I  A  yl  -f-  (C  —  A)  f*    =  P, 

(14)  \   4-  A  -r-(p  sin  9  +  î  cos  ç) 

+  (î  sin  ç  ~  p  cos  ç)  I  A  ^  H-  (C  —  A)  r  I  n::  Q, 

Or,  on  tire  de  (3)  : 


?sm?— pcos9  =  — » 


p  sin  ç  -h  î  co$  <p  =  sm  6  ^ 


(15)  ^  p  sin  ç  -h  î  co$  <p  =  sin  6  -^» 


r  =  3-^  —  cos  6  -p- 
it  dt 


en  portant  ces  valeurs  dans  (14),  on  aura  : 


A^'.(C-A)sln.c«s.(^)'-C,.„.|H,*=-P, 


\ 

j  r/r*       '  '  (//  rfï  dt  dt 


C  -  -  (  -I  —  ces  6  ---  I 
dt  \dt  dt) 


=     N. 


Ce  sont  là  des  équations  dont  on  fait  un  usage  très  fréquent 
dans  les  applications  (mouvement  d'un  coi'ps  pesant  do 
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révolution  autour  d'un  point  de  son  axe,  mouvement  de  là 

toupie,  gyroscope,  etc.). 

45.  Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe, 
lorsqu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures.  Solution  analj^qne. 

—  On  a  dans  ce  cas  : 

L  =  0,      M  =  0,      N  =  0. 

Les  trois  équations  d'Euler  donnent  : 

(i)  Bg4-(A^C)rp=:0, 

C^4-(B-A)M  =  0. 

Il  convient  de  remarquer  qu'on  aurait  encore  ces  trois 
mûmes  équations  si  la  résultante  des  forces  extérieures 
passait  constamment  par  le  point  fixe. 

On  en  tire,  en  multipliant  ces  équations  respectivement 
par  p,  q,  r  : 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  2T  une  constante  arbi- 
traire : 

(2)  A/)'  -hB//*  4-  Cr»=2T. 

D'après  l'équation  (G),  le  premier  membre  représente  la 
force  vive  du  corps. 

Ainsi,  l'intégrale  (2)  est  celle  qui  répond  au  principe  des 
forces  vives;  multiplions  les  équations  (1)  respectivement 
par  Apj  Bg,  Gr,  ajoutons,  nous  trouverons  : 
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d'où,  en  intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  G*  : 
(3)  AV  +  B«î'4-CV»=G». 

G  est  le  moment  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement,  comme  il  résulte  de  la  théorie  développée  plus 
haut;  rintégrale  (3)  exprime  donc  que  le  moment  de  ce 
couple  est  constant;  nous  savions  déjà  qu'il  en  était  ainsi, 
et  même  que  le  plan  de  ce  couple  est  invariable. 

On  peut  rendre  les  formules  plus  symétriques  par  Tintro- 
duction  de  la  variable  w*  =  p*  +  ?*  +  r*,  qui  représente  le 
carré  de  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  instantanée. 
Nous  aurons  les  équations  (A)  : 

(A)  j    Ap*4-Bj»  +  Gr»=:2T, 

(    p*  4-  9*  4-  r'   =  (D*. 

En  résolvant  ces  équations,  par  rapport  à  p*,  g'  et  r',  on 
trouve  : 

(  p«  (A  —  B)  (A  —  C)  =  G'  —  2T  (B  -H  G)  +  BC  w', 

(B)  ■    7»  (B  —  G)  (B  —  A)  =  G'  —  2T  (G  +  A)  +  G  A  w', 
(  r'-  (G  —  A)  (G  —  B)  =  G»  -  2T  (A  +  B)  +  AB  w». 

Supposons  que  B  soit  le  moment  moyen  et  posons  : 

/  2T(B  +  G)  — G'  =  BGX», 

(C)  j  2T  (G  +  A)  -  G»  =  GAiA», 

(  2T(A  +  B)-G»  =  ABv', 

nous  aurons  : 

(  p'  (A  —  B)  (A  -  G)  =  B  C  («'  —  À'), 

(D)  î*  (B  -  G)  (A  -  B)  =  A  G  (|x'  -  w'), 

{  r*  (A  — C)  (B  —  G)  =  AB  (u»  —  v»). 

Les  différences  A  —  H,  A  —  C,  13  —  C  ont  le  môme  signe, 
on  en  conclut  : 

w'  >  X»,      u>»  >  vS       (I)'  <  1*». 
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Je  dis  que  X%  jx*,  v*  sont  positifs;  on  déduit  en  eflFet  de 
Texpression  (C)  de  X%  en  y  remplaçant  2T  et  G*  par  leurs 
valeurs  (A)  : 

BCX*  :=  A  (B  4-  C  —  A)  p'  -H  BC  ï»  -H  BC  r«; 

le  second  membre  de  cette  équation  est  positif  puisque  Ton  a  ; 

B  +  C  —  A  =  aswa?'  quantité  positive. 

On  verrait  de  même  (jue  les  quantités  \t}  et  v*  sont  également 
positives. 
On  déduit  encore  de  (C)  les  combinaisons  suivantes  : 

ABC  (X»  —  [X»)  =  2T  (AC  —  BC)  -  G*  (A  —  B), 

(  ABC(X«-ii.*)  =  (A— B)(2CT  — G*), 

(E)  j  A  BC  {\j.'  —  V-)  =  (B  —  C)  (2A  T  —  G«), 

(  ABC  O:-  —  v«)  =  (A  —  C)  (2BT  -  G'). 

Portons  les  valeurs  (D)  dans  l'équation  : 


nous  trouverons  : 

ABC rfo> 

(Â  — "B)  (A  —  C) '"  dt 

(B  —  C)  ABC  lyri nT7"i im T" 

=  (A  -  B)  (A— cûirrc)  ^^'^  -  '"  ^  ^='-  -  "  )  ("  -  •'■>• 

d'où  : 

(i)  d  Cl) 


dt  = 


1/(0)*  -  X^)  (îX*  —  tO»)  ((D«  —  V*) 


w*  variera  entre  la  plus  grande  des  quantités  X*,  v*  et  [x»; 
Texpression  de  w*  en  fonction  de  l  dépend,  comme  on  voit, 
des  fonctions  elliptiques. 

(2)  et  Gï)  donneront  p^  et  q^  en  fonction  de  r%  et  en  portant 
ces  valeurs  dans  Tune  des  équations  (1),  on  aura  r  et  par 
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suite  p  et  q  en  fonction  du  temps;  nous  allons  diriger  le 
calcul  de  manière  à  introduire  les  fonctions  elliptiques. 
De  (t2)  et  (3),  on  conclut  les  relations  suivantes  : 

(  B(B--A)î'  -hG(C  — A)r'=G*  -  2AT, 
(4)  ]  C(C  — B)r*  — A(B  — A)p«=:G'  — 2BT, 


(  A(C« 


A^  p*  4-  B  (G—  B)  5»  =  2CT  —  G^ 


Nous  désignerons  dans  tous  les  cas  par  B  le  moment 
moyen  ;  nous  conviendrons  de  désigner  par  A  le  plus  petit 
moment,  si  G'  —  2BT  est  positif,  et  le  plus  grand,  si 
G*  —  2BT  est  négatif.  En  ayant  égard  à  cette  convention 
et  se  reportant  à  l'équation  (4),  on  voit  que  les  diiférences 

C-A,     G  — B,     B  — A,    G*-2AT,    G'-2BT,    2CT-G% 

ont  toutes  le  même  signe.  Posons  pour  abréger  : 

^^_2GT—  G^  ,,  _2CT-_G« 

^    ~A(G  — A)'      '^    ~B(G-  B)' 

la  dernière  des  équations  (4)  pouiTa  s'écrire  : 

P         Q* 
On  peut  poser,  en  désignant  par  •/  un  angle  auxiliaire  : 

,,..  \  P  =  p'  cos  -/, 

^  '  >   g  =:  }  sin  X. 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  p  et  q  dans  la  deuxième  des 
relations  (4),  on  trouve,  après  quelques  réductions  : 

_^_G*  — 2AT(,       B  — A2GT  — G'    .,     ) 

''^~C(C-A)  (  *       C-BG'-2AT*"*  */•)' 

nous  poserons  encore  : 

„_G'  — 2AT  B— A     2CT  — G' 

'"    ~G(C-A)*  ~C  — BG*-2AT' 
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et  nous  aurons  : 

r«  =  r'»  (1  —  K«sin*x). 
La  quantité  K'  est  plus  petite  que  1  ;  on  a  en  effet  : 

G*  — 2TB     G  — A 


(6)  1  --  K*  = 


G*— 2AT    G— "B 


On  voit  donc  que  r*  sera  toujours  compris  entre  r'* 
etr"(l  — K*). 

Il  résulte  de  là  que  r  conser\'era  toujoui's  le  même  signe, 
et  nous  sommes  libres  de  fixer  ce  signe  en  changeant  au 
besoin  le  sens  de  Taxe  Oc  du  moment  C.  Nous  prendrons 
r  >  0  si  A  est  le  plus  petit  moment,  et  r  <  0  si  A  est  lé 
plus  grand  moment.  Nous  aurons  : 


(7)  r  =  r' Kl  -  K' sin«  X, 

le  signe  de  r'  sera  lixé  comme  celui  de  r,  et  le  radical  sera 
toujours  pris  avec  le  signe  +. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  de  p,  q,  r  en  l'onction  de  x^  dans 
la  première  des  équations  (1),  on  trouvera  : 

A//'  ^  =  (C  -  B)  9'  r, 
d'où  : 

(^)  dt  -  ~~k~  p'  '  ' 

en  résolvant  par  rapport  à  dt,  et  remplaçant  r  par  sa 
valeur  (7),  il  vient  : 

C  -  B  q'  !■•  [/i  _  K»  sin'  y. 

Puis(iue  C  —  B  et  r  sont  de  même  signe,  la  formule  (8) 
mnntni  ({ue  •/  croit  sans  cesse  avec  le  temps;  si  l'on  fait 

■'*„  =  )■'  y\  —  KS  on  aura  : 

C 


/.> 


-B     7'      , 

A  p 
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Donc  y  =  00 ,  pour  <  =  oo  .  On  a  : 

G— B    q^_C-- 
A      *  p'  "~     . 

Posons  : 


B  1  /2CT  —  G'  .  /A  (G  —  A) 
V^GT—  G' V  B  (G  — B)" 


-v 


,_-.(G-A)(G-B) 


AB 
et  nous  aurons  : 

(9)  vr'd^=  ^^ 


yi  —  K*  sin»  x' 

d'où,  en  employant  les  notations  de  Jacobi,  et  désignant 
par  f  une  constante  arbitraire  : 

y  =  am  {^r't  +  /); 
,  p=p' CCS  am(vrr  + /); 
^    '  ^  ?  =  g' sin  am(vr'/ 4- /); 

r  =  r'  Aam  (vr'^  +  f). 

Voilà  donc  p,  g,  r  exprimés  en  fonction  du  temps,  à  l'aide 
des  fonctions  elliptiques  ;  il  y  a  trois  constantes  arbitraires, 
T,  G,  f.  Ces  valeurs  de  p,  Qy  r  sont  des  fonctions  pério- 
diques du  temps  ;  la  durée  de  la  période  est  : 


Kl  -  K'  sin*  -/ 

Cette  durée  devient  infinie  pour  K  =  1,  ou  bien,  en  se 
reportant  à  (6)  pour  G*  —  2TB  =  0;  mais  c'est  là  un  cas 
particulier  que  nous  examinerons  plus  loin.  Il  nous  reste 
à  trouver  9,  6  et  <}<  en  fonction  du  temps. 
'  L'axé  du  ôouple  résultant  des  quantités  de  mouvement, 
eonsenrant  une  direction  fixe  dans  l'espace,  nous  le  pren- 
drons pour  axe  OZ.  Nous  aurons  alors  : 

A/>  =  6  cos  {Z,x);      Bj  —  G  cos  (Z,y);      Gr  =  6  cos  (Z,;?), 

ou  bien  : 
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et  en  remplaçant  a\  b\  c'  pai'  leurs  valeurs,  il  vient  : 

sin  9  sin  6  =  — -~  > 

\         '  —B^ 

(11)  •  cos?sine=  -^1 

/        ,  +Cr 

cos  e        =  -— —  • 

On  aura  ainsi  ç  et  0  en  fonction  du  temps.  On  a  ensuite 

dà 
sin  0  -77  =  p  sin  o  +  Éf  cos  5, 
dt 

d'où,  en  tenant  compte  de  (41)  : 

.  -    d^           Ap»  -h  B^* 
^^^^rf7  = G 

d^__n     Ap*  -+-  B7* 


dt  ^  G*  —  G'  cas=  6 

ou,  en  ayant  égard  à  la  dernière  des  formules  (41)  : 

^  —  _  r  Ap'  -^  Bg« 
d/  ""         G«  —  G*r*  ' 

Or,  on  a  : 

G*=  Ay  -+-  h'q'   h  G*/»; 

*  donc  : 

^^^  dt"         Ay  4-  B«5* 

En  remplaçant  p  et  q  par  leurs  valeurs  (10),  on  aura  •~=^»  et 

par  suite  'l  en  fonction  de  t]  donc  le  problème  sera  entiè» 
rement  résolu. 

46.  Cas  de  A  =  B.  Méthode  particulière  d'intégratiim. 

—  Cette  hypothèse  se  trouvera  réalisée  si  le  corps  est 
•    homogène  et  de  révolution  autour  de  Oz. 
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I^es  équations  d'Euler  deviennent  : 

A^^  +  (C-A)jr  =  0, 

A^-(C-A)pr=0, 

dv 
at 

On  déduit  de  ces  équations,  en  désignant  par  n  une  cons- 
tante arbitraire  : 

r  =  n, 

'dp      A  — C 

dq  _      (A-C) 
l  di- Â-"^- 

En  différentiant  la  première  de  ces  équations,  et  tenant 
compte  de  la  seconde,  il  vient  : 

d'p_     /A- G  y 

en  posant  : 

A-G_ 
À      ~^ 

cette  dernière  équation  devient  : 


d'p  _ 


t     Mt^ 


dl^  =  -  "•    «  ''' 

dont  l'intégrale  est  : 

p  =  m  sin  {\k7it  +  e), 

tn  et  e  étant  des  constantes  arbitraires.  On  aura  ensuite 

n[kq  =  Y  =z  w;jLv  cos  ([kUt  -+-  s). 

DespeYROUS.  —  Mécanique.  II.  1^» 
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On  ti^ouvera  donc  pour  p,  ç,  r  les  valeurs  suivantes  : 

(  p  =  m  sin  (\knt  -h  s),  ^ 

j  =  mcos  {[LUt  +  s), 
r  =  7i, 

(I)»  z=  p*  4-  j»  H-  !••  z=  m'  +  n*  =  consl. 

On  a  en  ffénéral,  en  prenant  pour  axe  OZ  Taxe  du  couple 
résultant  : 


kp  .    ^      —  Aj  «       Cr 

On  en  déduit  : 


sin9Sinô  =  — -f;      cos9Sin6= — --^;      cos  6  = 

G  U  Ci 


cos  0  =  ---  ;      6  =  const. 

Le  plan  de  Téquateur  se  meut  donc  en  gardant  une 
inclinaison  constante  sur  le  plan  XOY,  c'est  à  dire  sur 
le  plan  du  couple  résultant;  la  vitesse  angulaire  de   ce 

mouvement  est  p-v;  elle  est  différente  de  w  =  J/m*  -♦-  n*. 

Pour  calculer  ^  en  fonction  du  temps,  remarquons  que 
Ton  a  : 

^  ^  _  P  Ap'  -f-  B^^  _  —  GA  (p^  +  g')  _  _  G 
d/  ""         Ay  4-  B«p*  ""     A*  (p*  4-  ?')     "      A  ' 

On  en  déduit,  en  désignant  par  '^^  une  constante  arbitraire  : 

Donc,  la  trace  de  Téquateur  sur  le  plan  du  couple  résul- 
tant se  meut  uniformément,  et  par  conséquent  Taxe  de 
révolution  décrit  d'un  mouvement  uniforme  une  surface 
conique  ayant  pour  axe  de  révolution  Taxe  du  couple 
résultant. 

Théorie  géométrique  de  Poiniot,  dans  le  cas  où  il  ii*y  a  pas 

de  forces  extérieures. 

47.  L'application  du  théorème  des  aires  montre  que  : 
1o  L'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement 
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conserve  dans  Fespace  une  grandeur  et  une  direction  fixes  ; 
les  projections  de  Taxe  de  ce  couple  sur  les  positions,  à 
l'époque  l]  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point 
fixe  0,  étant  égales  respectivement  à  Aj},  Bq,  Cr,  on  en 
conclut,  en  désignant  par  G  le  moment  constant  du  couple 
résultant  : 

AV  -»-B*|/*  +  C»r«  =  G*. 

2»  L'application  du  principe  des  forces  vives  nous  apprend 
que  :  la  force  vive  du  système  reste  invariable  dans  le 
mouvement;  car  les  forces  extérieures  sont  nulles,  et  la 
somme  des  travaux  des  forces  intérieures  est  égale  à  zéro, 
parce  que  les  distances  mutuelles  des  divers  points  du  corps 
solide  sont  invariables  ;•  on  aura  donc,  en  désignant  par  T 
une  constante  : 

Ap*  +  B}*  -h  Gr«=:2T. 

Cherchons  le  point  P  où  Tellipsoïde  central  relatif  au 
point  fixe  est  rencontré  par  Taxe  instantané  OP  de  l'é- 
poque t'y  soient  Ç,  r<,  Ç  les  coordonnées  courantes,  rela- 
tivement aux  axes  principaux  d'inertie  ;  l'ellipsoïde  a  pour 
équation  : 

A?  +  By)«  -h  Cî;*  =  1, 

et  les  équations  de  Taxe  OP  sont  : 


5=^ 

q       r 


Soient  Ç„  vj,,  Ç,  les  coordonnées  du  point  P  que  nous 
appellerons  le  pôle  instantané,  ou  encore  le  pôle  de  la 
rotation,  p,  =  OP  sa  distance  au  centre  de  l'ellipsoïde,  w  la 
vitesse  angulaire  de  la  rotation  ;  on  aura  : 


?j  =  '5.«  =  ^  =  f^î__±.5L±il  ^  p. , 


i: 

■» 


p       q       r       |/p.  +  ,«  +  r» 


u> 
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d'où  : 

-  —  P-  n 

0) 
0) 


/ 


V       Pi    „ 

^1  =  -  ^, 

(l) 


avec  la  relation 


d'où  : 


A;;  -h  Br,î  +  Cîî  =  1, 


PÎ 


mais  on  a  déjà  : 

Ap*  +  B}*  4-  Cr*  =  2T, 

il  résulte  donc  des  deux  équations  précédentes  : 

p,  [/îï  =  0). 

Donc  : 

3o  La  vitesse  angulaire  de  la  rotation  est  proportionnelle 
à  la  longueur  du  rayon  vecteur  mené  du  centre  de  Vellip- 
solde  au  pôle  instantané. 

Le  plan  tangent  au  point  P  à  Tellipsoïde  principal  a 
pour  équation  : 

A5;-, +  By;yî,-hG1;î,  =  1; 
ou  bien,  en  remplaçant  Ç,,  r^j,  Ç»  par  leurs  valeurs  : 

^*  (A;)Ç  +  BjYj  -f-  GrO  =  1, 
(i) 

ou  encore  : 

Ajp;  +  BjY)  +  GrÇ  =  2T. 

On  voit  que  ce  plan  est  parallèle  au  plan  du  couple  résul- 
tant; car  les  cosinus  que  fait  avec  les  axes  la  normale  à  ce 
dernier  plan  sont  proportionnels  à  A^),  lîry,  Cr;  donc  : 
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4»  Le  plan  qui  touche  Vellipsoîde  au  pd/e  instantané  est 
parallèle  au  plan  du  couple  résultant. 

Ou  bien  : 

L'axe  instantané  est  le  diamètre  co7ijugné  du  plan  du 
couple  résultant,  par  rapport  à  Vellipsoîde  central. 

On  voit  que  le  plan  tangent  dont  on  vient  de  parler 
conserve  une  direction  fixe,  puisqu'il  est  parallèle  au  plan 
(lu  couple  résultant,  et  que  ce  dernier  a  une  direction 
invariable. 

Cherchons  la  distance  du  point  fixe  à  ce  plan  tangent; 
cette  distance  sera  : 

=  const. 


Donc  : 

5''  Le  plan  qui  touche  Vellipsoîde  au  pôle  instantané  reste 
toujours  à  la  rtiéme  distance  du  centre  de  cet  ellipsoïde. 

Ainsi,  le  centre  de  Tellipsoïde  est  fixe,  le  plan  tangent  au 
pôle  de  rotation  garde  une  direction  invariable,  et  reste 
toujours  à  la  même  distance  du  centre  ;  donc  : 

0®  Le  plan  parallèle  au  plan  invariable,  qui  touche  sans 
cesse  Vellipsoîde  central,  au  pôle  instantané  de  la  rota- 
tion, est  toujours  un  seul  et  même  plan  fixe  dans  Vespace 
absolu. 

On  se  représentera  donc  le  mouvement  du  corps  en 
concevant  : 

1»  Que  Tellipsoïde  central,  dont  le  centre  est  maintenu 
iixe,  reste  en  contact  avec  un  même  plan  fixe; 

"29  Qu'il' t()urne  à  chaque  instant  autour  du  rayon  vecteur 
qui  va  du  centre  au  point  de  contact; 

3<^  Qu'il  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  proportionnelle 
à  la  longueur  même  de  ce  rayon. 

Tel  est  le  théorème  de  Poinsot. 

Cherchons  l'angle  i  de  Taxe  instantané  et  de  l'axe  du 


246  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

couple  résultant  ;  on  aura  : 


d'où  : 


kpp       Bqq       Crr       2T 


2T 

0)  cos  t  =  -77-  =  const. 


Donc,  /a  vitesse  angulaire  instantanée  donne  une  compo- 
sante constante  par  rapport  à  Vaxe  du  couple  résultant. 

48.  Développement  de  la  solution.  —  La  suite  des  points 
par  lesquels  Tellipsoïde  central  vient  se  mettre  en  contact 
avec  le  plan  fixe,  étant  considérée  sur  la  surface  de  l'ellip- 
soïde,  y  marque  la  route  du  pôle  instantané  dans  l'intérieur 
du  corps,  et  les  mêmes  points  étant  considérés  dans  le  plan 
fixe,  y  marquent  sa  route  dans  l'espace  absolu.  Soit  U  la 
première  de  ces  courbes,  que  Poinsot  a  nommée  la  poloïde, 
U,  la  seconde,  ou  l'herpoloîde.  Le  lieu  des  axes  instantanés 
dans  le  corps  est  un  cône  S,  ayant  pour  sommet  le  point  O 
et  pour  directrice  la  courbe  U  ;  le  lieu  des  axes  instantanés 
dans  l'espace  est  un  cône  Si  ayant  pour  sommet  le  point  O 
et  pour  directrice  la  courbe  U,;  on  peut  se  représenter  le 
mouvement  en  faisant  rouler  le  cône  S  sur  le  cône  fixe  S». 

49.  Équations  de  la  poloïde.  —  La  poloide  est  le  lieu  des 
points  de  rellipsoïde  central  pour  lesquels  le  plan  tangent 
est  à  une  distance  constante  du  point  fixe  0,  cette  distance 


étant  éj 


\/*i 


L'équation  de  l'ellipsoïde  central  est  : 

Aa?*  +  By*  4-  Gz*  =  1  ;      A  <  B  <  G, 

rr',  J/',  z'  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  poloïde  ;  la  distance  à  l'origine  du  plan  tangent  en  ce 
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point  est  : 

I 


—  > 


on  aura  donc  : 

I/2T  ! 


et  on  a  en  outre  la  relation  : 

On  conclut  des  deux  équations  précédentes  : 

fi    ""l/A'a?"  4-B»y'«4-C*;î"' 
ou,  en  élevant  au  carré,  réduisant  et  supprimant  les  accents  : 

(1)  A  (G«  —  2AT)  a?*  +  B  (G'  -  2BT)  y* -h  G  (G'  —  2GT)  s«  =  0. 

avec  la  relation  : 

(2)  Aa?*  +  By'  +  C^'  =  1. 

Les  équations  (4)  et  (2)  sont  les  équations  de  la  poloïde; 
(1)  est  réquation  du  cône  S.  On  voit  que  la  poloïde  est  une 
couibe  algébrique. 

/2T  ^ 

La  distance  \/  -jr  est  comprise  entre  le  grand  axe  777  et 

1 

le  plus  petit  -—;  on  a  donc  : 

Kg 

|/2f         1  K2T         1 

G     ^[/X'         G  ^^J/c' 
d'où  : 

(3)  G-  — 2AT>0;      G'-2CT<0. 

En  éliminant  successivement  a;',  j/',  z^  entre  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  on  aura  les  équations  des  projections  de  la 
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pololde  sur  les  plans  coordonnés;  on  trouve  ainsi  pour 
l'équation  de  la  projection  sur  le  plan  xOy  : 


A  (C  —  A)  »•  +  B  (G  —  B)  y'  =: 


2CT  — G* 
2T 


équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes. 
La  projection  sur  le  plan  yOz,  a.  pour  équation  : 


B  (B  —  A)  y»  +  C  (G  —  A)  2'  = 


G'  — 2  AT 
2T 


C'est  encore  une  ellipse. 
La  projection  sur  le  plan  zOxa  pour  équation  ": 


(4) 


—  G  (G  —  B)  2*  +  A  (B  —  A)  ««  = 


2BT  — G* 
2T 


C'est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  les  droites  : 


(S) 


X 


-  V  G  (G  - 


-A) 
B) 


Fig.  236 


Soient  OE  et  OK  les  deux  asymptotes. 

Si  2BT  — G*  >  0,  l'hyperbole  est  située  dans  l'angle  EO  A. 

Si  2BT— G'  <  0,  l'hyperbole  est  située  dans  l'angle  EOC. 
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Dans  le  premier  cas,  la  pololde  entoure  le  sommet  A; 
dans  le  second,  elle  est  tracée  autour  du  sommet  C. 

Les  deux  espèces  de  poloïdo  sont  séparées  par  les  deux 
ellipses  suivant  lesquelles  les  plans  (5)  coupent  rellipsoïde. 
L'équation  (4)  montre  que  ces  deux  ellipses  égales  sont  le 
lieu  des  points  de  l'ellipsoïde  pour  lesquels  le  plan  tangent 
est  à  une  distance  du  centre  égale  à  l'axe  moyen. 

G' 

Ainsi,  si  ^  =  A,  la  poloïde  se  réduit  au  seul  point  A  ; 

si  le  corps  a  commencé  à  tourner  autour  de  OA,  il  conti- 
nuera donc  à  tourner  indéfiniment  autour  de  OA. 

G» 

Si  â-f  >  A  augmente,  on  a  une  petite  poloïde  entourant 

le  point  A. 

G' 

Si  âvf  =  B,  la  poloïde  se  compose  de  deux  ellipses  égales 

BE,  BF;  si  le  corps  a  commencé 
à  tourner  autour  de  OB,  il  n'y  a 
aucune  raison  pour  que  le  point  B 
se  meuve  sur  l'ellipse  BE  plutôt 
que  sur  BF;  le  corps  continuera 
donc  à  tourner  autour  de  OB. 

G* 

Si  ây  >  B,   la  poloïde  passe 

p.     o-î"»  dans  le  fuseau  EBF,  et  entoure 

o        *  le  point  C;    elle   finit   par    être 

une  petite  courbe  autour  de  C,  et  le  point  C  lui-même 

pour  2^  =^  C. 

Le  corps  ayant  commencé  à  tourner  autour  de  OC,  tour- 
nera donc  indéfiniment  autour  de  cette  même  droite. 

50.  Stabilité  des  axes  principaux.  —  Si  l'axe  a  été  écarté 
un  peu  de  OA  en  0  A',  le  point  A'  se  mouvra  sur  la  poloïde 
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A'A|  qui  passe  en  A',  l'axe  ne  fera  que  de  petites  oscilla- 
tions autour  de  0  A  ;  il  y  a  stabilité. 

De  même  pour  OC. 

I]  n'en  est  pas  de  même  pour  OB;  l'axe  étant  un  peu 
déi-angé,  ira  décrire  une  courbe  étendue,  soît  autour  de  O  A, 
soit  autour  de  OC.  Si  cependant  il  est  écarté  en  B'  et  que 
les  conditions  initiales  tendent  à  le  ramener  en  B,  il  linira 
par  revenir  en  B. 

■oaTMnatit  d'an  corpi  lolide  homogine  pelant,  de  rérolation, 
fixé  par  an  point  de  ion  aze  de  flgnre. 

51.  Ce  problème  a  été  traité  pour  la  première  fois  par 
Lagrange,  puis  par  Poisson,  qui  ne  paraît  pas  avoir  eu 
connaissance  de  la  solution  de  Lagrange. 

Soient  0  le  point  lixe,  OX,  OV,  OZ  trois  axes  rectan- 


gulaires fixes,  OZ  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  bas.  Soient, 
à  l'époque  i,  Or  la  position  de  l'axe  de  figure  du  corps, 
Ox  et  0(/  celles  de  deux  axes  perpendiculaires  à  Oz  liés 
au  corps;  le  centre  di'  gravité  G  est  sur  O;:,  nous  fei-ons 
OG  :=  ft,  et  nous  désignerens  par  ix  la  masse  du  coips. 
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Traçons  une  sphère  de  rayon  4,  ayant  pour  centre  le 
point  0.  Cette  sphère  coupera  les  plans  xOy^  XOY,  ZOr, 
suivant  les  arcs  de  cercle  Na;j/,  NXY,  Zz.  Posons  : 

Pj  Q}  ^  ayant  la  signification  ordinaire,  nous  aurons  : 

p  sin  9  -H  j  cos  9  =  sin  6  -^^ 

(!)  {  îsin9— pcos9  =  — , 

do  ^  dà 

Le  poids  G  A  du  corps  étant  parallèle  à  OZ,  ses  compo- 
santes par  rapport  aux  axes  Ox^  Oy  seront  : 

X,  =  piff  cos  (Z,a?)  =  |JL(/a^    suivant  Ox, 
Yj  =  jjLff  cos  (Z,  y)  =  [f.gb\    suivant  Oy . 

Soient  L,  M,  N  les  moments  de  ce  poids  relativement  aux 
trois  axes  Ox^  Oy,  Oz,  x^,  j/„  z,  les  coordonnées  du  point  G; 
on  aura  : 

L  =  yjZ,  —  z,Y»;      M  =  2,X,  —  a?,Z,;      N  =  a?,  Y,  —  y,X,; 

ou,  à  cause  de  : 

^i  =0,      y»  =  0,      z,  =  A, 
L  =  — AY,;      M  =  4-AX,;      N  =  0; 

ou,  en  remplaçant  x^  et  y,  par  leurs  valeurs  ci-dessus  : 

Les  triangles  sphériques  ZNx,  ZNy  donnent  du  reste  : 
a'  =  —  sin  9  sin  6;      6"  =  —  cos  9  sin  ô;      c'  =  cos  6, 
on  aura  donc  : 

L  =  \Lgh  cos  9  sin  6;      M  =  —  [j.yA  sin  9  sin  6;      N  =  0, 
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et  les  équations  d'Euler  deviendront,  en  remarquant  que 
l'on  a  B  =  A,  parce  que  le  corps  est  homogène  et  de 
révolution  autour  de  0  z  : 

A  -^  -h  (G  —  A)  qr  =     [i,gh  cos  <p  sin  6, 

(2)  .   A  ^  —  (G  —  A)  pr  =— [xjA  sin  9  sin  6. 

.4 

On  est  ramené  à  intégrer  les  six  équations  (1)  et  (2); 
mais,  dans  le  cas  actuel,  on  peut  suivre  une  méthode  plus 
simple. 

La  dernière  équation  (2)  donne  d'abord,  en  désignant  par 
n  une  constante  : 

r  =  ». 

Le  travail  de  la  force  GA  est  \j.g  (Z  —  Z^),  en  désignant 
par  Z  la  coordonnée  du  point  G  rapportée  à  Taxe  0  Z  ;  on  a  : 

Z  =  A  cos  0. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  donc  : 

Ap'  -f-  Bj*  -+■  Gr*  =  i\xgh  cos  6  -+-  coiist.  ; 

ou  bien,  à  cause  de  A  =  B  et  r  =  const.  : 

(3)  A  (p*  -h  q^)  =  2|ji.ff  A  cos  6  +  a, 

a  désignant  une  constante  arbiti'aire. 

Le  moment  de  la  force  G  A  par  rapport  à  OZ  étant  nul, 
on  en  conclut  que  pendant  tout  le  mouvement,  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à 
cet  axe  OZ  est  constante;  or,  cette  somme  a  aussi  pour 
expression  : 

Apa'  -h  Bqb'  -hCrc'; 

car  c'est  la  projection  sur  OZ  de  Taxe  du  couple  résul- 
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tant,  et  les  projections  de  cet  axe  sur  OXy  Oj/,  Oz  sont  Ap, 
Bg,  Cr,  et  les  axes  Ox,  0//,  Oz  forment  avec  OZ  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  a",  h',  c.  On  aura  donc,  en  remplaçant 
a\  b\  c*  et  r  par  leurs  valeurs,  et  désignant  par  ,3  une  nou- 
velle constante  arbitraire  : 

(4)  A  sin  0  (p  sîn  9  -h  g  cos  9)  =  C»  cos  0  -h  p. 

Si,  dans  (3)  et  (4),  on  remplace/)  et  q  par  leurs  valeurs  (d), 
on  trouvera  : 


(3) 


A  sin'  *  ( ;i-)  )  +  ^  jTî  =  Sii.j'A  cos  9  +  a. 


j  i 

(6)  A  sin»  0  --^i  =  Cw  cos  6  4-  ?. 

Ces  équations  feront  connaître  tj;  et  ô  en  fonction  de  <;  elles 
donneront  donc  le  mouvement  de  Téquateur  du  corps.  On 
en  tire  : 

rfij; Cw  cos  6  -h  3 

dt  ""      A  sin»  6 

\^^-rk  (Gw  cos  6  -+-  p)  +  A  .^,  =  2\kgh  cos  0  -h  a. 
Posons  cos  0  =  ?/  ;  on  trouvera  : 

(7)  A«  ^  =  A  (1  -  M«)  {î^xghn  +  a)  -  (Cww  +  g)', 


dû 

d^ Cnw  +  p 


(8)  .,  -  .  ,.       ..^> 


on  tire  ensuite  de  la  dernière  des  équations  (4),  en  y  rem- 

dà 
plaçant  r  par  n,  cos  0  par  w,  et  ^  par  sa  valeur  (8)  : 

do  Cnu  -\-  ^ 

^^  (/f  A  (i  —  M») 
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L'équation  (7)  d'où  Ton  déduit  : 

(iO)         dt=:±  ^'^'' 


fei'îi  connaître  u  on  fonction  de  /;  (8)  et  (9)  donneront 
ensuite  '>  et  9  en  fonction  de  n.  On  est  conduit  à  des  inté- 
grales elliptiques. 

52.  Discussion.  —  Soit  posé  : 

(11)  /"(m)  =  a  (1  —  M«)  {i[Kghu  +  a)  -  (Cnu  -f-  g)*. 
On  aura  : 

(12)  A^'i=±k'/x;r). 

Soit  «0  la  valeur  initiale  de  u;  remarquons  que  d'après 

(12)  on  doit  avoir  /*(u,)  >  0,  ce  qui  est  aisé  à  vérifier,  car  on 
trouve  par  des  calculs  faciles  : 

/•(Mo)  =  A'  sin*  Oo  \  (pl  -h  ql)  —  (Po  sin  90  —  ^0  cos  90)*  j 

=  A*  sin»  Oo  j  Po  cos  9o  -h  Jo  sin  90  ('  >  0. 

On  trouvera  en  donnant,  dans  Texpression  (11),  à  u  les 
valeurs  —  00  ,  —  1,  u^j  4-  1  : 

/(-  0^)  >  0, 
/(-  1)  <  0, 
fi  Uo  )  >  0, 
fi-h  1)  <  0. 

Donc,  réquation  /"  (?0  =  0,  qui  est  du  3^  degré,  a  ses  trois 
racines  réelles  et  comprises,  Tune  entre  —  00  et  —  1,  la 
suivante  entre  —  1  et  i/^?  ^^  dernière  entre  w,  et  +  1  ; 
soient  —  ^(„  u'  et  u'  ces  racines,  n'  <  u".  On  pourra  écrire  : 

f{ti)  =  3^[Kg\  {u  —  m')  (m"  —  u)  (M  +  M,), 

(13)       v/¥  ''^  =  ^ ''' -^  ; 
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u  étant  compris,  par  sa  nature,  entre  —  1  et  +  1,  on  voit 
que  le  produit  (m  —  u')  (u'  —  u)  devra  toujours  être  positif; 
donc  u  oscilleVa  entre  u'  et  u\ 

On  déterminera  les  constantes  a  et  g,  d'après  les  condi- 
tions initiales,  par  les  formules  (3)  et  (4)  ;  on  pourra  supposer 
que  la  valeur  initiale  de  ç  est  zéro,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 
pris  pour  axe  Oo:  lié  au  corps,  la  position  initiale  de  ON; 
on  aura  ainsi  : 

(14)  ^  a  =  A  (pî  -+-  ql)  -  'i[>.gh  cos  6,, 
^    ^  i  g  =  AjoSin  6o  — Cw  cos  6^^. 

Examen  du  cas  où  p^  =  0^  q^  =  0.  —  Le  corps  est  alors 
animé  d'une  rotation  initiale  autour  de  son  axe  de  figure, 
et  abandonné  à  lui-mtime.  Les  formules  (14)  ou  plus  simple- 
ment les  formules  (5)  et  (0)  donnent  : 

a  =  —  2|xgf A  cos  ©0  =  —  Sjxj'A  t<<^, 
P  =  —  Cn  cos  e<^i=  — C/Mv 

On  trouve  : 

(15)  f{u)  =  (lé  -  Ho)  I  2 A  v^gh  (1  -  m»)  -  Cn»  (u  -  u,)  (. 

Ici,  on  a  : 

m'  =  Uq  ;      m'  >  tt'  >  tto, 


(,6)         \/^dt=±—  ^"  

^       ^  |/(W  —  Mo)  (îi'  —  U)  {u  +  !*,) 

On  a,  pendant  tout  le  mouvement  : 

Mo  <  u  <  u\ 

On  commencera  à  prendre  le  signe  4-  dans  la  formule  (16) 
quand  u  augmentera  de  u^  à  u\  puis  le  signe  —  quand  u 
diminuera  de  u'  à  i/^,  etc.  La  formule  (8),  qui  devient,  dans 
le  cas  actuel  : 

/JTk  dt};_CM(M  — Mo) 

^*'^  (It  ""    A(l— M*j  ' 
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montre  que  si  n  est  positif,  -,  j,  est  positif  et  <j/  croît  sans 

cesse;  le  mouvement  de  précession  est  rétrograde;  il  serait 
direct,  si  n  était  négatif.  (Remarquons  que  n  est  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  initiale  autour  de  OG.) 

La  formule  (17)  donne,   en  y  remplaçant    dt    par    sa 
valeur  (40)  : 


(18) 


v-g 


\/: 


Le  point  z  décrit  une  certaine  courbe  sphérique;  cher- 
chons l'équation  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan 
horizontal  XOY;  soit  P  la  projection  du  point  z,  X  et  Y  les 
coordonnées  de  ce  poiiit  P  ;  on  aura  : 

X  =  OP  cos  POX;      Y  =  OP  sin  POX, 


OP  =:sin  6  =  Kl  — ti*. 

La  droite  ON,  perpendiculaire  sur  OZ  et  Oz,  est  perpendi- 
culaire sur  le  plan  ZOz,  donc  sur  la  droite  OP;  ainsi 
PON  =  90o;  donc  POX  =  90  —  ^  et  : 


(19) 


X  =  |/l  -  u'  si 


sm  q/; 


Y  =  |/l  —  ti»  cos  *. 


u  est  déterminé  en  fonction  de  ^  par  l'équation  (18);  les 
deux  équations  (19)  donneront  donc,  en  fonction  de  «J/,  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  cherchée. 

Le  rayon  vecteur  OP  =  |/l  —  tï*  est  toujours  compris 
entre  |/l  —  ir-  et  |/l  —  ni . 

Soit  V  l'angle  que  fait  la  tangente  à  cette  courbe  avec  le 
rayon  vecteur  OP;  on  a  : 


tgV 


—  4- 


d'b 


1  —  îi'  </^^ 
11      du 
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ou  bien,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  (18)  : 


(20)  tgV  =  T— ^^— 1/    .     "7"' ;. 

a  Kap^i/ A  y    C«  -  «)  («  +  «.)  . 

« 

pour        M  =  tfo,      on  a      V  =  0;      pour      ti  =  tt',      ^  =  5- 
La  courbe  rencontre  donc  normalement  la  circonférence 


rig.239 


0(i    ol^/_|^,- 

oF  «i^-t;-' 


extérieure,  tandis  qu'elle  est  tangente  à  la  circonférence 

intérieure. 

Si  nous  partons  du  point  E,  où  u  =  u^^  le  rayon  vecteur 
diminue  jusqu'en  F;  il  augmente  de  F  en  G;  à  partir 
de  G,  il  doit  diminuer,  tout  en  continuant  à  tourner  dans 
le  même  sens;  le  point  G  est  donc  un  point  de  rebrous- 
sement. 

Du  cas  où  la  vitesse  de  rotation  n  est  très  grande.  —  En 
se  reportant  à  l'équation  (15),  on  voit  que  u'  est  l'une  des 
racines  de  l'équation  : 

2A  [xflfA  (1  —  tt')  -  C'n*  (M  -  u,)  =  0, 

Despevrous.  —  Mécanique.  H.  17 
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qui  peut  s'écrire  : 

2A  \i,gh  ,.        ,. 
'*  -  ^'o  =  -^f~-  (1  -  ti*). 

Le  coefticient    ^^  ^  •  étant  très  petit,  la  quantité  w,  est 

très  grande,  et  u'  diffère  peu  de  «/^î  ^*  qui  doit  toujours  être 
compris  entre  u^  et  u",  différera  très  peu  de  w„  et  0  de  0.; 
l'angle  que  fait  l'axe  du  corps  solide  avec  la  verticale,  sera 
sensiblement  constant. 

On  peut,  dans  ce  cas,  effectuer  les'  intégrations  par 
approximation.  Nous  partirons  des  formules  ci -dessous, 
dans  lesquelles  on  a  remis  0  au  lieu  de  u  : 

A  sin  6  rfô 
at=z± 


(21) 


Kcos  6  --  cos  Oq  yi[f.ghA  sin*  6  —  C'n' (cos  6  —  ces  6^,) 
d^      Cn  (cos  e  —  cos  6o) 


dt  A  sin*  6 

Nous  poserons  : 

(22)  '-^r  =  *• 

C*w* 

A:  sera  une  petite  quantité,  puisque  n  est  très  grand.  Nous 
aurons  : 


^'*  |/cos  ô  —  cos  ôo  Vik  sin'  Q  —  (cos  6  —  cos  ô^>) 

Nous  savons  que  0  diffère  très  peu  de  Oo,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement;  nous  ferons  donc  : 

0  =?  Oo  —  w, 

et  tv  sera  très  petit. 
Nous  aurons,  en  nppli(|uant  la  formule  de  Taylor  : 

cos  0  =  cos  (Oq  —  fr)  =  cos  6^  i-  w  sin  0^,  en  négligeant  «p*, 
2/t  sin'  0  =  2*  sin'  O^,  en  négligeant  tck^ 

—  sin  0  r/e  =  (/.cos  0  =:*sin  0^  dw^ 
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et  la  formule  (23)  (levien<lra,  en  y  prenant  le  signe  — ,  aux 
environs  de  <  =  0,  puisque  0  commence  à  décroître  : 


.          A                 dw                      A                       dw 
dt 

Cm  |/^,  |/2a.  sin  0^  —  w      ^''  Vk'  sin*  6,  —  (A sin  6,- 

-wy 

ou  bien  : 

k  sin  6o  —  w 

A                /        /A- sin  ôo  - //A« 
V         \    Asine,    ; 

d*où,  en  intégrant  : 

-T-      arc  cos  — ,    ."   —  -h  const. 
A                        k  sni  Qq 

On  doit  avoir,  pour  <  =  0,  0  =  0,  w  =  0  ;  la  constante 
est  nulle;  on  a  ensuite  : 

*sinO„--^r  Cnt 

k  sin  Oq  a 

d'où  : 

(24)  w  =  ik  sin  OoSin'^i 

0„  —  2t  sin  On  sin*  -^-r-» 

zA 


0  ^^  *""  '^0 


(2o)  0  =  Oo -p7^^, sm-  ^-^  /  =  Oo  -+-  H, 


en  posant  : 


^  2A  u.gh  sin  Oo   .  ,  Gw  / 


La  formule  (21)  donne  ensuite  : 

d^_Cn    tP  sin  0, 
'•*  '  dt~  k  '    sin'  0  ■ 

On  peut  remplacer  sin'  0  par  sin'  e„  car  cela  relent  à 
n^liger  w'  dans  le  second  membre,  ce  qui  a  déjà  été  fait; 
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remplaçant  en  outre  w  par  sa  valeur  (2i),  il  viendra  : 

d^      ^,  Cm   .     Hm         ,  Cm      A  Cm        Cn , 
dt  A  2A  A  A  A 

d'où  : 

d>  =  -  A:  M?  —  A  sin  --  ty 

A  A 

(^'^  *-C^^"-CVr*-'^"Â^'^-Cn'-  ^' 

en  posant  : 

„,      [Kgh  A   .    C     ^ 

il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  car  on  a  bien  ^  =  0 
pour  t  =  0. 
Enfin,  la  formule 

do  ^  dà 

-i  =  M  +  cos  0  -r- 
dt  dt 

dà 
va  nous  donner,  en  y  remplaçant  «^  par  sa  valeur  (26)  : 

do  Cm  sin  Oo  cos  0 

dt  A        sni'  0 

On  doit  remplacer  dans  le  second  membre  ^-t-t  par  .  ,/; 

^  sm*  e  ^     sin' 6^' 

en  mettant  en  outre  pour  w  sa  valeur  (24),  il  viendra  : 

do  ûf  Cm        r.     •  î  C     ^  A  Cm 

--I  =  M  -j-  2A:  -,-  cos  Oo  sin*  -  m  f  =  m  h r—  cos  Oo 

at  A  A  A 

*Cm       ^         C 
T—  COS  Go  cos  —  ntj 

d'où,  et  sans   ajouter  de  constante,   en  prenant  ©  =  0, 
pour  /=  0  : 

(C  \  C 

1  -h  A:  -  COS  Oo )  —  A*  cos  Oo  sin  j  nt, 

(28)      ç  =  w^  1 1  -4-  g^  cos  Oo  J  -  '- ^, -,-  cos  Oo  sm  ~  «  /. 
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Les  formules  (25),  (27)  et  (28)  résolvent  le  problème,  au 
degré  d'approximation  indiqué. 

Négligeons  d'abord  0  et  W;  nous  verrons  que,  quand  le 
mobile  a  reçu  une  très  grande  vitesse  de  rotation  autour  de 
son  axe  de  figure,  après  que  cette  droite  a  été  écartée  de  la 
position  verticale,  son  équateur  conserve  une  inclinaison 
constante  sur  le  plan  horizoïltal  XOY  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement;  l'expression  (27)  de  ^  montre  qu'en 
même  temps  l'intersection  ON  de  ces  deux  plans  prend  un 
mouvement  uniforme,  très  lent  par  rapport  à  la  rotation  du 

mobile  (en  effet  t^  t  est  très  petit  devant  n  t)  et  qui  est 

rétrograde  dans  le  cas  oïi  nous  nous  sommes  placés,  ?i  >  0; 
la  valeur  de  ^J;  est  indépendante  de  0^. 

Le  mouvement  réel  différera  du  mouvement  simple  ci- 
dessus,  par  les  petites  quantités  0  et  V  qui  constituent  ce 
que  l'on  appelle  la  7iiUation,  tandis  que  le  mouvement 
simple  considéré  est  un  mouvement  de  précession;  en  se 
reportant  aux  expressions  de  0  et  de  ^F,  on  voit  que  ces 
quantités  sont  d'autant  plus  petites  que  le  mouvement  de 
rotation  initial  est  plus  rapide  ;  0  et  ^  sont  du  reste  des 
quantités  périodiques,  et  la  durée  T  de  la  période  est  déter^ 
minée  par  l'écpiation  : 


d'où  : 


A 


rp  C         2<w 

1  =  -  •  — 
A      n 


Cette  durée  est  très  petite. 

53.  Expérience  de  Foucault  et  de  H.   Gruey.  ~  Les 

conditions  que  nous  venons  d'indiquer  ont  été  réalisées 
dans  l'un  des  appareils  de  Foucault;  AB  est  un  tore, 
auquel  on  peut  communiquer  un  mouvement  de  rotation 
rapide  autour  de  son  axe  CD.  L'extrémité  C  repose  sur  une 


Nir 


Fi^  240 


\ 
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crapaudine  située  à  Textrémité  du  support  vertical  CE;  on 
tient  d'abord  à  la  main  Textrémité  D  ;  quand  on  abandonne 

l'appareil  à  lui-même,  après 
avoir  imprimé  au  tore  un  mou- 
vement de  rotation,  on  voit 
que  Taxe  CD  ne  tombe  pas; 
mais  il  se  met  à  décrire  un 
plan  horizontal,  d'un  mouve- 
ment qui  paraît  unifonne. 

Ici,  le  plan  àe  l'équateur  du 
tore  est  à  l'origine  du  mouve- 
ment   perpendiculaire   sur    le 
^  plan  horizontal  qui  passe  par 

le  point  fixe;  0^  =  90^,  0  restera  toujours  voisin  de  Oo*, 
donc  l'axe  CD  doit  bien  rester  constamment  à  très  peu  près 
horizontal;  la  ligne  d'intersection  du  plan  horizontal  XOY 
avec  le  plan  de  l'équateur  doit  prendre  un  mouvement  de 
rotation  à  peu  près  uniforme;  donc  l'axe  CD  doit  tourner 
dans  un  plan  horizontal,  d'un  mouvement  à  peu  près 
uniforme. 
Ici,  l'expérience  n'est  pas  propre  à  mettre  en  évidence  la 

courbe  décrite  par  le  centre  de  gravité  du 
tore;  cette  courbe  est  à  trùs  peu  près  un 
cercle  horizontal  ayant  son  centre  en  C. 

L'un  des  api)areils  imaginés  par 
M.  Gruey,  au  contraii^e,  met  bien  eu 
évidence  le  mouvement  du  centre  de 
gravité.  Il  se  compose  encore  d'un 
système  CABD  analogue  à  celui  que 
nous  venons  de  décrire,  seulement  le 
point  C  est  suspendu  à  la  Cardan,  et  la 
position  de  l'axe  CD  au  repos  est  verti- 
cale. On  peut  (lire  que  cet  appareil  se  compose  d'un 
pendule  simple  MN  perpendiculairement  auquel  se  trouve 


M 


éf- 


^ 


Fig  2^1 
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un  tore  P  que  Ton  peut  animer  d'une  grande  vitesse  de 
rotation;  la  tige  MN  peut  tourner  librement  autour  du 
point  M  grâce  à  la  suspension  à  la  Cardan. 

Mouvement  d'un  corps  solide  entièrement  libre. 

54.  On  connaîtra  ce  mouvement  quand  on  pourra  déter- 
miner le  mouvement  absolu  de  Tun  des  points  du  corps, 
et  le  mouvement  relatif  du  coi'ps  autour  de  ce  point.  Il  y  a 
tout  avantage  à  choisir,  pour  ce  point  particulier,  le  centre 
de  gravité  G  du  corps;  soient  u\^  j/„  r,  ses  coordonnées; 
menons  par  le  point  G  trois  axes  rectangulaires  G;,  G  y;,  Gç 
parallèles  aux  axes  fixes  O.r,  Oy,  Or;  ces  axes  mobiles 
conserveront  donc  une  direction  constante;  soient  a?,  //,  z 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  corps  rapportées 
aux  axes  fixes,  Ç,  y;,  ;  les  coordonnées  du  même  point 
rapportées  aux  axes  mobiles,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la 
force  appliquée  à  ce  point;  on  aura  : 

m  M^^=2x;   M?i=2ï;   >»^=1-'- 

On  aura  ensuite,  comme  on  Ta  déjà  vu,  les  équations  : 


(3) 


, -"'5  s?- =i^ï) =-«"-«'>• 


Les  équations  (2)  et  (3)  ont  lieu  pour  un  système  matériel 
quelconque,  et  ces  six  équations  sont  généralement  insuffi- 
santes pour  déterminer  le  mouvement  du  système;  mais 
elles  suffisent  dans  le  cas  d'un  coi'ps  solide.  Relativement  au 
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point  G  considéré  comme  fixe,  la  position  du  corps  solide 
dépendra  en  effet  uniquement  des  trois  angles  d'Euler^j^J;,  6; 
les  équations  (3)  sont  propres  à  déterminer  ces  trois  variables. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  (3)  du  mouvement 
de  rotation  d'un  corps  solide  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité, sont  les  mêmes  que  si  ce  centre  était  fixe;  un  corps 
solide  tourne  donc  autour  de  son  centre  de  gravité  comme 
si  ce  centre  était  fixe. 

En  résumé,  on  déterminera  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  par  les  équations  (2)  ;  le  mouvement  de  rotation  du 
corps  autour  de  son  centre  de  gravité  sera  déterminé  par 
les  équations  (3)  que  Ton  pourra  remplacer  par  les  équa- 
tions d'Euler,  qui  ne  sont  que  des  transformations  des  équa- 
tions (3).  Dans  les  applications  les  plus  simples,  il  arrivera 
souvent  que  les  seconds  membres  des  équations  (2)  seront 
indépendants  de  ç,  6,  '^  et  les  seconds  membres  de  (3)  de 
^n  J/n  ^iJ  de  sorte  que  les  équations  (2)  et  (3)  constitueront 
deux  systèmes  séparés  que  Ton  intégrera  à  part. 

Dans  quelques  cas  particuliers  le  problème  se  simplifie  : 

1»  Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures.  —  Le  centre 

de  gravité  du  solide  aura  un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme, et  en  môme  temps  le  mouvement  du  solide  autour 
de  son  centre  de  gravité  suivra  les  lois  formulées  par  le 
théorème  de  Poinsot;  Tellipsoïde  central  des  moments 
roulera  sur  un  plan  d'orientation  constante,  mené  à  une 
distance  invariable  du  centre  de  gravité. 

On  voit  néanmoins  que  si  le  mouvement  d'un  point 
matériel  qui  n'est  soumis  à  aucune  force  est  des  plus 
siniples,  il  n'en  est  pas  de  même  du  mouvement  d'un  corps 
solide  dans  les  mêmes  conditions. 

2^  Mouvement  d'un  corps  pesant.  —  Le  centre  de  gravité 
décrit  une  parabole,  et  comme  la  résultante  des  actions  de 
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la  pesanteur  sur  les  divers  points  du  corps,  passe  constam- 
ment par  le  centre  de  gravité,  les  sommes  des  moments  des 
forces  extérieures  par  rapport  aux  axes  0;,  Oy;,  OÇ  seront 
nulles;  le  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité 
sera  donc  le  même  que  dans  le  cas  précédent. 

3""  Mouvement  d'une  sphère  homogène,  dont  tous  les 
points  sont  attirés  par  un  centre  fixe  suivant  la  loi  de 
Newton.  —  La  résultante  des  attractions  passera  par  le 
centre  de  la  sphère,  qui  est  en  mémo  temps  son  centre  de 
gravité,  et  elle  variera  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  de  ce  point  au  centre  fixe.  Le  mouvement  autour 
du  centre  de  gravité  sera  le  même  que  si  le  centre  de  la 
sphère  étant  fixe,  les  divers  points  de  cette  sphère  n'étaient 
soumis  à  Taction  d'aucune  force  extérieure.  Le  mouvement 
de  rotation  initial  ayant  lieu  autour  d'un  certain  diamètre, 
qui  sera  toujours  un  axe  principal  d'ineitie,  se  continuera 
indéfiniment  autour  de  ce  môme  axe,  en  restant  uniforme. 
La  même  chose  aurait  lieu  si  la  sphère  était  composée  de 
couches  concentriques  homogènes. 

55.   Problème   de   la   toupie.    —   Un    corps    soUde 

pesant,  homogè- 
ne, de  révolu- 
tion autour  d'une 
droite  le  passant 
par  son  centre 
de  gravité  G,  a 
sa  pointe  I  assu- 
jettie à  se  mou- 
voir sur  un  plan 
Fiq  2*2  i  horizontal  parfai- 

p  tement  poli  MN. 

On   demande  d'étudier  son  mouvement. 


266  COURS   DE  MÉCANIQUE. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  corps  sont:  le  poids  GP 
=  [ig  du  corps,  appliqué  au  point  G,  et  la  réaction  normale 
IQ  =  Q  du  plan,  laquelle  est  verticale. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes,  0?,  Oyj,  0;, 
l'origine  0  étant  dans  le  plan  MN,  et  Taxe  OÇ  étant  vertical 
et  dirigé  vers  le  haut;  soient,  relativement  à  ces  axes,  Ç,  y;,  Ç 
les  coordonnées  du  point  G.  On  aura,  par  le  principe  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  : 

d'où,  en  désignant  par  a,  g,  a',  3'  quati'e  constantes  arbi- 
traires : 

^'  (T,=  ^t  +  »\ 

(^)  « = ^  Ct  +  ^)- 

Les  équations  (1)  montrent  que  le  point  H,  projection  du 
point  (I  sur  le  plan  fixe,  est  animé  d'un  mouvement  recti- 
ligne  et  uniforme.  L'équation  (2)  fera  connaître  la  réaction 
normale  du  plan,  lorsque  ;  sera  connu  en  fonction  de  /. 

Cherchons  le  mouvement  relatif  du  corps  autour  du 
point  G  :  Gz  est  un  axe'principal  d'inertie  pour  le  point  G; 
deux  axes  quelconques  Gx  et  G/y  formant  avec  lui  un 
système  rectangulaire  seront  aussi  des  axes  principaux 
d'inertie.  Les  moments  d'inertie  qui  répondent  à  Gx  et  Gj/ 
seront  égaux  entre  eux;  soient  A  leur  valeur  et  C  le 
moment  d'inertie  relatif  àGz, 

La  troisième  équation  d'Euler,  celle  qui  correspond  à  G  c, 
est  en  général  : 

(3)  c^  +  (B-A)M  =  N, 

N  désignant  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures 
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par  rapport  à  Gz;  or,  les  deux  forces  extérieures  GP  et  IQ 
rencontrent  Gr;  leurs  moments  sont  nuls;  donc  : 


N  =  0; 

on  a  (lu  reste  : 

B  =  A, 

et  l'éciuation  (3)  donne  : 

doù,  en  désignant  par  n  une  constante  : 

(4)  r  =  n. 

Appliquons  le  théorème  des  forces  vives. 

Soit  V  la  vitesse  du  point  G  ;  la  force  vive  T  du  corps  sera  : 

ou,  en  remplaçant  5  et  r<  par  leurs  valeurs  (1)  : 

T  =  IX  (a«  -I-  r-  +  J;i)  -H  A  {f  +  q')  4-  Cn\ 

Soient  JK  et  Ço  '^^  valeurs  do  p  et  q  à  l'époque  initiale  f^; 
la  variation  de  la  force  vive,  pendant  le  temps  t  —  t^,  sei*a  : 

^  -  ''' = ^  [0  -  {ÏÏ2  "■  '  ^''  "-  "'  -  "'  -  ''^- 

Cherchons  les  travaux  des  fondes  extérieures  pendant  le 
même  temps;  le  travail  de  la  l'éaction  normale  Q  est  nul; 
celui  du  poids  est  ixr/  (ï^  —  r);  on  aura  donc  : 

ou  bien  : 


^'^-m-m 


-i-  A  (/>'  +  q'--pl  -  7i)  =2;xj/,(i;,  -  0. 
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Nous  supposerons  qu'à  Tépoque  <,,  le  centre  de  gravité 
du  corps  a  été  maintenu  immobile,  et  qu'on  s'est  borné  à 
imprimer  au  corps  un  mouvement  de  rotation  autour  de  Gz  ; 
n  sera  la  \1tesse  angulaire  de  ce  mouvement,  et  nous  aurons  : 

a  =  0,      p  =  0, 
Po  =  0,     îo  =  0» 


G-ï).=»' 


les  équations  (1)  et  (5)  donneront  ; 

Ç  =  a'  ;      Y)  =  &' 

(6)  ,xg  +  A(p'  +  ?')=2,xp(Ç.-C). 

Le  point  H  restera  fixe  pendant  tout  le  mouvement,  et  le 
point  G  ne  quittera  pas  la  verticale  HZ.  Posons  : 

GI  =  /. 
ZG:r  =  e; 

soit  6.  la  valeur  initiale  de  0,  nous  aurons  : 

(7)  î  =  /  cos  0, 
et  l'équation  (6)  donnera  : 

(8)  [lP  sin'  e  -y-^- -I-  A  (/>*  +  g*)  =  2 [xj'/  (cos  %  —  cos  6). 

Appliquons  maintenant  le  théorème  des  moments  des 
quantités  de  mouvement,  dans  le  mouvement  relatif,  à 
l'axe  GZ  de  direction  invariable. 

Les  deux  forces  extérieures  IQ  et  GP  étant  parallèles 
à  GZ,  leurs  moments  par  rapport  à  cet  axe  sont  nuls;  donc,^ 
dans  le  mouvement  relatif,  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  par 
rapport  à  GZ  est  constante;   or,    cette   somme    a   pour 
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expression  : 

kp  cos  (a?,Z)  -H  B}  cos  (y,Z)  +  Cr  cos  (z,Z) 

=  kp  (—  sîn  9  sin  6)  -h  Ag  (—  cos  9  sin  6)  +  Cn  cos  6. 

Nous  aurons  donc  : 

—  A  sin  6  (p  sin  9  +  g  cos  9)  +  Ci*  cos  6  =  constante. 

Pt  et  g,  étant  nuls,  la  constante  est  égale  à  Cn  cos  6,;  donc  : 

(9)         A  sin  0  (p  sin  9  4-  g  cos  9)  =  Cn  (cos  6  —  cos  %). 

Or,  on  a  : 

p  sin  9  4-  î  cos  9  =  sin  6  -.-  » 


d'où: 


de 
—  p  cos  9  -f-  ?  sin  9  =  ^  » 


et  les  équations  (8)  et  (9)  peuvent  s'écrire  : 

(fl)  A  (^^  +  sin'e^j  -h  ixPsin«e  —  =2|xff/(coseo-cose); 

d6 
(ft)  A  sin*  ^  ~  =  Cn  (cos  0  —  cos  %). 

Ces  deux  équations  donneront  6  et  ^J;  en  fonction  de  <;  la 
première  montre  que  Ton  a  : 

cos  %  —  cos  6  >  0, 
ô  >  60. 

Ainsi,   Tanglè  0  ne  sera  jamais  inférieur   à  6,;  si  Ton 
suppose  n  >  0,  Téquation  (b)  donne  : 

dt  ^    ' 
donc  ^  ira  sans  cesse  en  diminuant. 
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En  éliminant  -77  entre  (a)  et  (b),  on  trouve  : 


„  ,        ^  Ka  4-  11./*  sin«  0  sin  0  dO 


1/  (cos Oo — cos  0)   2  ;/.<// sin*  0 r-  (cos  Oo  —  cos  6) 

on  aura  ensuite  : 

rfi};  _  —  Cn  (cos  Oo  —  cos  0) 
^''^  d7  ~"  A  sin»  0 

A  Torigine  du  mouvement,  0  est  égal  à  0/,  on  a  vu  que 
0  n'est  jamais  inférieur  à  0/,  donc  0  commence  à  croître,  et 
dans  la  formule  (a'),  on  doit  commencer  par  prendre  le 
signe  +.  Posons  : 

cos  0  =  î*  =  j: 

nous  aurons  : 


_     ,  k'A  4-  |x/*  (1  —  M»)  du 

(c)    ^f  =  — 


y/ (H,  -  u)  ^2^».gl  (1  -  n«)  -  -'^-  (Mo  -  n)] 

la  formule  (c)  donne  /  en  fonction  de  u  par  une  intégi'ale 
idtra-ellipti(iue. 

Discussion.  —  Posons  : 

f{u)  =  i'^xgl  (1  -  n')  ~  ^  (Uo  ~  M), 
nous  trouverons  : 

Pour    f/  =  -l,      f(u)  =  -^\l-\-v,)      <0, 

«  =  ii„         f{ti)  =  'i-^gl  (1  -  «;)         >  0, 

Cm' 

M  =  +  1,        /■(»)  =  +  -_  (1  —  M,^        >  0, 
M  =  +  00  ,      /■(«)  <  0. 
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Donc,   réquation  f{u)  =  0  a  ses  deux   racines  réelles 
u'  et  u'  : 

n'  >  ^. 
On  pourra  écrire  : 

f{u)  =  —  2|i.flf/  {u  —  n')  (m  —  u"), 
et  la  formule  (c)  deviendra  : 


(C) 


dt  =  '- 


\/âA-,-^â^(l-t*V/« 


"iv^gi     ig 


^"(«0  —  H)(M—  m')  (u'  — m) 

Le  radical  du  dénominateur  doit  être  réel;  u'  étant  >  1, 
u'  —  w  sera  toujours  positif;  on  a  vu  (|ue  u^  —  u  est  tou- 
jours positif;  on  devra  donc  avoir  constamment  : 

u  —  u'  ^  0, 
d'où  :  _ 

Soit  0'  la  valeur  de  0  correspondante  au';  on  aura  : 

Oo<0<e', 

0  oscille  donc  entre  0^  et  0'. 

Courbe  décrite  par  la 
pointe   de  la  toupie.  — 

Soit  p  =  III,  et  (I)  l'angle 
que  fait  la  droite  HI  avec 
l'intersection  du  plan  MN 
etduplanZGY(GX,  GY 
étant  les  deux  axes  fixes 
c|ui  avec  GZ  forment  un 
p.     243  système  rectangulaire);  p 

"  et  0)  seront  les  coordon- 

nées polaires  du  point  I,  II  étant  le  pôle. 
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Construisons  une  figure  sphérique,  sur  une  sphère  de 
rayon  1 ,  ayant  le  point  G  pour  centre  ;  nous  aurons  : 

Zr  =  0;      2ZY  =  o), 

Or,  A  est  le  pôle  du  grand  cercle  Zz; 

X  est  le  pôle  du  grand  cercle  ZY;  Xlonc  : 

(i)  =  t|/. 

On  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  rectangle  IHG  : 


Fig.244 


p  =  /sinô  =  lKl  — 1<*, 

donc  p  sera  compris  entre  l  sin  0^  et  l  sin  0'. 

Ainsi,  la  courbe  considérée  sera  com- 
prise entre  deux  circonférences  ayant 
pour  centre  le  point  H,  et  pour  rayons  : 

HB  =  /sinôo;      HB'  z=:/siaO'. 

Soit  £  Tangle  que  fait  avec  le  rayon 
vecteur  la  tangente  à  la  courbe,  en  un 
point  quelconque;  on  aura  : 


ou  bien  : 


t«£  =  - 


(là 

u      du 
dt 

du 


formule  dans  laquelle  on  remplacera  -tt  par  sa  valeur  tirée 

dà 
de  (C),  et  --jT  par  sa  valeur 

Cm  (Uq  —  u) 
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conclue  de  (b')  ;  on  trouvera  ainsi  : 


A  /  ..         .X  1/mo  — « 


Cn  .  /   A  /  ,,         ,, 


l^{ii  —  //')  in"  —  u) 
On  en  conclut  : 

pour     M  =  î/p,      s  =  0, 


f  '- 


M=:tt'  £  =  -• 

2 

Donc,  la  courbe  est  normale  à  la  cii'conférence  HB,  aux 
points  où  elle  la  rencontre,  tandis  qu'elle  est  tangente  à  la 
circonférence  HB';  la  courbe  a  donc  la  forme  indiquée  par 
la  figure  244. 


nF.spKYROrs.  —  Mécanique.  H.  1*^ 


CHAPITRE  VI 

FORGES  INSTâNTâNËES.  —  SUR  LES  PERCUSSIONS 

ET  LE  CHOC  DES  CORPS. 


56.  On  comprend  que,  plus  une  force  est  grande,  plus  le 
temps  nécessaire  pour  que  cette  force  imprime  une  vitesse 
donnée  à  un  point  matériel  sera  petit.  Les  forces  cpii  impri- 
ment des  vitesses  finies  dans  des  temps  très  courts,  pro- 
duisent  des  déplacements  très  petits,  car  le  déplacement 
est  égal  au  produit  de  la  vitesse,  qui  est  finie,  par  le  temps, 
qui  est  très  petit.  On  nomme  ces  forces  i)^^'c^^^sio7ès,  ou 
forces  instantanées.  Nous  allons  voir  comment  on  les 
mesure. 

(40nsidérons  une  pareille  force  sollicitant  un  point  matériel 
suivant  Ox;  supposons  le  point  en  repos  pour  <  =  0,  et  la 
force  agissant  sur  lui  pendant  le  temps  très  court  t;  nous 
aurons  : 

(i)  m  -  =  X, 


m 


dt  Jo 


Donc,  pour  avoir  la  vitesse  que  possède  le  point  matériel 
au  temps  t,  il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  la  variation 
de  la  force  X  pondant  ce  temps,  mais  seulement  l'intégrale  : 


/■ 


X  dt  =  X„ 
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Si  la  force  X  est  supposée  constante,  on  aura  : 

X,  =  Xt,      X  =  ^*. 

Si  la  force  X  varie  pendant  le  temps  t,  on  communiquem 

au  point  matériel  la  même  vitesse,  en  faisant  agir  sur  lui 

X 

pendant  le  temps  x  une  force  constante  et  égale  à  -^  • 

On  prend  pour  mesure  de  la  percussion,  la  quantité  X, 
=  /    ^  dl^=^mv\  donc,  pour  mesurer  la  percussion,  on 

fera  agir  les  forces  instantanées  sur  un  môme  point  matériel 
partant  du  repos,  pendant  un  temps  très  court,  mais  qui 
restera  toujours  le  môme,  et  on  mesurera  la  (juantité  de 
mouvement  communicjuée  au  point  matériel;  on  prendra 
le  temps  x  assez  petit  pour  que  le  déplacement  soit  insen- 
sible, la  vitesse  communî(juée  étant  cependant  finie. 

Supposons  maintenant  que,  au  moment  où  la  force 
instantanée  agit  sur  le  point  matériel,  ce  point  ait  déjà  une 
certaine  vitesse  dirigée  suivant  Ox\  nous  aurons  en  inté- 
grant réquation  (1),  désignant  par  i»,  la  vitesse  du  point 
matériel  à  Tépoque  <o»  où  la  force  instantanée  commence 
d'agir,  par  v  sa  vitesse  au  temps  f,  +  x  où  elle  cesse  : 


m 


V  —  mi\  =  /         X  d/  =  X,. 


Donc:  la yercot^^ion  se  mesure  par  V augmentation  de  la 
quantité  de  mouvement  du  point  matériel. 

Pour  donner  une  percussion,  on  donne  la  direction  de  la 
force,  et  la  quantité  de  mouvement  P,  =  m^v^  que  cette 
percussion  agissant  pendant  le  temps  x  imprimerait  à  un 
point  matériel  de  masse  m^  partant  du  repos.  Si  cette  force 
agissait  pendant  le  môme  temps  x  sur  un  point  matériel  de 
masse  m„  elle  lui  communiquerait  une  quantité  de  mouve- 
ment m,v,  =  m^i\  =  IV 


276  COURS  DK  MÉCANIQUE. 

57.  Effet  d'une  percussion  P,  sur  un  point  matériel 
animé  d'une  vitesse  v^  ayant  une  direction  différente  de 
celle  de  la  force  instantanée.  —  MA  est  la  vitesse  t;,  en 

grandeur  et  eu  direction,  MP,  la  percussion  en  grandeur  et 

p 

en  dii'ection;  prenons  MA,  =  -;  la  percussion  communi- 

c  querait  au  point  m 
partant  du  repos  la 
vitesse  MA,;  ce  point 
a  déjà  la  vitesse  MA 
=  t;,  ;  la  vitesse  résul- 
tante sera  MB. 

Soit  MD  =  mi'o  la 
quantité  de  mouve- 
ment du  point  M  avant 
la  percussion;  la  quan- 
tité de  mouvement 
après  la  percussion  sera  MC,  résultante  de  P,  et  de  mv^. 

S'il  y  a  deux  ou  plusieurs  percussions,  on  les  composera 
avec  mv^  par  la  règle  du  polygone  des  vitesses. 

Lorsqu'une  ou  plusieurs  forces  agissent  sur  un  point 
matériel  soumis  à  l'instant  t^  à  une  percussion  agissant 
pendant  le  temps  t,  on  n'a  pas  à  s'occuper  des  forces 
ordinaires  pendant  le  temps  t.  On  s'en  sera  occupé  avant, 
ce  qui  aura  permis  de  déterminer  la  vitesse  à  l'époque  t^j 
et  par  suite  la  quantité  de  mouvement  correspondante  MD; 
la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  fera  connaître  la 
vitesse  et  la  quantité  de  mouvement  du  point  M  à  l'époque 
/o  +  T.  En  résumé,  sur  un  point  matériel  donné,  des  per- 
cussions quelconques  surgissant  à  l'époque  t  ne  changent 
pas  sa  position,  mais  sa  vitesse,  en  grandeur  et  en  dh^ection, 
il  y  aura  un  changement  des  trois  constantes  dans  les  for- 
mules qui  représenteront  le  mouvement  du  point  matériel 
à  partir  de  t  =  t^. 


Fig.24S 
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58.  Extension  des  théorèmes  généraux  aux  percussions. 

—  Considérons  un  système  de  points  matériels  en  mouve- 
ment; faisons  agir  à  un  moment  donné  /<„  des  percus- 
sions sur  ces  divers  points,  pendant  le  temps  t;  nous 
aurons  : 

d'où,  en  multipliant  par  dt  et  intégrant  pendant  la  durée 
très  courte  de  la  percussion  : 

,,     dx      ^     (dx\       ^^^    r''^\  ,. 

Les  forces  ordinaires  disparaissent  de  cette  équation,  car, 

X  d<  est  très  petite; 

il  n'en  est  pas  de  même  des  forces  instantanées,  et 
l'on  a  : 

(«)  Sm-^--^m(-j=v:2^.' 

ce  que  l'on  peut  écrire,  en  désignant  par  x^^  j/,,  z^  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité,  et  par  M  la  niasse  du 
système  : 


"  S=  -  »(^).= ^2  ".■ 


Donc  :  le  changement  de  vitesse  produit  par  les  percus- 
sions sur  le  centre  de  gravité  du  système  est  le  mcyne  que 
si  toute  la  masse  y  était  concentrée,  et  si  toutes  les  percus- 
sions extérieures  y  étaient  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes. 

Remarque.  —  On  peut  écrire  l'équation  (a)  et  les  deux 
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autres  pareilles  comme  il  suit  : 

Extension  des  équations  des  moments.  —  On  a  relative- 
ment à  un  axe  lixe  quelconciue  réquation  : 

on  en  conclut,  en  multipliant  par  dt^  et  intégrant  de  t  :^^  t^ 
à  i  =  f  0  +  T  : 

„     /    ây         dx\       „     /    dy         dx\ 

on  regarde  les  déplacements  des  divers  points  comme  insen- 
sibles, pendant  la  durée  de  la  percussion  ;  donc  : 

f{xY  —  y\)  dt  =  X  Ndt  —  yfx  dt. 

Pour  les  forces  ordinaires,  les  intégrales  JX  dt  et  jY  dt 

seront  insensibles  ;  pour  les  forces  instantanées,  il  n'en  sera 
pas  de  même  ;  on  aura  : 


Cxdt  =  X,;       fYdt  =  \\, 
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et  il  viendra  : 

Donc  :  V accroissement  de  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement,  par  rapport  à  un  axe  fixe,  est 
égale  à  la  somme  des  moments  des  percussions  par  rapport 
au  même  axe. 

I/équation  ci-dessus  et  les  deux  autres  pareilles  peuvent 


s'écrire  : 


^-•»('''-7-^s)=-2'^^.-•ï.). 

59.  Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe, 
soumis  à  des  percussions  et  calcul  des  percussions  exercées 
sur  Taxe.  —  Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  ;:; 
soit  u)o  la  vitesse  de  rotation  à  l'époque  t  où  les  forces 
instantanées  viennent  à  agir;  on  peut  obtenir  la  fixité  de 
Taxe  en  fixant  deux  points  0  et  0'  de  cet  axe,  situés  à  une 
distance  donnée,  00'  =  /i.  On  introduira  les  réactions  de 
ces  points,  et  le  corps  pourra  être  considéré  comme  libre; 
lorsque  les  forces  instantanées  viendront  à  agir,  des  pres- 
sions instantanées  s'exerceront  sur  0  et  0';  nous  intro- 
duirons des  réactions  égales  et  contraires  aux  percussions 
correspondantes.  Soient  A,  B,  C  les  composantes  de  cette 
pcM'cussion  pour  le  point  0,  A',  B',  C  pour  le  point  0'. 
En  appliquant  les  équations  du  numéro  précédent,  nous 
aurons  : 
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a::»/^=:;x,  +  A  + A', 

dt 
A^w-/=xy, +  B+B', 


(1) 


Ai:»«'î^  =  i:z,  +c  +C', 

al 


^H''^-^H^'' 


iY,)  — AB', 


I 

(dy  dx\       ^,  ,   -.  „  . 

Xj,  Y„  Z,  désignent  les  composantes  de  la  percussion  qui 
ajjfit  sur  le  point  x^  j/,  ::;  les  S  des  premiei-s  membres 
s'étendent  à  tous  les  points  du  corps;  ceux  des  seconds 
membres,  seulement  aux  points  où  sont  appliquées  des 
percussions. 

Les  premiers  membres  peuvent  être  simplifiés  par  remploi 

des  coordonnées  polaires.  Par.  un  point  quelconque  du  corps, 

posons  : 

a;  =  r  cos  0,      y  =  r  sin  0, 
on  aura  : 

;:  =  const.      w  z=  -—  > 

al 

dx  dy  dz      ^ 

Soient  M  la  masse  du  corps,  a\,  j/„  z^  les  coordonnées  de 
son  centre  de  gravité;  on  trouvera  : 

d  r  d  V 

2m  ^  =  —  w  Imy  =  —  w  My,,      Mm  ^  =  —  My,  Aco, 

Im  -^  =  4-  co  Itnx  =4-0)  Mjîp      Mm  î-y  =  +  Ma?,  Aw, 
al  nt 
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(dx         (lz\  \  /    dx        dz\ 

On  ti'ouvera  donc,  au  lieu  des  équations  (1),  les  suivantes  : 
(2wir»)A(»)       =2(a?Y,— yX,), 

4-  AB'  =  i:  (yZ,  —  -Y,)  4-  ÇLmxz)  Aw, 
^^         '  C  4-  C  =  ~  2Z„ 

B4-B'  =  — 2Y,  4-  Mir^  Ao), 
'\  A4- A'  =  — liX,  —  My/Au). 

■ 

Ces  équations  font  connaître  A',  B',  A,  B  et  la  somme 
G-hC. 

Supposons  qu'il  n'y  ait  de  percussion  qu'en  un  point  du 
corps,  faisons  passer  le  plan  des  xu  par  ce  point  dont  les 
coordonnées  seront  : 

-  =  0,      x=jL,      y  =  3, 

les  équations  (2)  deviendront  : 

(X/wr")  Ao)  =  aY,  —  3X„ 
.    —  AA'  =  —  aZ,  4-  {"Hmyz)  Aw, 
\   -H  AB'  =       {iZ,  4-(lm.rc)  Aw, 

B  4-  B'  =  — Y,  4-  Mr,  A<o, 

A  4-  A'  =  —  X,  —  My,  A(i), 

C4-C'  =  — Z,. 

La  vitesse  angulaire  sera  augmentée  de  Aw  =  — :^; — r~^' 
après  la  percussion. 


(3) 
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Conditions  pour  que  Taxe  n'éprouve  aucune  percussion. 

—  Il  faut  faire  dans  les  formules  précédentes  : 

A  =  B  =  C  =  A'  =  B'  =  C  =  0; 

on  trouve  ainsi  : 

/    .  aY.  -  pX, 

\  Imyz  =  0, 

(4)  '  Zmxz=0, 

z.  =  o, 

\  Y,  —  Mir,A(D  =  0. 

On  voit  d'abord  que  la  percussion  doit  agir  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe;  ensuite,  que  Oz  doit  être  Tun  des 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  0.  Pour  inter- 
préter les  deux  dernières  des  équations  (4),  faisons  passer 
le  plan  des  zx  par  le  centre  de  gravité  G  du  corps;  nous 
aurons  : 

A(i)  =  — = — > 

X,  =  0; 
avec  cette  valeur  de  X„  l'expression  ci-dessus  de  Aw  devient  : 

(5)  Aw  =  -^^i 

(6)  Y,  =  Ma?,  Ad). 

X,  =  0,  montre  que  la  percussion  doit  être  perpendiculaire 
au  plan  zOG,  mené  par  l'axe  de  rotation  et  le  centre  de 
gravité  G  du  corps;  en  reportant  dans  (6)  la  valeur  de  Aw 
tirée  de  (5),  on  trouve  : 

y  =  Ma?,  •  - — 4' 


DYNAMIQUE.  283 

d  OU  : 


Imr* 


(7)  xx,=      —' 

Soit  MK'  le  moment  d'inertie  du  corps  relativement  à 
une  parallèle  à  Taxe  de  rotation  menée  par  le'  centre  de 
gravité  ;  on  aura  : 

et  la  formule  (7)  donnera  : 

En  résumé,  on  a  les  trois  conditions  suivantes,  pour  que 
Taxe  n'éprouve  pas  de  percussion  : 

lo  La  direction  de  la  percussion  doit  être  perpendioiilairc 
au  plan  qui  pa^se  par  Vaxe  fixe,  et  par  le  centre  de  gravité 
(lu  corps. 

2»  Cet  axe  doit  être  un  des  axes  principaux  pour  le  point 
on  il  renco7itre  le  plan  qui  lui  est  perpendiculaire ,  et  qui 
contient  la  force  instantanée, 

3t>  La  distance  de  cette  force  à  Vaxe  doit  être  liée  à  la 
distance  du  centre  de  gravité  d  cet  axe  par  la  formule  : 

xa?,  =  Swr,      ou      a  =  a?,  h —  » 

^mr*  désignant  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport 
à  Taxe  fixe,  et  MK*  le  moment  par  rapport  à  une  parallèle 
à  l'axe  fixe  mené  par  le  centre  de  gravité. 

On  appelle  centre  de  percussion  le  point  auquel  la  force 
instantanée  doit  être  appliquée  dans  le  plan  zOG,  pour  que 
Taxe  n'éprouve  aucune  percussion;  on  voit  que,  si  Ton 
suppose  le  corps  pesant,  et  qu'on  le  suspende  à  Taxe  Oz 
rendu  horizontal,  le  point  0  sera  le  centre  de  suspen- 
sion, et  le  centre  de  percussion  coïncidera  avec  le  centre 
d'oscillation. 


284  COURS  DE  MECANIQUE. 

Si  Taxe  fixe  pusse  par  le  centre  de  gravité,  il  éprouveiti 
toujours  une  percussion;  car  les  formules  : 

a?, 
nous  donnent,  dans  le  cas  actuel,  où  a;,  =  0  : 

Y,  =  0,      a  =  00  . 

La  percussion  qui  frappe  le  corps  devrait  donc  être  nulle, 
et  le  centre  de  percussion  serait  à  l'infini. 

Récipuoquemp:nt.  —  Si  le  corps  est  en  mouvement  autour 
de  Taxe  et  a  une  vitesse  angulaire  w,  on  pourra  l'aiTêter 
brusquement,  sans  qu'il  en  résulte  aucune  percussion  contre 
Taxe,  en  appli(|uant  au  centre  de  percussion  une  force 
instantanée  égale  à  Mw^,,  perpendiculaire  au  plan  mené 
par  ce  centre  de  percussion  et  Taxe  fixe. 

Dans  rindustrie  du  fer,  on  emploie  des  marteaux  qu'une 
roue  à  cames,  animée  d'une  grande  vitesse,  soulève,  et  qui 
retombent  ensuite  librement  sur  l'enclume;  le  marteau 
peut  tourner  autour  d'un  axe  fixe;  l'action  de  la  came  sur 
le  marteau  i)eut  être  assimilée  à  une  percussion;  le  point 
où  le  mai'teau  subit  le  choc  de  la  came  doit  être  le  centre 
de  percussion,  afin  que  l'axe  fixe  autour  duquel  tourne  le 
marteau,  n'ait  pas  à  subir  des  percussions  qui  ne  tarderaient 
pas  à  mettre  l'appareil  hors  de  service. 

Remarque.  —  Trouver  les  conditions  pour  que  tous  les 
points  de  Vaxe  sauf  un  n  éprouvent  aucune  percussion.  — 
Reprenons  les  équations  générales  : 

Iwr'AcD        =aY.   —  pXj, 
(/,)  \  4-  hB'  1=  3  Z,    —  yY,  -+-  {Imxz)  Aw, 

'  B  4-B'  =:  — Y, -h  Ma*,  Aw, 

A  -h  A'  =  —  X,  —  My,  Ad), 
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OÙ  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  les  positions  des 
plans  xOy  et  xOz.  Nous  voulons  que  Ton  ait  : 

A'  =0,      B'  =  0,      C  =  0. 

Remarquons  que  si  cela  a  lieu  pour  un  point,  cela  aura  lieu 
pour  tous  les  points  de  0;:,  sauf  pour  le  point  0.  Les  trois 
premières  des  équations  ci-dessus  donnent  : 

/   ^Z^  —  yY,=  —  (Imxz)  A(i), 

(c)  J  yX,  —  aZ.  =  —  (Imyz)  Ad), 

(  aY,  —  PX,=  -h  Zm  (a?*  +  y*)  Aw. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  central  du  point  0  est  : 

F  (5,^hO  =  ?  2m  (y*  -+-  z^)  +  t)*  2m  (s*  -+-  a?*)  +  î«  Sm  (a?*  -h  y*) 

—  2?)!;  2my2  —  2!;;  Zmzx  —  2Çy)  2:ma?y  —  1=0. 

Le  plan  diamétral  conjugué  P,  de  Taxe  Oc  a  pour 
équation  : 

F':  =  0, 

ou  bien: 

;  Im  (x-  -h  y')  —  r,  Zmyz  —  ;  Zmxz  =  0, 
ou  : 

(d)  '       fl;  +  6y;  4- c;  =  0, 
en  faisant  : 

On  déduit  des  écjuiiliuns  (c)  :      ^ 

3Z.  -  vY.  _  >;X.  -  aZ,  _  a  Y.  -  gX. 
^'^  a -—b 1 

Telles  sont  les  deux  conditions  cherchées;  on  peut  les  rem- 
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placer  par  les  deux  suivantes  : 
{f)  aa  +  6^  +  CT  =0, 

(s)  aX,+ 6Y,+  cZ,=  0. 

{()  exprime  que  Je  point  d'application  de  la  percussion  est 
dans  le  plan  (P)  ;  {g)  que  ce  plan  est  parallèle  à  la  percussion  ; 
donc,  en  somme,  les  conditions  cherchées  sont  que  la  per- 
cussion doit  ôtre  contenue  dans  le  plan  diamétral  conjugué 
(le  l'axe  de  rotation,  relativement  à  l'ellipsoïde  central  du 
point  0. 

L'origine  de  ce  théotème  est  que  si  le  corps  a  un  point 
fixe  O,  et  s'il  est  soumis  à  une  percussion  AP,  il  tournera 
d'abord,  comme  on  le  veira  plus  loin,  n»  61,  après  la 
percussion,  autour  du  diamètre  conjugué  du  plan  AOP, 
relativement  à  l'ellipsoide  central  du  point  0. 

60.  Centre  de  percussion  d'une  surface  plane.  —  Consi- 
tlérons  une  surface  plane  S  assujettie  à  tourner  autour  d'un 
axe  fixe  Oz,  situé  ila)is  son  plan;  la  surface  est  d'abord 
inunobile;  on  ilemamJc  en  quel  point  de  la  surface  doit 
frapper  une  percussion,  pour  que  l'axe  n'éprouve  aucune 
percussion .  Ce  point 
porte  le  nom  de  cen- 
tre de  percussion  de 
la  surface. 

Prenons  le  plan 
de  la  surface  S  pour 
plan  des  xz  ;  fixons 
deux  points  0  et  O' 
■  ■  ■  .  .  „  M    de  l'axe;  , introdui- 

sons  les   réactions 
fia.  2^6  instantanées  de  ces 

deux    points  ;     ou 
plutAt    les    jiercus- 
sions  coirespoudanlcs  (A,  lî,  C  en  O,  A',  U',  C  en  O'); 
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nous  aurons  : 


(1) 


ASm^  =  X,  + A  + A', 
al 

at 
\lmp  =Z,  +  C  +  C', 

En  représentant  les  composantes  de  la  percussion  par 
X„  Y„  Z„  et  les  coordonnées  de  son  point  d'application 
par  a,  g,  y;  on  aura  du  reste  : 

4  =  0. 

Après  le  choc,  la  surface  tourne  autour  de  Oz  avec  une 
vitesse  angulaire  w;  les  vitesses  de  tous  les  points  sont 
parallèles  à  Oj/,  et  Ton  a  : 

dt  dt  dt 

Par  conséquent  : 

\Zm  ^'  =  0;      A^w  ^^  =  (o  2mJ^:      A:^w  ~  —  0. 
dt         '  dt  dt 

(dz  dy\ 

^„      /    rf.r  dz\        . 

.  „     /    (Iv         dx\ 
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En  substituant  dans  (1),  et  faisant  : 


il  vient  : 


A  =  B  =  C  =  A'  =  B'  =  C  =  0, 

X,  =:0;      tùlmx  =  Y^;      Z,  =  0, 
—  0)  Imxz  =  —  Y  Y,  ;      o)  Zmx^  =  aYi- 

La  percussion  doit  donc  être  parallèle  à  0  j/,  et  on  aura  pour 
son  point  d'application  : 

Imx*        •      _  Imxz 


Zéinx 


Imx 


La  vitesse  angulaire  de  la  rotation  sera 


(1) 


_   Y. 


Imx 


61.  Pendule  balistique.  —  Le   pendule   balistique   est 


^^S^^^^^S^^^ 


^^^^^^ 
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oy 


destiné  à  mesurer  la  vitesse  d'un  boulet  à  sa  sortie  du 
canon.  Il  se  compose  d'un  mortier  en  fonte  fixé  à  un  cadre 
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de  suspension  en  fer,  lequel  peut  osciller  librement  autour 
d'un  axe  horizontal  0.  Le  mortier  renferme  une  matière 
compressible  dont  la  fonction  est  de  recevoir  la  vitesse  du 
projectile  et  de  Tamortir,  sans  que  la  rupture  de  Tappareil 
puisse  avoir  lieu;  cette  matière  compressible  est  générale 
ment  de  la  terre  ou  du  sable  ;  on  tire  à  bout  portant  ;  après 
le  choc,  le  pendule  s'élève  d'une  quantité  que  Ton  mesure; 
il  s'agit  d'en  déduire  la  vitesse  du  boulet. 

Nous  pouvons  concevoir  que  les  choses  se  passent  de  la 
manière  suivante;  au  commencement  du  choc,  le  pendule 
est  en  repos,  le  boulet  aussi  en  C  ;  brusquement,  on  imprime 
à  tous  les  points  du  boulet  des  vitesses  égales  à  V,  et  paral- 
lèles à  l'horizontale  Oy;  alors,  l'ensemble  du  pendule  et  du 
boulet  prend  un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe 
horizontal  Oz  de  suspension;  nous  aurons,  en  désignant 
par  T  la  durée  très  courte  du  choc  : 


H^'i-'iD-'-H^^'-'f^'" 


ou  bien,  en  remarquant  que  : 


X  =  0     et 


pY  dt  =  Y., 


en  désignant  par  Y,  la  percussion  appliquée  au  point  x,  y 

Soit  d[h  l'élément  de  masse  du  boulet;  on  aura  : 

(2)  Sa? Y,  =  Z\x  d[x  =  \lx  dj/.  =  Vi/./", 

en  posant  OC  =  /",  et  désignant  par  jjl  la  masse  du  boulet. 

En  représentant  par  w  la  vitesse  angulaire,  après  le  choc, 

du  mouvement  de  rotation  de  l'ensemble  du  pendule  et  du 

Despeyrol's.  —  Mécanique.  U.  id 
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l)Oulet,  par  ^mr*  le  moment  crinertie  de  cet  ensemble  par 
rapport  à  Taxe  de  rotation  Oz,  on  a  : 

(1)  devient,  en  ayant  égard  à  (î2)  et  (3)  : 

d'où  : 

(4)  \  =  —^lmr\ 

On  connaîtra  donc  V,  si  Ton  détermine  w,  S))?r*  et  f;  f  se 
mesm^e  aisément . 

Détermination  de  w.  —  Soit  l  la  longueur  du   pendule 
0  simple  synchrone  an  pendule  composé,  y  corn- 

pris  le  boulet;  soit  OMo  =  l\  prenons  un  point 
pesant  M^,  relié  au  point  0  par  une  tige  sans 
masse  OM^;  la  vitesse  initiale  i\  du  point  M, 
sera  : 

1^^  ^    le  point  matériel  va  décrire  l'arc  de  cercle  M^M; 

FiQ  246  soit  V  la  vitesse  de  ce  point  quand  il  sera  en  M, 
on  aura  : 

v'  — tî  =  ~2flf  XMoH, 

ou  bien  : 

t'»  — r;  =  — 25f/(l  — cosO), 

d'où  : 

t?'  =  CD*/*  —  4jf/sin*  -; 

le  pendule  s'élèvera  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  i'  =  0;  soit  a  la 
valeur  correspondante  de  0  ;  on  aura  donc  : 

0  =  ù)'r  — 4fy/sin«|, 
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d'où  : 


(5) 


=2y/fsi.^ 


Oïl  mesure  l'angle  a  sur  le  cercle  gradué  EF,  le  long 
duquel  se  meut  un  curseur  que  l'aiguille  E  pousse  devant 
elle,  aussi  longtemps  qu'elle  monte. 

Il  faut  donc  déterminer  Z;  pour  cela,  on  fait  osciller  tout 
l'appareil,  pendule  et  boulet,  et  on  détermine  la  durée  T 
des  petites  oscillations  ;  on  a  ensuite  :  # 


=V[ 


d'où  : 

Il  faut  encore  calculer  ^mr*\  soient  a  la  distance  du 
centre  de  gravité  du  système  à  l'axe  Oc,  M  la  masse  du 
système  ;  on  a  : 

d'où  : 

(7)  Zmr' =iVlal. 

En  tenant  compte  de  (5),  (G)  et  (7),  (4)  donne  : 

• 

2       M  a   .    a 


\^f 


On  peut  encore  écrire,  en  désignant  par  P  le  poids  du 
pendule  balistique,  augmenté  de  celui  du  boulet  et  par  p 
celui  du  boulet  : 

(8)  V  =  ?,T?«sin?,     ^ 

et  tout  est  connu  dans  le  second  membre  de  cette  formule. 
L'appareil  est  construit  de  façon  que  le  point  C  soit  le 
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centre  de  percussion;  autrement,  l'appareil  serait  l'apide- 
nient  mis  hors  (Vusage. 

62.  Effet  d'un  nombre  quelconque  de  percussions  sur 
un  corps  solide  fixé  en  un  de  ses  points  0.  —  Soient,  au 
moment  où  les  percussions  viennent  à  agir,  O.r,  O//,  Oc 
les  positions  des  axes  principaux  d'inertie  du  point  O;  nous 
savons  que  Taccroissement  de  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  des  divers  points  du  corps,  relati- 
vement à  un  axe  fixe  quelconque,  est  égal  à  la  somme  des 
moments  des  percussions  par  rappoi't  à  cet  axe;  or,  les 
sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  relati- 
vement à  Oo;,  Oj/,  Oz  sont  égales  respectivement  à  A/j, 
Bç,  Cr;  si  donc  on  désigne  par  L,  M,  N  les  sommes  des 
moments  des  percussions  par  rapport  à  ces  mêmes  axes 
principaux,  on  aura  : 

AAp  =  L;      BAry  =  xM;      GAr  =  N. 

Et,  si  j)„,  (/j,  i\  désignent  les  valeui's  de  p^  (/,  r  avant  les 
percussions;  p„  ^,,  r,  ces  valeurs  après,  on  aura  : 

L  M  N 

P.  =Po  +  ^;     îi  =  îo-^g;     '*»  =  ^o-^Q- 

Les  valeurs  des  angles  <p,  '^,  0  sont  les  mômes  avant  et  après 
les  percussions  : 

En  traitant  les  percussions  comme  des  forces,  et  les 
transportant  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  O, 
chaque  percussion  donnera  une  force  et  un  couple;  tous 
ces  couples  se  composeront  en  un  seul,  le  couple  de  per- 
cussion; les  projections  sur  les  axes  de  coordonnées  de 
Taxe  de  ce  couple  seront  respectivement  L,  M,  N;  le 
couple  des  percussions  aura  pour  écjuation  : 

(1)  L.r   h  Mjy  h-  N^  :=  0. 
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Considérons  le  cas  où  le  corps  est  eu  i-epos  avant  les  per- 
cussions ;  on  aum  : 

L  M  N 

Le  corps  va  donc  commencer  à  toui*ner  autour  d'une  certaine 
droite  OH,  et  on  aura  : 

cos  (VLOx)  __  cos  (HOy)  __  cos  (HO.) 


(-y    ©    © 


Considérons  le  diamètre  conjupfué  du  plan  (1)  relativement 
à  lellipsoïde  central  du  point  0  : 

(3)  Ao?'  4-  By*  -hCz^  =  ï. 

Soient  a,  3,  y  les  cosinus  des  angles  qu'il  forme  avec  les 
axes;  l'équation  du  plan  (1)  pourra  aussi  s'écrire  : 

(i)  ctkx  +  pBy  4-  yGj  =  0; 

en  écrivant  que  (1)  et  (4)  sont  identiques,  il  vient  : 

a  3 


•^.f 
I 


a)"(î)"(c-)' 


en  comparant  ces  écjuations  aux  équations  (2),  ou  en  conclut  : 

cos  (HOj?)  =  a;      cos  (HOy)  =  P;      cos  (H0-)  =  y. 

Donc  :  le  corps  commence  à  tourner  autour  du  diamètre 
coiijiujué  du  plan  du  couple  des  percussions,  relativement 
à  rdlipsoïde  central  du  point  fixe. 

Choc  des  corps  sphériqoes. 

63.  Nous  considérerons  deux  sphères  homogènes  ani- 
mées  de  mouvements   de  translation   rectilignes   et   uni- 
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formes,  suivant  la  droite  Ox  qui  joint  leurs  centres;  soient 
V  la  vitesse  de  la  sphère  M,  v'  celle  de  M'  avant  le  choc; 
supposons  ces  vitesses  de  même  sens  pour  fixer  les  idées, 
et  V  >  v';  il  y  aura  évidemment  un  choc,  et  il  est  clair 
qu'après  le  choc,  les  mouvements  des  deux  sphères  seront 
encore  des  mouvements  de  translation  rectilignes  et  uni- 
formes, suivant  la  droite  Ox;  il  s'agit  seulement  de  déter- 
miner les  nouvelles  vitesses. 

Nous  désignerons  les  masses  des  deux  sphères  par  ^n 
et  m';  pendant  le  choc,  les  parties  de  M'  exercent  des 
actions  sur  les  parties  de  M,  avec  lesquelles  elles  sont  en 
conCact;  transportons  toutes  ces  forces  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité  du  corps  M  défoi*mé, 
centre  de  gravité  qui  ne  coïncidera  plus  avec  le  centre  de 
ligure;  la  résultante  de  toutes  ces  forces  transportées  sera 


>3 


249 


dh'igée  suivant  xO]  désignons  son  intensité  j)ar  —  R,  et 
soit  à  l'instant  considéré  x  l'abscisse  du  centre  dé  gravité 
de  M;  nous  aurons,  en  vertu  du  principe  du  mouvement 
du  centre  de  gravité  : 

(1)  ^*d7^=-"- 

Faisons  de  même  pour  le  corps  M'  ;  à  cause  de  l'égalité  de 
l'action  et  de  la  réaction,  la  résultante  des  forces  trans- 
portées au  centre  de  gravité  de  M'  sera  évidemment  +  R, 
et  nous  aurons  : 
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On  déduit  des  équations  ci-dessus  : 

d*x     '  ,d*x'      . 

Wdx         ,  dx' 
m  -rr  -^  w*  TT  =  const. 
dt  dt 

Les  équations  (3)  et  (4)  ont  lieu  à  un  instant  quelconque 
du  choc;  elles  avaient  lieu  avant  le  choc,  puisqu'il  n'y  avait 
pus  de  forces  extérieures.  La  constante  a  pour  expression 
mv  +  m'y';  on  a  donc,  avant  et  pendant  le  choc  : 

(3)  m  -7-  ^  wi'  -T-  =^  tnv  -i-  m  ïï  . 

dt  dt        . 

Ainsi,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  n'est  pas 
altérée  par  le  choc;  pour  aller  plus  loin,  il  nous  faut  main- 
tenant considérer  deux  cas  : 
4^  Les  corps  sont  entièrement  dépourvus  d'élasticité. 
Tant  que  la  vitesse  de  M  sera  supérieure  à  celle  de  M', 
les  deux  corps  se  comprimeront;  ils  cesseront  de  se  com- 
primer, lorsque  les  deux  vitesses  seront  égales;  alors,  les 
corps  resteront  dans  l'état  où  ils  se  trouvent  à  ce  moment; 
n'étant  pas  du  tout  élastiques,  ils  ne  tendront  pas  à  repren- 
dre leurs  formes  primitives;  à  partir  de  ce  moment,  la 
(juantité  R  sera  nulle  constamment,  on  aura  donc  : 

d^x      ^      d'x'      ^ 

d'où ,  en  désignant  par  u  la  vitesse  commune  : 

dx  dx' 

et  (5)  donnera,  avec  ces  valeurs  de  -j-r  et  -tt  : 

mv  4-  m' v' 
^  ^  m  -{-  m 
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Si  tf  >  0,  y'  >  0,  on  aura  u  >  0. 

Si  v  et  f  '  sont  de  signes  contraires,  il  en  sera  de  même 
des  quantités  de  mouvement  mv  et  m'v'\  ii  aura  le  signe 
de  la  plus  grande  quantité  de  mouvement;  si  on  a  : 


fn!v*  =  —  mvy 


on  aura  u  =  0,  le  choc  réduira  les  deux  coi*ps  au  repos, 
2®  Les  corps  sont  parfaitement  élastiques. 
On  déduit  des  équations  (1)  et  (2)  : 


^     dxiPx      2w'  dx'  d'x'       a„  ,,   ,        ,  , 


ou  bieit  : 


d  j  „,  ^'  +  m'  ^  (  =  2K  (dx'  —  dx)  =  2H  dr. 


('"dF-*"'"  IF) 

en  posant  : 
Donc  on  a  : 


a;'  —  a?  =  r. 


dx 

m  -r 
dt 


L'intégrale  commence  avec  le  choc;  à  ce  moment  on  a  : 

C  =  mv^  -h  w'r'*,    • 
donc  : 

(7)  w  -j-^  -H  m  -T-5-  =  wr'  4-  m  r  *  -h  21  R  rfr, 

r  est  la  distance  des  centres  de  gravité  des  deux  corps. 

Pendant  la  première  partie  du  choc,  les  corps  se  compri- 
ment, r  diminue,  2/ Rdr  est  négatif,  on  a  : 

dx'         ,dx'' 
dr  dt' 

Cela  continue  jusqu'au  moment  où  les    vitesses  'sont 
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égales,  les  corps  cessant  alors  de  se  comprimer;  mais 
comme  nous  les  supposons  élastiques,  ils  vont  tendre  à 
reprendre  leurs  formes  primitives;  M  va  pousser  M'  dans 
le  sens  O.r,  M'  j)oussera  M  dans  le  sens  xO\  r  va  au{(- 
menler;  si  pour  des  valeurs  de  r  équidislantes  du  minimum 
R  reprend  les  mêmes  valeurs,  si  les  deux  phases  du  choc 
sont  identiques,  on  dit  que  les  corps  sont  parfaitement 

élastiques;  Tinléprale  SlRdr,  prise  depuis  le  commence- 
ment du  choc,  jusqu'au  moment  où  les  corps  vont  se 
séj)arer,  sera  nulle;  soient  donc  V  et  V  les  vitesses  des 
deux  sj)hùres  après  le  choc,  on  aura  : 

(8)  m V*  -h  m' V»  =  mv'  -h  m'  v'\ 
On  sait  du  reste  qu'on  doit  avoir  : 

(9)  m\  -f-  m'V  =  mv  4-  m'v'. 

Les  équations  (8)  et  (9)  détermineront  V  et  V  ;  on  peut  les 
écrire  : 

m  {v  -h  V)  (v  —  V)  =  m'  (r'  -+-  V)  (V  —  v') 
m(t?  — V)  =  m'  (V  —v'). 

On  en  tire  donc  : 

(10)  .     r-HV  =  V4-t'. 

La  vitesse  relative  était  avant  le  choc  v  —  /'';  elle  est 
après  le  choc  V  —  V  ;  1  ecjuation  (10)  montre  que  ces 
vitesses  relatives  sont  égales  et  de  signes  contraires;  ainsi, 
la  vitesse  relative  avec  la<iuelle  le  centre  de  gravité  de  M 
s'éloigne  de  celui  de  M'  apivs  le  choc,  est  égale  à  celle  avec 
laquelle  il  s'en  rai)prochait  avant  le  choc.  Les  équations  (9) 
et  (10)  donnent  du  l'este  : 

(il)      V  = '- ; =  t^'  -♦ ,  {v  —  r'), 

^    ^  m  -h  m'  VI  -h  m 

(12)      \   —  ^^ ,  — =  V  -\ ;  {V  —  v'). 

^    ^  m  -f-  m  m  +  m 
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Cas  particuliers.  —  1^  mt;  +  m'v'  ==  0. 

En  remplaçant  dans  (14)  m'v'  par  —  mv,  on  trouve  : 

on  aurait  de  même  : 

^  Ainsi  :  la  vitesse  de  M  prend,  après  le  choc,  une  tfaleur 
égale  et  de  signe  contraire  à  celle  d'avant  le  choc  ;  de  7nême 
pour  M'. 

î2o  V  =  0,  m  =  m' . 

(11)  et  (12)  donnent  : 

V  =  t?';      V'=0. 

Ainsi  :  quand  les  deux  sphères  ont  des  masses  égales,  si 
lune  d'elles  est  en  repos.  Vautre  lui  transmettra  sa  vitesse 
après  le  choc  et  restera  immobile.  C'est  Texpérience  que 
Ton  fait  dans  les  cabinets  de  physique  avec  des  billes 
d'ivoire  suspendues. 

Théorème  de  Carnet.  —  Dans  le  cas  des  corps  mous,  en 
se  reportant  à  la  formule  (7),  on  voit  que  l'intégrale  21  Rdr, 

ayant  tous  ses  éléments  négatifs,  est  négative;  donc,  après 
le  choc,  on  doit  avoir  : 

dx^         ,  dx'^  ,         ,   ,, 

m  -r-r-  -h  w  -jTT  <  ^wt;'  4-  m'  t)'% 
dt*  dv 

ou  bien  : 

{m  -H  m')  M*  <  wt;'  +  w'r". 

Il  y  a  donc  eu  perle  de  force  vive;  c'est  ce  qu'il  est  facile 
de  véiifier;  on  a  en  efl'et  : 

(wr-i-  m'»')* 
m  4-  m' 

1  («^  -  vy. 


mv^  ■+■  m' v'^  —  (m  -h  m')  n*  =  mv-  -+-  m'  v*-  — 


mm' 


m  -h  m 
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Cette  différence  est  bien  positive.  On  peut  lui  donner  une 
autre  forme;  on  peut  écrire  en  effet  : 

mv^  +  m' v'^  —  (w  4-  m')  w*  =  m  (V  —  uy  -h  m'  {u  —  V')'. 

On  peut  donc  dire  que  :  La  force  vive  perdue  pendant  le 
choc  de  corps  entièrement  mous  est  égale  à  la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  ou  gagnées.  C'est  le 
théorème  de  Curnot. 


CHAPITRE  VII 


PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

64.  Nous  nous  ])roposons  de  chercher  les  conditions 
d'équihhre  d'un  système  de  points  matériels  unis  entre 
eux  d'une  manière  quelconque  et  sollicités  par  des  forces 
données  quelconques. 

Définition  de  la  vitesse  virtuelle.  —  Supposons  le  système 
transporté  d'une  position  à  une  position  infiniment  voisine, 
compatible  avec  les  conditions  de  haison  imposées  au 
système;  un  point  M  du  système  viendra  en  «i,  un  point 
M'  en  m'  ...  ;  on  appelle  vitesse  virtuelle  de  Tun  quelconque 
des  points  M,  la  droite  Mm^  ou  le  déplacement  infiniment 
petit  du  point  considéré.  Le  mot  virtuel  veut  dire  que  le 
déplacement  est  seulement  possible,  mais  qu'il  n'a  pas 
réellement  lieu,  et  l'on  n'a  pas  à  considérer  les  forces  qui 
le  produiraient. 

Définition  du  moment  virtuel.  —  Soient  P,  P'  ...  des 
forces  appliquées  aux  points  M,  M'  ...;  projetons  la  vitesse 
virtuelle  M?»  sur  la  force  P;  le  produit  P  X  ^nn  est  le 
moment  virtuel  de  la  force  P.  On  voit  qu'il  est  égal  au 
produit  de  la  force  par  la  projection  du  déplacement  sur  la 
direction  de  la  force. 

On  donne  à  ce  moment  le  signe  +  quand  la  projection 
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est  dirigée  dans  le  sens  de  la  force,  le  signe  —  quand  elle 
est  dirigée  suivant  son  prolongement. 

P  Le  moment  virtuel  est   nul 

quand   la  force   est   por[)entli- 
culaire  au  déplacement. 
P'      On  voit  (|ue  le  moment  vir- 
tuel  de  la  force  P  est  égal  au 
Fiq.  250       w^     ''-nu        travail  élémentaire  de  la  force 

P,  quand  le  déplacement  vir- 
tuel Mm  coïncide  avec  le  déi)lacement  réel. 

Le  moment  virtuel  est  susceptible  d'une  autre  expression; 
soit  mMP  =  (j/,  Mm  =  $s,  on  a  : 

Mn  =  05  cos  •^, 

et  le  moment  virtuel  est  égal  dans  tous  les  cas  à  : 

P  s5  cos  6  =  c.^  X  P  cos  4», 

c'est  à  dire  au  produit  de  la  vitesse  virtuelle  par  la  compo- 
sante de  la  force  suivant  la  direction  de  cette  vil  esse. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  P  suivant 
trois  axes  rectangulaires,  Ix^  ly^  Iz  les  projections  de  la 
vitesse  virtuelle  sur  ces  trois  axes;  les  cosinus  des  angles 

de  MP  avec  les  axes  sont  : 

• 

X       Y       Z 

F>  '    i>  '    p  ' 

les  cosinus  des  angles  de  M  m  avec  ces  mêmes  axes  sont  : 


*  — 


3  s 


B.s- 


On  en  ronclul  : 


.       X  Ix       Y  ly      Z  Iz 

P  $s      P  a«      P  IZ 

Ps«  COS  +  :=  \>x  -f-  \ly  4-  Hz. 
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Donc,  le  moment  virtuel  rie  la  force  P  a  ces  trois 
expressions  : 

P  (os  CCS  ^),      ^s  (P  CCS  i),      \ix  +  Yîy  4-  Ziz. 

65.  Moment  virtuel  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
appliquées  à  un  même  point  matériel.  —  Soient  les  deux 
forces  P  et  Q  appliquées  au  point  M,  Il  leur  résultante; 
on  a  : 

Moment  virtuel  de  P  =  Mm  X  Proj.  P  sur  Mm, 

—  Q  =  Mm  X  Proj.  Q  sur  Mm, 

—  R  =  Mm  X  Proj.  U  sur  Mm; 

or  : 

proj.  de  R  =  proj.  de  P  -h  proj.  de  Q, 

donc  : 

mom.  virtuel  de  R  =  moni.  virtuel  de  P  +  mom.  virtuel  de  Q. 

Le  tliéorùme  s'étend  de  lui-même  à  un 
nombre  quelconque  de  forces. 

Donc,  le  moment  virtuel  de  la  résul- 
tante d'un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à  un  même  point  matériel 
est  égal  à  la  somme  algébrique  des 
moments  virtuels  des  composantes. 

66.  Théorème.  —  Si  Von  applique 
3*  aux  extrémités  (Vunc  droite  rigide   et 

infleocible  AB  deux  forces  égales  et  contraires  dirigées 
suivant  cette  droite,  leurs  moments  virtuels  seront  égaux 
et  de  signes  contraires. 

Soient  en  effet  les  deux  forces  AP  et  BQ,  AP  =  BQ, 
A  a  et  B  6  les  vitesses  virtuelles  des  points  A  et  B;  ou 
a  ab  =  AB; 

moment  virtuel  deAP  =  —  P  X  A  a', 
—  doBQ  =-H  P  X  B//; 


Fiq.251 
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or  la  droite  ab  faisant  avec  AB  un  angle  inllninient  petit 
du  premier  ordre,  on  a  a'6'  =  ab,  en  négligeant  les  infini- 
ment   petits    (lu 
second  oi'dre;  ou 
bien  : 

a'b'  =  AB, 


fig  252 


Aa'.  =  B6'. 

Donc,  etc. 


67.  Équations  exprimant  les  liaisons.  —  Considérons 
un  système  de  points  matériels  M(.r,  j/,  z),  W{x\  y',  z')  ..., 
un  certain  nombre  de  i)oints  pourront  être  assujettis  à 
rester  sur  des  courbes  ou  des  surfaces  données;  les  dis- 
tances de  certains  points  du  système  pourront  être  inva- 
riables, ou  avoir  entre  elles  des  relations  données. 

D'une  manière  générale,  on  aura  un  certain  nombre 
d'équations  entre  les  coordonnées  des  points  : 

i   f{x,y,z,  x\y\z'  ...)  =  0, 
(*)  i  ?(^,y,^,  aî',y',-'  ...  )  =  0, 

Soit  pie  nombre  des  points  (jui  forment  le  système;  les 
équations  (1)  seront  au  plus  au  nombre  de  3p  —  1  ;  lorsqu'il 
en  est  ainsi,  le  système  est  dit  à  liaisona  complètes;  s'il  y  a 
moins  de  3j;  —  1  équations,  le  système  est  dit  d  liaiso7ti< 
incompUtes. 

Dans  un  système  à  liaisons  complètes,  toutes  les  coor- 
données peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions 
déterminées  d'une  seule  variable  indépendante. 

;r  =  Fi(w),      a?'  =/j(m)..., 
,V  =  F.  (Il),      y'  =x,  (m)  ..., 

z  V,iH),        z'  =x,  (m).... 
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Chacun  des  points  du  système  ne  peut  décrire  qu'une 
courbe  déterminée:  quand  le  point  M  se  déplace  de  M  en  m 
sur  la  courbe  qu'il  décrit,  il  entraîne  les  autres  points  M' 
en  m'  ...  sur  leurs  courbes  respectives. 

Un  corps  solide  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe 
constitue  un  système  à  liaisons  complètes. 

68.  Démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
dans  le  cias  d'un  système  à  liaisons  complètes.  —  Nous 

adopterons  la  démonstration  d'Am])ùre. 

Considérons  un  pareil  système;  soient  MP  =  P  la  résul- 
tante des  forces  applifjuées  au  point  M,  M'P'  =  P'  celle 
des  forces  appliquées  en  M',  etc.  Le  principe  des  vitesses 
virtuelles  consiste  dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  que  le  système  soit  en  équilibre,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  moments  virtuels  des 
forces  appliquées  aux  ilifférents  points  du  système  soit 
égale  d  zéro. 

Soient  : 

p  la  projection  de  la  vitesse  virtuelle  de  M  sur  la  direction  de  P, 
p'  —  M'  —  P', 

Je  dis  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
l'équiUbre  est  (jue  l'on  ait  : 

P/?  -f-Py  -h  ...  =0. 

Prenons  d'abord  deux  points  du  système  M  et  M'.  Intro- 
duisons un  nouveau  point  N  ;  assujettissons-le  à  se  mouvoir 
sur  une  surftice  donnée,  et  lions-le  aux  points  M  et  M'  pai* 
deux  droites  lif^âdes  et  inflexibles;  pour  une  position  donnée 
des  points  M  et  M',  le  point  N  ne  pourra  se  déplacer  que 
sur  un  cercle,  et  comme  il  doit  rester  sur  une  surface 
donnée,  il  en  résulte  qu'il  ne  pourra  se  mouvoir  que  sur 
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une  certaine  courbe  B,  lorsque  le  point  M  se  déplacera  sur 
la  courbe  A,  M'  sur  A',  etc..  Appliquons  aux  deux  extré- 
mités de  la  droite  rij^nde  et  inflexible  M'N  les  deux  forces 
égales  et  opposées  S  et  —  S,  agissant  suivant  cette  droite; 
appliquons  de  même  aux  deux  extrémités   de  la  droite 


rigide  et  inflexible  MN  les  deux  forces  égales  et  opposées 
R  et  —  R,  agissant  suivant  cette  droite;  nous  ne  changerons 
rien  aux  conditions  du  système;  c'est  à  dire  que,  si  Téqui- 
libre  avait  lieu  tout  d'abord,  il  aui'a  encore  lieu,  et  s'il 
n'existait  pas,  ce  n'est  pas  l'introduction  du  point  N  et  de 
nos  quatre  forces  S,  —  S,  R,  —  R  qui  aura  pu  l'établir. 

La  somme  des  moments  virtuels  des  forces  S  et  —  S 
appliquées  aux  extrémités  do  la  lige  rigide  et  inflexible  M'N 
est  nulle;  il  en  est  de  même  de  la  somme  des  moments 
virtuels  de  R  et  —  R;  donc,  la  sonnne  des  moments  vir- 
tuels de  P  et  P'  est  égale  à  la  sonnne  des  moments  virtuels 
des  six  forces  P,  R,  —  R,  —  S,  S,  P'. 

Actuellement,  déterminons  l'intensité  de  la  force  S  de 
manière  que  la  résultante  de  S  et  P'  soit  normale  à  la 


Dkspryuoi sî.  —  Mécanique.  II. 
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courbe  M',  puis  rintensité  de  la  force  —  R  de  manière 
que  la  résultaute  des  forces  —  S  et  —  R  soit  normale  à  la 
courbe  B  ;  la  somme  des  moments  virtuels  de  S  et  P'  sera 
nulle,  celle  de  —  S  et  —  R  sera  nulle  aussi  ;  donc  la  somme 
des  moments  virtuels  des  six  forces  P,  R,  —  R,  S,  —  S,  P' 
est  égale  à  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  P 
et  R,  et  comme  la  somme  des  moments  virtuels  des  six 
forces  doit  être  égale  à  celle  des  forces  P  et  P',  on  voit  que 
la  somme  des  moments  virtuels  de  P  et  R  est  égale  à  celle 
dePetP'. 

En  résumé,  sans  rien  changer  aux  conditions  de  l'équi- 
libre, on  a  introduit  un  point  N  dans  le  système  et  on  est 
arrivé  à  ce  résultat  qu'en  appliquant  une  nouvelle  force  R 
au  point  M,  le  point  M'  et  le  point  N  (par  suite  de  Tintro- 
duction  de  forces  convenablement  choisies)  sont  soumis  à 
des  forces  normales  à  leurs  trajectoires  respectives,  et  la 
somme  des  moments  virtuels  des  deux  forces  P  et  R  appli- 
quées au  point  M  est  égale  à  la  somme  des  moments  virtuels 
des  forces  P  et  P'. 

On  considérera  un  troisième  point  du  système  M',  un  point 
auxiliaire  N'  qui  jouera  relativement  à  M  et  W  le  même 
rôle  que  N  relativement  à  M  et  M',  et  on  verra  qu'on  pourra 
faire  en  sorte  que  ces  points  M'  et  N'  soient  soumis  à  des 
forces  normales  à  leurs  trajectoires  respectives,  à  la  condi- 
tion d'appliquer  en  M  une  nouvelle  force  dont  le  moment 
virtuel  sera  égal  à  celui  de  M'.  Donc,  en  somme  on  axira  le 
résultat  suivant  : 

Au  lieu  de  j)  points  dans  le  système  à  liaisons  complètes, 
on  en  aura  p  +  j)  —  1  =2j)  —  1;  tous  ces  points  sont 
sollicités  par  des  forces  normales  à  leurs  trajectoires  respec- 
tives, sauf  le  point  M,  qui,  au  lieu  d'être  soumis  à  la  force 
unique  P,  est  maintenant  soumis  à  l'action  de  p  —  1  forces 
nouvelles  dont  les  moments  virtuels  sont  égaux  respecti- 
vement à  ceux  des  forces  primitives  P',  P'  ...  Tous  les 
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points  (lu  nouveau  système  sont  en  équilibre  d'eux-mêmes, 
sauf  le  point  M^  si  ce  point  est  en  équilibre,  tout  le  système 
y  sera;  si  le  point  M  n'est  pas  en  équilibre,  il  se  mettra  en 
mouvement  sur  sa  courbe  et  entraînera  les  autres.  Donc, 
pour  (jue  tout  le  système  primitif  soit  en  équilibre,  il  faut 
et  il  suttit  que  le  point  M  soit  en  équilibre,  sous  l'action 
(les  j)  forces  qui  lui  sont  actuellement  appliquées;  soit  iî  la 
résultante  de  ces  p  forces;  il  faut  et  il  suflit,  pour  l'équi- 
libre, que  cette  résultante  soit  normale  à  la  courbe  A,  ou 
([ue  son  moment  virtuel  soit  nul.  Or,  le  moment  virtuel 
de  il  est  égal  à  la  somme  des  moments  virtuels  des  ]>  forces 
P,  P',  P'  ...  appliquées  aux  points  M,  M',  M'  ...  Donc,  la 
condition  nécessaire  et  suflisante  pour  l'équilibre  du  système 
est  cjue  Ton  ait  l'équation  : 

P/>  +  Fp'  4-Py  ...  =0. 

11   faut    remarquer   (pie   dans    cette   é(piation   les    ra[>- 

ports— >     »  ....  sont  déterminés. 

69.  Démonstration  du  principe  dans  le  cas  des  liaisons 
incomplètes.  —  11  y  a  moins  de  3p  —  1  équations  de 
condition.  Le  système  n'est  pas  à  liaisons  complètes;  on 
peut  lui  faire  prendre  non  pas  un  seul  mouvement,  mais 
une  inlinité.  Considérons  l'un  quelcompie  de  ces  mouve- 
menls,  qui  deviendrait  le  seul  possible,  si  aux  équations  de 
condition  données,  on  en  ajoutait  de  nouvelles,  de  manière 
à  rendre  le  système  à  liaisons  complètes.  Il  est  nécessaire 
que,  relativement  au  mouvement  considéré,  la  somme  des 
moments  virtuels  soit  égale  à  zéro. 

Car,  supposons  que  l'équilibre  existe  tout  d'abord  ;  on  ne 
le  troublera  pas  en  gênant  les  mouvements  des  difiérents 
points  du  système,  de  manière  à  réduire  ces  mouvements 
à  un  seul,  celui  dont  nous  avons  parlé;  le  système  devra 
être  en  équilibre  à  plus  forte  raison.  Mais,  si  la  somme  des 
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moments  virtuels  n'élait  i)as  nulle,  le  système  prendrait  le 
mouvement  considéi'é.  Donc,  pour  qu'aucun  des  mouve- 
ments compatibles  avec  les  liaisons  du  système  n'ait  lieu, 
il  faut  que,  pour  cliacun  de  ces  mouvements,  la  somme  des 
moments  virtuels  soit  égale  à  zéro. 

RÉcn^ROQUEMENT.  —  Si  Cette  condition  est  remplie,  Téqui- 
libre  a  lieu.  Car,  si  un  mouvement  s'accomplissait,  ce 
mouvement  serait  déterminé.  Introduisons  d'autres  liaisons 
ne  gênant  pas  ce  mouvement,  mais  gênant  les  autres,  si 
Ton  tentait  de  les  accomplir,  nous  aurons  îUors  un  système 
à  liaisons  complètes;  puisque  le  mouvement  a  lieu,  c'est 
«pie  la  sonnne  des  moments  virtuels  n'est  pas  nulle,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse.  I.a  condition  énoncée  est  donc 
nécessaire  et  sufTisante. 

Ainsi,  pour  tous  les  mouvements  possibles,  on  doit  avoir 
l'équation  : 

Autre  forme  de  l'équation  des  vitesses  virtuelles.  —  A  lu 
force  P,  substituons  ses  composantes  X,  Y,  Z;  de  même 
considérons  le  dé])lacement  du  point  M  comme  résultant 
des  trois  déplacements  o.f,  $//,  oz;  nous  aurons  : 

mom.  virtuel  de  P  =  Xo.r  -+-  Ycy  +  Zoz, 

et  réquation  des  vitesses  virtuelles  deviendra  : 


s 


70.  Conditions  d'équilibre  d'un  système.  —  Nous  allons 
montrer  comment  on  déduit  du  pi'incipe  des  vitesses  vir- 
tuelles les  conditious  d'équilibre  d'un  système  donné. 

Supposons  que  les  liaisons  qui  existent  entre  les  divers 
points  du  système  soient  exprimées  par  les  équations  : 

2)  L=i:0,      M=:0,       N  =  0,       ..., 
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outre  les  coordonnées  des  divers  points  du  système  a?,  j/,  z, 
^'y  y\  ^'••-  Soient  Sa;,  oj/,  $r,  ox',  ...  des  variations  infini- 
ment petites  compatibles  avec  les  liaisons;  nous  devrons 
avoir  entre  ces  variations  les  relations  suivantes  : 

(IL  ^        flL  ,        (IL  ^         (IL  ^  ,  ^. 

^/j7  df/    ''       (iz  dx 

\  dM^         (/M,         f/M,         f/M  ,   , 


/ 


-7-  0.P  -t-  ...  =0. 


Soit  i  le  nombre  des  équations  de  condition;  i  des  varia- 
lions  oXy  c?/,  ...  au  nombre  de  3;),  seront  des  fonctions 
linéaires  des  ^p  —  i  variations  restantes,  lesquelles  seront 
arbitraires.  En  reportant  ces  i  variations  dans  (1),  on  aura 
une  fonction  linéaire  des  \\p  —  i  variations  arbitraires;  et 
cette  fonction  devra  être  nulle  quelles  ([ue  soient  les  3^>  —  i 
variations.  Le  coefficient  de  chacune  de  ces  variations 
devra  donc  être  nul  ;  on  aura  ainsi  3p  —  i  équations  qui, 
combinées  avec  les  i  équations  de  condition,  donneront  *3p 
équations  propres  à  déterminer  les  3^;  coordonnées  a?,  j/,  c, 
*'^'j  y\  ^'j  •••  <J<^^  ])oints  du  système,  dans  la  position,  ou 
dans  les  positions  d'équilibre. 

Il  y  a  3p  —  i  éijuations  (réquilibre. 

Élimination  par  la  méthode  des  facteurs.  —  Multiplions 
les  équations  (3)  respectivement  par  les  facteurs  indéter- 
minés A,  ;j.,  7  ...  et  ajoutons  lensemble  à  Téquation  (1); 
nous  aui'ons  : 

/^      .  (IL         (IM         d^s  \  , 

i         (X  -h  A  ,-   H  ;A-p-   h  V  ---  4-  ...  )  ^x 
\        \  dx  dx  d.r  / 

(*)        i         /,,       .  dL  (IM         (IN  \  ^      }   =^' 

-f-  .. . 
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Nous  avons  dit  que  i  variations  sont  fonction  des  Sj)  —  i 
variations  restantes,  lesquelles  sont  indépendantes.  Profitons 
de  rindétermination  de  a,  [x,  v  ...  pour  annuler  dans  (4)  les 
coefficients  des  i  variations  dépendantes;  les  auti^es  étant 
indépendantes,  on  devra  égaler  à  zéro  leui's  coeflicients. 
On  aura  donc  en  somme  les  3p  équations  : 


dx         ilx 


diN 

V  -, h  ... 

dx 


=  0, 


(5) 


\ 


^      .  dL         dM         dN 

Y  -H  A  -r-  -h  [X  -j h  V  -r- 

dy  dy         dy 


-^  ...  =  0, 


„       .  dL         dM         dN 

Z  4-  A  —  -I-  IX-; — ^-  V  -.-  -I- ... 


dz 


'  T 


dz 


^,      ,  dL         dM         dN 
^-^^^d^-^^d^-*-^d^-^- 


=  0, 


=  0, 


(2)  et  (5)  forment  un  système  de  3p  +  i  équations  conte- 
nant les  3p  -h  i  inconnues  a*,  j/,  z,  x\y\  z'  ..,  a,  ;x,  v. 

Réciproquement.  —  Si  ces  équations  ont  lieu,  l'équilibre 
aura  lieu  aussi;  car  en  multipliant  les  équations  (5)  respec- 
tivement par  îiT,  ly  ...  et  ajoutant,  on  a  : 


0  = 


/ 


\lx  +  Y5y  4-  Hz  -f-  X'êic'  -h  ... 
dL,         dL.         dL.         dL 

ly 

/rfM- 


(; 


\   4-  X  (  ^  Sa?  -H  "--  By  -I-  '^  $5  -h  ^  Sa?' 
1  \dx  dv  dz  dx 


•) 
) 


et  en  vertu  de  (3)  cette  équation  se  réduit  à 

2(X5a?4- Y2y  -+- Zîi)  =  0. 


De  la  signification  mécanique  des  facteurs  X,  ;x,  v.  — 
Dans  les  é(|uations  (5),  chaque  équation  de  condition  L  =  0 
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est  représentée  par  un  terme  Xt^»  a  7^...;  si  l'équation 

de  condition  n'existait  pas,  mais  ((u'à  X  on  ajoutât  une 

force  Xj-»  à  Y,  X^...,  les  équations  (5)  resteraient  les 

mêmes.  On  peut  donc  dire  que  la  liaison  L  --  0  produit  les 
forces  suivantes  : 

A  3— suivant  0^, 

\   .   dL 

en  m      K  T-      —     Ov, 
I       dy  ^' 

i       A    -r-  —        OJ, 

\        dz 


X  T—;  suivant  Ojp, 
dx' 


en  wi    ^   X  T-7      —     Oy, 
i      dy' 

'    .  dL  . 

'd-z'      ^     ^'' 

La  résultante  de  la  force  appliquée  en  m,  et  provenant  de  la 
liaison  L  =  0  sera  : 


V/{Ë)-*  ©•*(£■ 


le  cosinus  de  Tangle  que  fait  cette  force  avec  Ox  sera  : 

dL 
dx 


.  //diy      /dlV      (dL 


dL\'      (dLV 


Si,  dans  Téquation  L  =  0,  on  considère  a?,  j/,  z  comme 
seules  variables,  on  aura  l'équation  d'une  surface;  la  force 
considérée  précédemment  sera  dirigée  suivant  la  normale 
à  cette  surface. 
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71.  Application  du  principe  des  vitesses  virtuelles  à  la 
recherche  des  conditions  d'équilibre  d'un  corps  solide 
entièrement  libre.  —  Nous  considérons  le  corps  solide 
comme  formé  d'un  nombre  p  de  points  matériels  dont  les 
distances  mutuelles  sont  invariables;  soient  M,  M',  M' 
trois  de  ces  points.  Le  nombre  des  coordonnées  de  tous  les 
points  du  système  est  3p.  11  y  aura  d'abord  trois  équations 
de  condition  pour  exprimer  que  les  cotés  du  triangle  MM'  M' 
sont  invariables;  pour  chacun  des  p  —  3  autres  points  tels 
que  M"',  il  faudra  trois  conditions  pour  exprimer  que  les 
longueurs  MM''',  M/ M'",  M' M'"  sont  invariables;  on  aura 
donc  en  tout  : 

3(j?  — 3)  +  3  =  3p-^6 

équations  de  liaison,  entre  les  3p  coordonnées;  donc,  il  y 
aura  six  conditions  d'équilibre. 

On  trouvera  ces  six  conditions  en  imprimant  au  corps 
solide  six  mouvements  virtuels  simples,  indépendants  les 
uns  des  autres. 

lo  Translation  parallèle  à  Oa;.  —  C'est  un  mouvement 
virtuel  possible  ;  pour  ce  mouvement  on  a  : 

(i  ce  —  d  iV    -——  ... 


I^'équation 

(1) 

2  (XSa;  +  Y5y  +  2 

donne  : 

2  (X)  =  0. 

On  trouvera 

de 

même  : 

2(Y)  =  0,      ^{Z)  =  Q. 

!2o  Rotation  infiniment  petite  autour  d'un  des  axes  coor- 
donnés. —  Pour  une  rotation  infiniment  petite  oO  autour 
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<le  Or,  ou  a  : 

jî  =  r  cos  0,      y  =  /'  sin  0,      ::  =  const., 
5a?  =  — y$0,      cy=  -h  œia,      c;r=:0, 

ol  réquation  (i)  so  réduit  à  : 

ao::(.î;Y  — yX)=:0. 
(.)ii  houvei'a  donc  les  six  conditions  suivant(îs  : 

^  ifjZ  —  jY)  =  0;      1  {z\  —  .rZ)  =  0;      2:  {xY  —  y\)  =  0. 

(!t»s  conditions  sont  distinctes;  ce  sont  les  six  équations  do 
réquilibre. 

72.  Sur  une  propriété  de  l'équilibre  relative  aux  maxima 
et  aux  minima.  —  Reprenons  ré([nation 

qui  donne  les  condilions  d'équilibre  d'un  syslènie  c|uel- 
conque,  en  y  adjoignant  les  écfuations  entre  les  variations 
s.r,  0//  ...  fournies  par  les  équations  qui  expriment  les 
liaisons.  Supposons  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  IJ, 
c'est  à  dire  que,  sans  tenir  compte  des  liaisons,  on  ait  : 

/  ^,       f/U       ,.      dV       ^      dV 

^  .  dx  dy  dz 

dr 


i  )n  en  conclura  : 


d\:  ^         rfU .         dV 


rf.F  f/j/  </j 


-h  -7—.   ^^^     -^   •••  =  sU. 

dx 


3J4  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

On  devra  donc  avoir  l'équation  : 

(3)  5U  =  0, 

en  observant  que  les  variations  $0?,  Sj/  ...  doivent  être 
considérées  dans  Téquation  (3)  comme  liées  entre  elles  par 
les  équations  de  condition  qu'on  déduit  des  équations  qui 
expriment  les  liaisons  du  système. 

Il  en  résulte  qu'en  général,  dans  la  position  d'équilibre, 
la  fonction  des  forces  U  sera  un  maximum  ou  un  minimum, 
en  tenant  compte  des  liaisons  du  système.  Ainsi,  supposons 
que  les  liaisons  permettent  d'exprimer  toutes  les  variables 
a?,  y,  J3  ...  en  fonction  d'un  certain  nombre  de  variables 
indépendantes  X,  \h  ...;  on  devra  avoir,  U  pouvant  être 
exprimée  également  à  l'aide  de  ces  variables,  les  équations  : 

Ce  sont  les  équations  mêmes  que  l'on  rencontrerait,  si 
l'on  cherchait  à  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la 
fonction  U,  des  variables  indépendantes  \  ^  ...;  on  sait 
que  quand  on  aura  trouvé  les  valeurs  de  a,  jjl  ...  qui  vérifient 
les  équations  (4),  il  n'en  résultera  pas  nécessairement  que 
ces  valeurs  répondent  à  un  maximum  ou  à  un  minimum 
deU. 

On  voit,  (juoi  qu'il  en  soit,  que  dans  le  cas  considéré,  où 
il  existe  une  fonction  des  forces,  on  aura,  pour  trouver  les 
conditions  d'équilibre,  à  résoudre  la  même  question  ana- 
lytique que  s'il  s'agissait  de  trouver  le  maximum  ou 
le  minimum  d'une  fonction  U  d'un  certain  nombre  de 
variables  indépendantes  X,  jjl  ...  C'est  là  un  principe  que 
Maupertuis  avait  proposé  sous  le  nom  de  loi  du  repos. 

Nous  verrons  plus  loin  que,  quand  la  fonction  U  est  un 
maximum,  l'équilibre  est  stable. 

Les  équations   (2)  sont  vérifiées  loi'sque  les  forces  qui 
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agissent  sur  les  divers  points  du  système  ne  sont  autre 
chose  que  les  actions  de  la  pesanteur  sur  ces  points  ;  on  a 
dans  ce  cas,  en  prenant  Taxe  des  z  vertical  et  dirigé  vers 
le  bas  : 

X  =  0,      Y  =  0,      Z=:img  \ 

X'=0,      ¥'=0,      Z'=m'g      U  =  f/ (m::  +  m's' h- ...), 

et  l'équation  (1)  devient  : 

miz  4-  tw'  Ss'  H-  ...  1=  0  {mz  -i-  m' z'  ...)  =  0. 

Soit  z;  Fordonnée  du  centre  do  gravité   du   système; 

on  aura  : 

U  =  gz^  Ivi;      IZj^  =  0. 

Ainsi,  quand  on  considère  un  certain  nombre  de  points 
pesants  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque,  on  trou- 
vei'a  la  position  d'équilibre  du  système  en  cherchant,  parmi 
toutes  les  positions  compatibles  avec  les  liaisons,  celle  pour 
laquelle  le  centre  de  gravité  sera  le  plus  bas  possible.  La 
l^osition  dans  laquelle  le  centre  de  gravité  sera  le  plus  bas 
possible  sera  une  position  d  équilibre  stable. 

Exemples.  —  i^  Étant  dominé  un  fil  homogène  pesant, 
dont  les  deux  extrémités  sont  fixes,  et  dont  la  longnetir  est 
donnée,  trouver  sa  position  d'équilibre.  —  On  Tobtiendra 
en  cherchant,  à  l'aide  du  calcul  des  variations,  parmi  toutes 
les  courbes  passant  par  les  deux  points  fixes,  et  ayant  une 
longueur  donnée,  celle  dans  laquelle  le  centre  de  gravité 
de  la  courbe  est  le  plus  bas  possible;  on  trouve  ainsi  la 
chaînette. 

2»  Un  ellipsoïde  pesant  homogène,  étant  placé  sur  un 
plan  horizontal,  son  centre  de  gravité  ou  son  centre  de 
ligure  sera  le  plus  bas  possible,  lorsque  Tellipsoïde  tou- 
chera le  plan  fixe  par  Tune  des  extrémités  du  plus  petit 
des  trois  axes;  alors,  l'équilibre  sera  stable. 
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S^  Considérons  un  corps  solide  attirant  un  point  niatéiîel 
suivant  la  loi  de  Newton  ;  soient  x^^  y^,  z^  les  coordonnées 
de  ce  point,  V  le  potentiel  du  corps  relatif  à  ce  point, 
on  aura  : 

Nous  aurons  donc  pour  l'équilibre  : 

dx^  thj^  (Iz^ 

Si  nous  considérons  un  point  voisin  du  point  attiré,  en 
désiffnant  ses  coordonnées  pai^  : 

x  =  x^hh:      y  =  i/^~{-k;      z  =  z^ -\- l, 

nous  aurons  : 

1  /     ^/*V  (P\         (l-\ 

iJ  \     (tx;,  dy:,  dzl 


dUo  ^-0       "      (^^0  (f^o 


4-  ^kl  V-'-  +  2/A  T^;-  -f-  ^hk  -,  -— î— \  4- 


\h)\\v  que  V^  soit  un  niaxiniuin,  il  faut  ({u'on  ait  : 

^l^'^     d^.<'^     d^.<''^ 
pour  un  niinimum,  au  conli-aire,  on  devrait  avoir  : 

.7^>«'    rf7;>«'    ;^>«- 

Mais,  si  le  iK)int  attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  niasse  même 
du  corps,  on  a,  comme  on  sait  : 

d^      d'JV      ^__n 
dxl      dyl       dzl  "" 

Donc,  en  ecai^tant  le  cas  exceptionnel  ou  t-i"  -j—i'   jzï 

«j.\,    f'yô    ^'^0 
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seraient  nuls  tous  les  trois,  on  voit  que  ces  trois  quantités 
ne  peuvent  pas  avoir  le  niùine  signe,  que  ce  sigue  soit  du 
reste  le  signe  +  ou  le  signe  — .  Donc  V,  (jui  est  ici  la 
fonction  des  forces,  n'est  généralement  ni  un  maximum  ni 
un  minimum,  contrairement  à  une  assertion  que  l'on  trouve 
dans  quelques  traités  de  Mécanique. 

Applications  du  principe  des  ritesses  virtuelles. 

73.  Les  machines  employées  dans  Tindustrie  sont  en 
général  des  systèmes  à  liaisons  complètes.  Soient  P  la 
puissance  qui  doit  vaincre  la  résistance  11,  ^p  le  chemin 
parcouru  par  le  point  d'application  de  la  puissance 
[irojeté  sur  la  direction  de  la  puissance,  3r  le  chemin 
parcouru  i>ar  le  point  (Tapplication  de  la  résistance  projeté 
sur  la  direction  de  cette  force;  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  nous  fournira  Téquation  : 

PS/>  -h  i\or  =  0; 

or,  ici  op  et  or  sont  identiques  à  clp^  dv\  on  aura  donc  : 

Vdp  f-  R^/r  =  0. 

Donc,  les  forces  sont  en  raison  inverse  des  chemins 
parcourus  par  leurs  i)oints  d'application,  ces  chemijis 
étant  projetés  sur  les  Ibi^ces  correspondantes.  C'est  là  une 
remanpie  qui  avait  été  faite  par  Galilée,  (jui  avait  vérifié 
ce  théorènie  dans  un  certain  nombre  de  machines  simples 
et  le  regai'dait  coinme  une  proi)riété  générale  de  l'équilibre 
des  machines;  c'est  là  Torigine  du  pnncipe  des  vitesses 
virtuelles. 

l»  Presse  à  coin.  —  Soient  ABC  un  coin  isocèle,  A'IVC' 
une  position  infiniment  voisine;  on  doit  avoir,  pour  ré((ui- 
libie  : 

P  X  HHr=R  X  OB'. 


318  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

BB'  est  égal  et  parallèle  à  AA',  le  triangle  DBB'  est 
4  y  isocèle,  et  l'on  a  : 

DB'=2B'H 

=  2BH  tga; 

donc  : 

P  =  2R  tg  a, 
P 


R  = 


2tga 


îiq.25* 


\î 


La  résistance  que 
Ton  pourra  vainci'e 
avec  une  puissance 
donnée  sera   d'au- 


tant plus  grande  que  a  sera  plus  petit. 


•?'^^■ 


2o  Balance  de  Roberval.  —  La  balance  de  Roberval  se 

compose  essentiel- 
lement d'un  paral- 
lélogranuTie  articu- 
lé CDEF,  dont  les 
cotés  CD  et  EF  res- 
tent toujours  verti- 
caux; la  droite  ver- 
ticale AB  qui  réu- 
nit les  milieux  des 
cotés  CD  et  E F  est 
fixe.  HK  et  ML 
sont  des  bras  hori- 
zontaux, attachés 
aux  côtés  EF  et 
CD;  aux  points  K 
et  M  de  ces  bras 
on  suspend  des 
poids  P  et  Q;  on  demande  la  condition  d'équilibre. 
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Considérons  la  position  infiniment  voisine  C'D'E'F'  du 
parallélogramme.  Soient  H'  et  L'  les  nouveaux  points 
d'attache  des  bras,  on  doit  avoir  : 


on  : 


P  X  H'  H'  =  Q  X  L'  L\ 
PX  E'E'  =  Q  XCC 


Or,  E'E"  et  GC"  sont  les  projections  sur  la  verticale  des 
cordes  égales  EE'  et  CC  également  inclinées  sur  cette 
verticale  ;  donc  : 

E'E'  =  CC%      P  =  Q. 

Ainsi,  l'équilibre  aura  lieu  pour  P  =  Q,  quels  que  soient 
les  points  K  et  M  des  bras  horizontaux,  où  l'on  applique 
les  poids,  et  quelle  que  soit  la  position  du  parallélogramme 
articulé. 

3"  Équilibre  du  genou.  —  0  A  est  une  tige  solide  pouvant 
tourner  autour  du  point  fixe  0;  AB  est  une  autre  tige 
solide  dont  l'extrémité  A  est  ai'ticulée  avec  la  tige  OA, 


H 


-yjy 
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l'extrémité  B  étant  astreinte  à  se  mouvoir  sur  une  droite 
fixe   OB;   la  puissance   P  est  appliquée  en  un  point  C 
de  O  A;  la  résistance  Q  est  appliquée  en  B  et  dirigée  suivant 
la  droite  BO;  on  demande  la  condition  d'équilibre. 
Soient  : 

OA  =  a,      OC  =  c,      PCO  =  Y. 

Considérons  le  genou  dans  la  position  infiniment  voisine 
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OA'IV,  menons  CD  juM^pondifuIaire  sur  P,  A'I  et  B'H 
perpendiculaires  sur  AJJ;  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
nous  donne  ré([uation  : 

(1)  PXCD  =  QXBB', 

CD  =  CC'sinY;. 
or  on  a  : 

— -^  =  -;    donc  :    CD  =     sin  v-A  A', 
AA        a  a        ' 

BH  =  BB'  cosB, 

mais  Bll  =  AI  si  on  néglige  les  infiniment  petits  du 
second  ordre,  donc  : 

cos  ^ 

AI  =:  A  A' sin  A;    donc:     BB'=:- ;r— » 

cos  B 

réquation  (1)  donne  donc  : 

«      c    .        ^  . ,       Q  sin  A  .  . , 
P  X  -  sm  Y  AA'  =  - — =r-  AA', 
a  cos  B 

Pc  sin  Y Q  sin  A 

a  cos  B 

^       ^^      c  sin  Y  cos  B 
a      sm  A 

Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  la  résistance  Q,  <iifoii 
pourra  vaincre  avec  une  puissance  donnée  P,  sera  d'autant 
plus  grande  que  sin  y  «era  plus  voisin  de  1,  ou  y  de  fH>*; 
supposons  Y  =  î^o;  alors  : 

c  cos  B 


Q  =  P 


a  sin  A 


Supposons  de  jdus  le  genou  isocèle,  c'est  à  dire  OA  =  AR: 

alors  : 

2B  -H  A=:180m 
sin  A  =  sin  2B, 

^  i^sinB 
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Si  B  est  petit,  avec  la  puissance  P,  on  pourra  vaincre 
une  très  grande  résistance. 

4^  Pont-Lavis  de  Belidor.  —  AB  est  le  tal)lier  du  pont, 
mobile  autour  d'une  liorizontale  projetée  en  A,   G  son 
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centime  de  gravité,  supportant  le  poids  P  du  tablier;  une 
chaîne  part  de  B,  s'enroule  sur  un  treuil  dont  Taxe  est 
pi'ojeté  en  0,  sur  la  verticale  du  point  A,  la  chaîne  se 
continue  en  OM  et  porte  un  poids  Q;  le  point  M  est 
assujetti  a  se  mouvoir  sur  une  courbe  UV;  on  demande 
de  déterminer  cette  courlie  UV  de  manière  que  l'équilibre 
ait  lieu  dans  toutes  les  positions  du  système. 
Posons  : 

AC  =  o,      kB  =  b,      OA  =  h,      BA0  =  9,      MOA  =  a), 

MO=:p. 

Soit  l  la  longueur  de  la  chaîne,  i  =  OB  +  OM;  on  aura  : 

0B  =  /  — p;      AD  =  acos9;      OE=:pco.S(i). 
DESPEYRors.  —  Mécanique.  U.  *2l 
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Considérons  la  position  infiniment  voisine  du  système; 
on  devra  avoir  : 

—  P  X  DD'  +  Q  X  EE'  =  0, 

DD'  =d.AD  =  d.a  cosç, 

EE'  =d.OE  =  (f.pcosa), 
donc  : 

(!)  —  Va  d.cos  ç  4-  Qd.p  cos  co  =  0. 

Or: 


OB  =AB  +  AO  —  2ABxAOcos9, 

ou  : 

(2)  (/  —  pY  =  6«  4-  /*•  —  Uh  cos  ?, 


d'où  : 


1 


2bh 
(1)  devient  donc  : 

Pa 

^^^  îbh  *"^'  ■"  P)'  "♦■  Q  ^-P  ^^s  «0  =  0. 

Si  l'équation  de  la  courbe  UV  était  donnée, 

(4)  P  =  /-(o)), 

on  déduirait  de  (3)  et  (4)  la  position  sur  cette  courbe  du 
point  M,  qui  répond  à  l'équilibre.  Si  l'on  veut  que  l'équi- 
libre ait  lieu  dans  toutes  les  positions,  on  doit  considérer 
l'équation  (3)  comme  étant  l'équation  différentielle  de  la 
courbe;  on  en  déduit,  en  désignant  par  C  une  constante 
arbitraire  : 

(5)  pcosa)  =  C-2^(/-p)«. 

On  peut  montrer  que  cette  érjuation  représente  une 
ovale  de  Descartes,  c'est  à  dire  que  l'on  peut  trouver  sur 
la  droite  OA  un  point  fixe  0'   tel  que  p'  désignant  la 
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distance  MO',  on  ait  : 

n  et  ^désignant  des  constantes. 

Supposons  maintenant  qu'en  vertu  des  conditions  ini- 
tiales on  ait  : 

c  =  l"'' 


îabh 
l'équation  (5)  donnera,  en  posant  -p—  =  m  : 

p  =  2/  —  2m  cos  0), 
équation  d'un  limaçon  de  Pascal. 


CHAPITRE  VIII 


PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT. 


74.  On  a  vu,  dans  le  chapitre  précédent,  comment  les 
équations  d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  points 
soumis  à  des  liaisons  déterminées  par  des  équations  quel- 
conques peuvent  être  déduites  d'une  formule  générale. 
Le  mouvement  d'un  système  de  points  liés  entre  eux  d'une 
manière  quelconque  peut  de  même  être  déterminé  par  un 
principe  général,  dû  à  d'Alembert. 

Considérons  un  système  de  points  matériels  en  mouve- 
ment M,  M'  ...;  soient  x,  ?/,  z,  x' ^  if  ^  z'  ...  les  coordonnées 
de  ces  points;  les  liaisons  s'exprimeront  par  des  équations 
de  condition  entre  ces  coordonnées,  (jui  pourront  également 
contenir  le  temps.  Soient  ces  écjuations  : 


Dans  le  mouvement  du  système,  le  point  M  décrit  une 
certaine  courbe  C,  le  point  M'  une  courbe  C  ... 

Soit  P  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le  point  M, 
P'  la  résultante  de  celles  qui  agissent  sur  M'  ...;  le  point  M 
ne  se  meut  pas  sous  l'action  de  la  force  P,  comme  s'il  était 
libre,  à  cause  de  sa  liaison  avec  les  autres  points  du  système  ; 
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soit  P,  lu  force  qu'il  faudrait  appliquer  à  chaque  instant  au 
point  M  supposé  libre,  pour  produire  le  mouvement  que 
ce  point  possède  dans  le  système  considéré;  soit  de  même  P.' 

la  force  qu'il  faudrait  appli- 
quer au  point  M'  supposé 
libre,  pour  produire  le 
mouvement  de  ce  point... 
La  force  P  peut  être  consi- 
dérée comme  étant  la  résul- 
tante de  la  force  P,  et  d'une 
autre  force  P,  ...;  nous 
pourrons  donc  considérer 
notre  système  de  points  matériels,  comnje  liés  les  uns  aux 
autres  d'une  certaine  manière,  et  soumis  aux  forces  P,  et  P, 
pour  M,  J}[  et  P^  pour  M'  ...  et  prenant  le  mouvement 
observé. 

Imaginons  un  système  identique  de  points  matériels 
libres,  non  soumis  aux  liaisons,  et  où  les  points  M,  M'  ... 
seraient  sollicités  par  les  forces  P„  V[  ...;  les  deux 
systèmes  auront  le  même  mouvement;  ainsi  les  forces  P, 
sans  les  liaisons  produisent  le  même  mouvement  que  les 
forces  P|  et  P,  avec  les  liaisons.  Donc  les  forces  P,  jointes 
aux  liaisons  ne  modifient  pas  le  mouvement;  les  liaisons 
ne  servent  qu'à  détruire  les  forces  P,.  Ces  forces  P,  ont 
été  appelées  par  d'Alembert  les  forces  perdues;  on  a  donc 
le  théorème  suivant  dû  à  d'Alembert  : 

Dans  un  système  en  mouvement,  les  forces  perdues  se 
font  équilibre  à  chaque  instajit,  en  tenant  compte  des 
liaisoyis  du  système. 

Autre  manière  de  présenter  le  principe.  —  La  force  P, 
peut  être  considérée  comme  étant  la  l'ésultantc  de  la 
force  P  et  d'une  force  P,  éj^ale  et  contraire  à  P,;  donc, 
l'ensemble  des  forces  P  et  P,  se  font  équilibre,  en  tenant 
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compte  des  liaisons  du  système,  c'est  à  dire  sur  le  système 
gêné  ;  on  peut  donc  énoncer  ainsi  le  théorème  : 

Dans  le  mouvement  d'un  système  quelconque  de  points 
soumis  à  des  liaisons  et  sollicités  par  des  forces  quelconques, 
il  y  a  équilibre  à  chnque  instant,  au  moyen  de  ces  liaisons, 
entre  ces  forces  et  des  forces  égales  et  directement  apposées 
à  celles  qui  produiraient  pour  chaque  point  matériel, 
supposé  libre,  le  mouvement  quHl  a  réellement. 

Les  efforts  •  exercés  sur  le  système  peuvent  varier  à 
chaque  instant  ;  ils  sont  produits  par  les  forces  variables  P, 
qui  s'y  font  constamment  équilibre. 

75.  É(iaation8  générales  du  mouvement  d'un  système.  — 

En  vertu  du  principe  de  d'Alembert,  toutes  les  questions 
de  mouvement  se  trouvent  ramenées  à  des  questions 
d'équilibre;  en  combinant  ce  principe  avec  celui  des 
vitesses  virtuelles,  on  obtient  une  équation  qu'on  peut 
appeler  l'équation  générale  de  la  Dynamique. 

Désignons  par  X,  Y,  Z  les  composantes  connues  de  la 
force  totale  appliquée  au  point  M,  dont  la  masse  est  m  et 
les  coordonnées  x^  y,  z;  soient  X',  Y',  Z',  x\  j/',  z'  les 
mêmes  éléments  pour  le  point   M'   de  masse  m'...   La 

force  MP,  aura  pour  composantes  m  -j-^y  ^  rf^'  ^**  rf#î» 
les  composantes  de  P,  seront  : 

d'à?  d'y  d*z 

-'»d?'    -"^W    -'^dF' 

la  force  P  a  d'ailleurs  pour  composantes  X,  Y,  Z  ;  donc  les 
composantes  des  forces  P„  P|,  etc.,  seront  : 

(P.)  X-m^,     ^-'^'rf^'     ^-^d7^' 

/n»\  Vf  ^  *^  iri  ^  y  rm,  d  s 

(P,)  X-m^,     1  ^m-^^,.    Z-m^. 
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Toutes  les  forces  P„  P,'  ...  doivent  se  faire  équilibre  à 
chaque  instant  sur  le  système,  en  tenant  compte  des 
liaisons.  Si  donc,  à  un  instant  quelconque,  5j?,  îy,  8z, 
3.r',  iy\  Qz'  ...  sont  des  variations  infiniment  petites 
quelconques  des  coordonnées  compatibles  avec  les  liaisons, 
à  l'époque  considérée,  on  devra  avoir,  pour  tous  ces  dépla- 
cements virtuels,  l'équation  : 

,.,2|(x-™^-),,.(Y-»^),,.(z-4;),.-j=o. 

Telle  est  l'équation  générale  cherchée;  on  peut  encore 
récrire  :  * 

(2)  2(X3a:  -^  Y$y  +  Z>.z)  =  1  m  (^  îx  +  ^^^  îy  +  5^  2-)' 

le  S  du  premier  membre  s'çtend  à  tous  les  points  auxquels 
des  forces  sont  appliquées;  le  yi  du  second  à  tous  les 
points  en  mouvement  sans  exception;  s'il  s'agissait  d'un 
corps  solide,  ce  second  2  constituerait  à  proprement  parler 
une  intégrale  triple  étendue  à  tout  le  corps. 

Voyons  comment  on  déduira  de  l'équation  générale  (1), 
dans  chaque  cas  particulier,  les  équations  du  mouvement. 
Supposons  le  système  formé  de  n  points,  entre  les  3n  coor- 
données desquels  existent  p  relations  pouvant  contenir  le 
temps  t  : 

?i \^»  j?i,yi,2^|,  oo^^y^^z^...  iï?M, y»,  v„)  =  0, 

/o\  j  ?«  (^»  ^1» y^ ^ij  ^1» y«» ^t  •••  "^rtï yn» ^m)  =  0, 

Çp(/,  ^11  Vif  ^11  ^i>yii-«*»'  ^«iy«î«j«)  =^  ^» 

le  nombre  p  devra  être  au  plus  égal  à  3n  —  1. 

Les  conditions  (3)  devant  être  satisfaites  par  le  système 
dans  sa  position  actuelle,  et  dans  celle  qui  répond  à  un 
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déplacement  quelconque,  à  la  même  époque,  il  faudra 
différentier  ces  équations  (3)  par  rapport  à  x^y  y,,  z,  ... 
sans  faire  varier  le  temps;  on  aura  ainsi  entre  les  3n 
variables  8a:„  8j/,,  3r,  ...  5a;„ ,$?/„, 5z„,  lesp  équations  : 


(4) 


dXi      *       dy^    ''^       dz^  dZn 

dXi      *       dyj    ^*       dz^     *  d^r. 


On  pourra  tirer  de  ces  équations  p  variations  en  fonction 
des  3n  —  p  autres  qui  seront  entièrement  arbitraires;  on 
les  portera  dans  Téquation  (1),  et  on  devra  égaler  à  zéro 
les  coefficients  des  3n  — p  variations  arbitraires;  on  trou- 
vera ainsi  3>i  —  p  équations  qui,  jointes  aux  p  équations  (3), 
donneront  un  système  de  3n  équations,  pour  déterminer 
les  3n  coordonnées  en  fonction  du  temps;  parmi  ces  3><! 
équations,  3n  —  p  seront  des  équations  différentielles 
simultanées,  du  second  ordre. 

On  peut  opérer  d'une  manière  i)lus  symétrique.  Soient 
A„  A,  ...  Xj,,p  facteurs  indéterminés;  multiplions  les  équa- 
tions (4)  respectivement  par  X,,  a,  ...  \  et  ajoutons-les  u 
récjuation  (1);  nous  aurons  : 

Profitons  de  Tindétermination  des  p  multiplicateui-s  X, 
pour  annuler  les  coefficients  desp  variations  qui,  d'après  (4), 
sont  des  fonctions  connues  des  3n  — p  variations  restantes, 
lesquelles  sont  arbitraires;  il  faudra  alors,  dans  l'équa- 
tion (5),  annuler  les  coefficients  de  ces  3n  — p  variations; 
donc,  en  somme,  on  doit  égaler  à  zéro,  dans  l'équation  (5), 
les  coefficients  de  toutes  les  variations,  et  on  trouve  ainsi 
les  3n  équations  : 
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W|  -y—   =Y;     h  À,' 7-^-   +  X,  -~   4-   ...   -h  Xp  ;j— ♦ 


Zn  dZn 


*""  df"  "  ^"  ■*"  ^*  rfS  "^  ^*  rfZ  "^  -  "^  '^'  rf^ 


On  a  alors  p  équations  (3),  3n  équations  différentielles  (6) 
entre  'fin  +  p  inconnues,  savoir,  les  3n  coordonnées  et 
les  p  multiplicateurs  X.  Le  gi'and  avantage  que  Ton  trouve 
n  opérer  ainsi,  c'est  de  mettre  en  évidence  les  forces 
produites  par  les  liaisons  du  système  ;  ainsi  : 

X  1^,      X  ^^      X  ^^ 
*  dx^  '        *  dy^  '        *  dZi 

sont  les  composantes  de  la  force  produite  par  la  liaison 
ç,  =  0  sur  le  point  M,;  Tintensité  de  cette  force  est  : 


>■■  vm-  (ih  fê)' 


la  même  liaison  produit  la  force 


WiÈMS'HW 


appliquée  au  point  M,;  la  direction  de  la  première  de  ces 
forces  est  celle  de  la  normale  à  la  surface  qui  aurait  pour 
équation  : 

?1    (^y'^l^Vu  ^i>    •••   '^tt  l/n^  ^h)  ——  U, 

en  y  regardant  <,  a?,  ...  z„  comme  des  constantes,  x,,  ?/„  z^ 
étant  seides  variables. 
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Détermination  des  constantes.  —  On  a  p  équations  ordî- 
naires,  3n — p  équations  différentielles  du  second  ordre; 
on  introduira  donc  par  l'intégration  On  —  2p  constantes 
arbitraires;  on  aura  3n  équations  telles  que  la  suivante  : 

(7)  Xi  =  fi  {t,   C,    ...   Cen  —  lj))* 

3n  —  p  seulement  de  ces  équations  sont  distinctes,  puis- 
qu'on a  les  équations  (3),  qui  ne  contiennent  pas  de  cons- 
tantes; on  en  déduira,  en  prenant  seulement  Sn  —  p 
équations  : 

dX' 

(8)  —  =  fi   [tj  Cl  ...  Cen  — fp). 

On  aura  ainsi  3n  — p  équations  nouvelles;  on  fera  dans 
les  3n  —  j;  équations  (7),  f  =  0,  ainsi  que  dans  les  3n  —  p 

-jYJ  seront  des  (piantités  entiè- 
rement arbitraires.  On  aura  donc  6n  —  2p  équations 
propres  à  déterminer  les  6n  —  2p  constantes  arbitraires  C. 

76.  Exemple  destiné  à  montrer  l'interprétation  méca- 
nique des  multiplicateurs  indéterminés  a.  —  Déterminer  le 
mouvement  de  deux  points  matériels  M  et  M'  de  masses  m 
et  m'  soumis  à  Vaction  de  forces  données,  et  réunis  par 
une  tige  rigide  et  m  flexible  dont  on  néglige  la  masse,  le 
point  M  étant  assujetti  à  rester  sur  une  surface  fixe  donnée  S 
et  le  point  W  devant  également  rester  sur  une  surface  fixe 
donnée  S' . 

Désignons  par  : 

X,  //,  z      les  coordonnées  de  M, 
x\y\z'  -  M', 

(1)  /"C^»  y,  ;?)  =  0      l'équation  de  la  surface  S, 

(2)  ?(^'',y'.-')=0  ^  S\ 
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On  aura  en  outre,  en  désignant  la  longueur  de  la  tige  par  l  : 


(3) 


(«'  -  xy  +  (y'-  yy  +  {z'  -  zy  =  /*. 


L'application  du  principe  de  d'Alemliert,  avec  les  multi- 
plicateurs de  Lagrange,  X  pour  l'équation  (1),  X'  pour  (2), 
\x  pour  (3),  nous  donnera  les  équations  suivantes,  dans 
lesquelles  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  désignent  les  composantes 
des  forces  appliquées  respectivement  aux  points  M  et  M'  : 


(4) 


(Px 
dt* 

(PZ 

""10  = 
,d*x' 

m—r-:r=- 


dt* 

dt* 

,d*z' 

dt* 


m-T^  = 


m 


X+  \  j^  -  V.  {x- -  X), 

Z    1-  X^-|x(2'  -s), 
uz 

dz 


On  aura  les  9  éciualions  (1),  (2),  (3)  et  (4;  pour  déter- 
miner   en   fonction   du   temps  les  9  quantités  x^  t/,  z^ 

Traitons  le  problème  autrement.  En  introduisant,  pour 

le  point  M,  la  réaction 
normale  MN  =  N  de 
la  surface  S,  et  la  ten- 
sion MT  =  T  de  la 
tige;  pour  le  point  M', 
la  réaction  M'N'=N' 
de  la  surface  S',  et  la 
tension  M'T'  =  T, 
nous  pourrons  consi- 
dérer isolément  les  mouvements  des  points  M  et  M',  et 


—  s* 
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nous  aurons  les  équations  suivantes  : 

d^x      _.  dx  ^x'  —  X 

m-r^  =  \^  .  +  T — j— 

ut  ////f\î         ///A«         ///A«  l 


m -m -m 


....  <^*^'  _  Y-   ^  .''*■'    T  (^'  —  '^^ 

VI  -t:z-  — .  A  +  —  —  —  i i 


vm'H^hm 


On  voit  que  les  deux  syslùrnes  (rëciuations  sont  les  mêmes 
et  que  Ton  a  : 

N 


vm-iïïHïï 


■  " 


\/mH:;hm 


—  T 

En  général,  en  appliquant  le  principe  de  d'Alembert, 
avec  les  facteurs  de  La<j[i'ange,  on  trouvera  le  même  résultat 
({u'en  introduisant  d'avance  les  forces  produites  par  les 
liaisons,  et  traitant  les  points  du  système  isolément.  Toute- 
fois, avec  le  principe  de  d'Alembert,  on  n'a  pas  à  démêler 
d'avance  ces  forces  provenant  des  liaisons,  le  calcul  les 
donne  par  les  facteurs  X. 

77.  Théorèmes  généraux  sur  le  mouvement  des  systèmes 
déduits  de  Téquation  générale  de  la  Dynamique.  —  Nous 

avons  réquatioii  générale  : 

(1)  2  (Xc.r  F  YBy  f-  7Az)  =-.  Im  (^  ox  h  'j^f  oy  +  '^^  ^z^ 
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qui  a  lieu  poui'  tous  les  déplacements  virtuels  compatibles 
avec  les  liaisons,  telles  qu'elles  existent  à  l'époque  t. 

Supposons  que  les  liaisons  permettent  une  translation 
parallèle  à  Oa;;  on  aura  pour  ce  déplacement  virtuel  : 

3a?=  Ba?'  =  8a?' ...  =  0, 
3y  =  Sy'  =:8y'...  =  0, 
iz  =îs'  =Zz'  ...  =0. 

En  supprimant  dans  l'équation  (1)  le  facteur  8  a;,  on  aura  : 

(2)  ^-'^  =  2x. 

De  même,  si  les  liaisons  permettent  des  translations 
parallèles  à  Oy  et  Oz,  on  en  déduira  : 

(3)  -«jhl''' 

(4)  --  fe = 2  2- 

Nous  retrouvons  ainsi  les  équations  (2),  (3)  et  (4),  qui 
conduisent  au  théorème  sur  le  mouvement  du  centre  de 
gravité;  nous  avions  obtenu  ces  éc^uations  d'une  autre 
manière,  et  sans  aucune  restriction,  tandis  que  nous  trou- 
vons actuellement  que  ces  équations  n'ont  lieu  que  si  les 
liaisons  permettent  à  tout  instant  des  translations  virtuelles 
du  système  parallèles  aux  axes  coordonnées.  Ainsi,  suppo- 
sons qu'un  point  M  du  système  soit  assujetti  à  une  liaison 
qui  le  force  à  rester  sur  une  courbe  fixe  C;  il  est  évident 
que  le  point  M  ne  peut  pas  prendre  les  translations  indi- 
quées; donc,  les  équations  (2),  (3),  (4)  n'ont  pas  lieu.  Quand 
on  opère  comme  nous  l'avions  fait  auparavant,  on  doit 
considérer  comme  forces  extérieures  toutes  celles  qui  ne 
s'exercent  pas  entre  deux  points  du  système  en  mouvement 
en  étant  égales  et  opposées;  ainsi,  par  suite  de  la  condition 
imposée  au  point  M  du  système,  il  faut  appliquer  au  point  M 
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une  force  extérieure  N  représentant  la  réaction  de  la  courbe; 

donc  2^  devra  être  remplacé  par  2^  +  N  ces  (N,  x)\ 
on  aura  donc  Téquation  : 

(5)  lim  ^  =  2  X  -f.  N  ces  (N,  x). 

La  composante  N  cos  (N,  x)  n'est  détruite  par  aucune 
autre  force  appliquée  à  un  point  du  système  en  mouvement. 
Ainsi,  dans  notre  ancienne  manière  de  procéder,  on  voit 
que  réquation  (2)  n'a  pas  lieu,  mais  doit  être  remplacée 
par  réquation  (5).  Dans  cette  manière,  la  réaction  N  est 
une  force  extérieure;  elle  doit  intervenir  dans  les"  expres- 
sions ]^X,  ^Y,  ^Z;  dans  la  nouvelle  manière,  c'est  une 

force  de  liaison,  et  ces  forces  de  liaison  ne  figurent  pas 
dans  réquation  générale  (1). 

Il  en  serait  de  même,  si  le  système  avait  un  point  fixe, 
ou  si  un  point  du  système  devait  rester  constamment  sur 
une  surface  donnée. 

Si  certains  points  du  système  sont  seulement  reliés  deux 
à  deux  par  des  tiges  rigides,  cela  n'empêchera  pas  les 
translations  parallèles  aux  axes;  les  équations  (2),  (3),  (4) 
auront  lieu  dans  la  nouvelle  manière;  elles  auront  lieu 
aussi  dans  l'ancienne,  car  les  tensions  étant  deux  à  deux 
égales  et  opposées  s'éliminent. 

Supposons  maintenant  que  les  liaisons  permettent  un 
déplacement  virtuel  consistant  en  une  rotation  infiniment 
petite'  u)  autour  de  Oz;  on  aura  : 

82  =  0,      ca?  =  —  y  Bo),      oy  =  4-  a?  80), 
82'=  0,      00?'  =  — y'8o),      8y'=  4- a?'8ti), 

8(1)  sera  en  facteur  dans  l'équation  (1);  en  le  supprimant, 
on  aura  : 


(6) 


-"  ^  57  -  »  'S) = 2  <-^  -  »«• 
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Nous  retrouvons  ainsi  les  équations  des  moments;  ces 
équations  n'auront  lieu  que  sous  cette  condition  que  les 
rotations  du  système  autour  des  axes  soient  possibles  ;  elles 
n'auraient  pas  lieu  dans  le  cas  considéré  plus  haut,  où  le 
point  M  devrait  rester  sur  la  courbe  C;  en  appliquant 
l'ancienne  démonstration  qui  n'était  pas  sujette  à  une 
semblable  restriction,  on  aurait  dû  considérer  la  réaction  N 
comme  une  force  extérieure,  et  on  aurait  eu  ainsi  l'équation  : 

(d^v        d^x\      ^^ 
a?  T^  —  y  ^  j  =2^  (a?Y  —  yX)  +  mom.  de  N  relat.  à  0^, 

mais  non  pas  l'équation  (6). 

Dans  le  cas  d'un  système  entièrement  libre,  dont  les 
points  sont  soumis  seulement  à  des  liaisons  mutuelles 
quelconques,  et  à  des  forces  extérieures  quelconques,  on 
aura  les  trois  équations  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité et  les  trois  équations  des  moments. 

78.  Théorème  des  forces  vives.  —  Reprenons  l'équation 
générale  de  la  Dynamique  : 

(1)  2(Xî^  4-  YSy  4-  Ziz)  =  ISm^ll  ix  +  ff,  Sy  +  ^  Sz). 

Nous  avons  des  liaisons  exprimées  par  des  équations 
entre  les  coordonnées,  ces  équations  pouvant  aussi  contenir 
le  temps  ;  soit  l'une  d'elles  : 

(2)  <Pi(^a?„yi,  ^i  ...^«,  y  ,^»)  =  0; 
les  3  vérifient  les  équations  : 


déduites  des  équations  (2)  sans  faire  varier  le  temps  f,  et 


336  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

les  d  vérifient  les  équations  : 

de  sorte  que  Ton  n'aura  pas  : 

Ix^  =  dx^;      By»  =  dy,  ... 

Parmi  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les 
liaisons  à  Tépoque  /,  aucun  ne  pourra  coïncider  avec  le 
déplacement  réel  qui  a  lieu  entre  Tépoque  t  et  l'époque 
t  +  dt.  Donnons-en  un  exemple  :  un  point  M  est  relié  à  un 
point  fixe  0,  par  l'intermédiaire  d'une  tige  qui  se  refroidit, 
dont  la  longueur  varie  par  conséquent  avec  le  temps;  la 
liaison  est  exprimée  par  l'équation  : 

(X  —  a)»  +  (y  —  by  -h{z  —  cy  —  /»(()  =  0. 

A  l'époque  f,  tous  les  déplacements  virtuels  du  point  M 
ne  peuvent  s'effectuer  que  sur  la  sphère  dont  le  centre  est 
en  0,  ayant  pour  rayon /"(<);  le  déplacement  réel,  au 
contraire,  fait  passer  le  point  M  de  cette  sphère  à  la  sphère 
qui  a  pour  rayon  f{t  +  dt). 

Ainsi  donc,  en  général,  on  ne  peut  pas  prendre  les  3 
égaux  aux  d;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  si  les  liaisons 
sont  indépendantes  du  temps;  les  fonctions  9,,  ç,  ...  ne 
contiennent  pas  le  temps  explicitement;  les  équations  de 
condition  (3)  et  (4)  sont  les  mêmes;  on  peut  prendre  les  5 
égaux  aux  d  ;  parmi  tous  les  déplacements  virtuels  compa- 
tibles avec  les  liaisons  à  l'époque  f,  il  en  est  un  qui  est 
identique  au  déplacement  réel,  entre  les  époques  t  et 
t  +  dt]  considérons  ce  déplacement  virtuel,  pour  lequel 
nous  aurons  : 

Zx  =  dx,      oy  =  dy^      Iz  =  dz, 

C  X  • —  (IX  •  * . 
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L'équation  (1)  donnera  : 

(5)  2  (Xrf  r  +  Yrfy  +  Zrf:)  =  v,„  ^^  rfa,  +  0  ^y  +  ^  dz) ; 

or,  on  a  : 

dx*      du*      dz* 
dt*       dp       dt* 

d'où,  en  prenant  dt  constant  : 

d.j:mv*  =  iZmi^j^dx  +  j^dy  +  j^dzy, 
en  comparant  à  (5),  il  vient  : 

(6)  d.lmv^  =  2^  (X^^^  -+-  Yrfy  4-  Zdz). 

Donc,  la  différentielle  de  la  somme  des  forces  vives  du 
système  est  égale  au  double  de  la  somme  des  travaux 
élémeyitaires  des  forces  extérieures  ;  on  en  conclut  : 

(7)  Zmv^-^lmvl  =  i  f  V  (xî^4- Y  ^  +  Z  ^U^ 

J"   '^^\dt  dt         dt) 

Donc,  dans  tout  système  dont  les  liaisons  sont  indépen- 
dantes du  temps,  l'accroissement  de  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  du  système  est  égal  au  double  de  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  extérieures  pendant 
le  même  temps. 

C'est  le  principe  des  forces  vives. 

Nous  avions  déjà  démontré  ce  théorème,  et  nous  n'avions 
trouvé  aucune  restriction,  tandis  qu'ici  il  y  en  a  une;  mais, 
dans  notre  ancienne  démonstration,  il  fallait  faire  figurer 
dans  les  seconds  membres  des  équations  (6)  et  (7)  toutes 
les  forces,  forces  extérieures,  et  forces  provenant  des 
liaisons,  telles  que  tensions  de  fils,  réactions  de  courbes, 
de  surfaces,  etc.  Dans  notre  nouvelle  démonstration,  toutes 
ces  forces  de  liaison  se  trouvent  éliminées,  et  il  arrive 

Despeyrous.  —  Mécanique.  U.  ±2 
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qu'elles  ne  le  sont  que  lorsque  les  équations  entre  les 
coordonnées  des  divers  points,  ou  les  équations  des  liaisons, 
ne  contiennent  pas  le  temps  explicitement. 

Pour  mieux  comprendre  que,  pour  que  le  théorème  des 
forces  vives  ait  lieu,  il  est  indispensable  que  les  équations 
des  liaisons  ne  contiennent  pas  le  temps  explicitement, 
prenons  les  équations  suivantes  auxquelles  conduit  remploi 
des  facteurs  de  Lagrange  : 


Nous  en  conclurons  : 
22m  (j^^^-^J^^y-^J^  ^^)  =  22  (Xd^  -+-  Yrfy  +  Zdz) 

ou  bien,  en  tenant  compte  des  équations  (4)  : 

(8)     d.lmv*  =  2  2  ^^'^^  "^  ^^^  "^  ^^"^  ~  ^^*  dt  ^* 

m 

dt  dt 

On  voit  que  si  la  liaison  ç,  est  indépendante  du  temps, 
les  travaux  des  forces  provenant  de  cette  liaison  sont 
nuls. 

Supposons  qu'il  existe  une  fonction  des  forces,  c'est  à  dire 
que  l'on  ait  : 

^       dF      ^       dF       „       dF 

dXi  dyi  dZi 

où  : 

F  =  F  (0?^,  y,,  z,,  a?„  ».,  z.,  ...  a?„  y,,  zO» 
cette  fonction  F  étant  supposée  indépendante  du  temps; 
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on  aura  : 

2(X.  dXi  -h  Y.  rfy.  4-  Z,  d-2:,)  =  —  d«  ...  =dF 
Il  !C 

(ce  qui  ne  serait  pas  vrai  si  F  contenait  le  temps  explicite- 
ment); il  en  résultera  : 

:Lmv*  =  2F  (a?p  y^,  z^,  a?.,  y„  ^„  ...  «?«,  y«,  Zn)  +  const. 

On  a,  dans  ce  cas,  Tintégrale  des  forces  vives. 


De  la  stabilité  de  réqailibre. 

79.  Considérons  un  système  de  points  matériels  M,  M', ... 
de  masses  m,  m',  ...,  dont  les  coordonnées  Xj  y,  z;  x\ 
y\  z\  ...  sont  liées  entre  elles  par  un  certain  nombre 
d'équations  ne  contenant  pas  le  temps  explicitement,  et 
supposons  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  à  (.r,  j/,  z, 
^' ->  y  1  ^\  •••)  également  indépendante  du  temps,  de  manière 
que  si  on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force 
appliquée  au  point  >[,  X',  Y',  Z'  les  composantes  de  la 
force  appliquée  au  point  M'  ...,  on  aura  : 


'    ^_^.       V-^.       7-^ 

(1) 


j  ilx  dy  dz 

\  d.r. 


dx' 

Dans  ces  conditions,  l'intégrale  des  forces  vives  a  lieu, 
et  l'on  a  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  du  système  : 

(2)  Zmv^=i2^{x,  y,z,x\y\z'  ...)  4-  C. 

Il  existe  en  général  des  positions  en  nombre  fini  des 
points  matériels,  telles  que  ces  points  sont  en  équilibre 
sous  l'action  des  forces  données,  lorsque  leurs  vitesses 
initiales  sont  nulles,  et  en  tenant  compte  des  liaisons;  on 
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Supposons  maintenant  que  nous  ayons  disposé  des  vitesses 
initiales  v,  de  manière  à  avoir  :  ^ 

(8)  2:mi;î-2*{ao,  Po,ïo..-)<K, 

ce  qui  imposera  certaines  limites  à  ces  vitesses  initiales; 
reportons-nous  à  Téquation  (6);  il  sera  impossible  que  l'une 
des  quantités  a,  p,  y,  ...,  devienne  égale  à  Tune  de  ces 
limites,  car  on  déduirait  alors  de  (7)  et  (8)  : 

2^  (a,  p,  Y...)  +  -Lmvl  —  i^  (ao,  Po,  Yo-)  <  0-» 

et  en  se  reportant  à  Féquation  (6),  on  voit  que  Smt;.  serait 
négatif,  ce  qui  est  absurde. 

Donc,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  aucune 
des  quantités  a,  p,  y,  ...  ne  pourra  prendre  une  valeur  égale 
à  une  de  ses  limites  ;  donc  a  en  vertu  de  la  continuité  restera 
toujours  compris  entre  —  a,  et  +  a„  p  entre  —  Pi  et  +  p„  ... 
Les  limites  entre  lesquelles  a,  p,  y?  •••  doivent  rester  com- 
prises, pourront  être  prises  aussi  petites  qu'on  le  voudra. 

La  formule  (6)  montre  que  les  vitesses  v  seront  toujours 
comprises  entre  des  limites  déterminées,  car  on  en  déduit  : 

La  stabilité  est  donc  démontrée. 

Application.  —  t/n  point  matériel  pesant  M  est  assujetti 

à  rester  sur  un  cercle  situé  dans 
ti7i  plan  vertical;  il  est  repoussé 
proportionnellement  au  carré  de 
la  distance  par  deux  points  A  et  A' 
situés  sur  le  diamètre  horizo7ital 
et  à  égale  distance  du  centre.  — 
Trouver  la  position  d'équilibre. 

Soient  a  le  rayon  du  cercle,  a 
la  distance  OA  =  OA',  a?  et  y  les 


ay 
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coordonnées  du  pointJM;  on  aura  : 

MA'  =  r«  =  (a?  —  a)*  -h  y\ 


MA'  =:r"=(a?-i-a)«-hy«. 

Ici  Ton  a,  en  désignant  par  |x  la  masse  du  point  M,  par  m 
et  m'  celles  des  points  A  et  A',  et  par  /"  Tattraction  de  deux 
unités  de  masses  à  l'unité  de  distance  : 

r*  =  a'  4-  a*  —  2fl  a  cos  0, 
r"=:  a*  4-  a'  4-  2a  a  cos  0,  • 
y  =  a  sin  0, 

en  désignant  Tangle  MO  a?  par  6. 
U  est  une  fonction  de  6,  et  on  trouve  aisément  : 

—  -rr  =  ûf  COS  6  —  /^a  (m  —  m)  sm  6, 

—  -^  =  —  flf  sin  6  -  /^a  (w'  —  m)  cos  6. 

En  égalant  -r^  à  zéro  comme  on  doit  le  faire  pour  obtenir  la 
position  d'équilibre,  on  trouve  : 


(1)  tg  ô  = 


/a  (m'  —  m) 


Si  Op  est  le  plus  petit  des  angles  correspondants  à  cette 
valeur  de  fgro,  le  problème  aura  deux  solutions  : 

6  =  6o,      et     6  =  6o  -+-  T.. 
On  peut  mettre  Texpression  de  ^  sous  la  forme  suivante  : 

(2)  —  — -  =  —  ûf  sm  e    1  -I-  ^— i • 
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Supposons  maintenant  que  nous  ayons  disposé  des  vitesses 
initiales  v,  de  manière  à  avoir  :  ^ 

(8)  2mt?î  -  2*  {ao,Po,ïo-..)<K, 

ce  qui  imposera  certaines  limites  à  ces  vitesses  initiales;    . 
reportons-nous  à  Téquation  (6);  il  sera  impossible  que  l'une 
des  quantités  a,  p,  y,  ...,  devienne  égale  à  Tune  de  ces 
limites,  car  on  déduirait  alors  de  (7)  et  (8)  : 

et  en  se  reportant  à  Téquation  (6),  on  voit  que  Smi/j  serait 
négatif,  ce  qui  est  absurde. 

Donc,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  aucune 
des  quantités  a,  p,  y,  ...  ne  pourra  prendre  une  valeur  égale 
à  une  de  ses  limites  ;  donc  a  en  vertu  de  la  continuité  restera 
toujours  compris  entre  —  a»  et  +  a,,  p  entre  —  p,  et  +  p„  ... 
Les  limites  entre  lesquelles  a,  p,  y>  •••  doivent  rester  com- 
prises, pourront  être  prises  aussi  petites  qu'on  le  voudra. 

La  formule  (6)  montre  que  les  vitesses  v  seront  toujours 
comprises  entre  des  limites  déterminées,  car  on  en  déduit  : 

Zmv*  <  Imvl  —  i^  (ao,  Po,  Yo-.)f 

La  stabilité  est  donc  démontrée. 

Application.  —  Un  point  matériel  pesant  M  est  assujetti 

à  rester  sur  un  cercle  situé  dans 
un  plan  vertical;  il  est  repoussé 
proportionnellement  au  carré  de 
la  distance  par  deux  points  A  et  A' 
situés  sur  le  diamètre  horizontal 
et  à  égale  distance  du  centre.  — 
Trouver  la  position  d'équilibre. 

Soient  a  le  rayon  du   cercle,  « 
la  distance  OA  ==  OA',  a?  et  y  les 


ay 
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coordonnées  du  point  JVl;  on  aura  : 


MA  =  r*  =  (a?  —  a)*  +  y\ 

MT"'=:r'«=(a?4-a)'-f-y«. 

Ici  Ton  a,  en  désignant  par  |x  la  masse  du  point  M,  par  m 
et  m'  celles  des  points  A  et  A',  et  par  /"  l'attraction  de  deux 
unités  de  masses  à  l'unité  de  distance  : 

r'  =  a*  H-  a*  —  2fl  a  cos  6, 
r'*=  a*  4-  a'  4-  2a  a  cos  6,  ■ 
y  =  a  sin  0, 

en  désignant  Tangle  MOo?  par  0. 
U  est  une  fonction  de  6,  et  on  trouve  aisément  : 

—  -TT  =  fl'  cos  0  —  /^a  (m  —  m)  sin  6, 

[Ad  uy 

—  ^  =  —  flf  sm  e  -  /^a  (w'  —  m)  cos  6. 

En  égalant  -^  à  zéro  comme  on  doit  le  faire  pour  obtenir  la 
position  d'équilibre,  on  trouve  : 

(1)  tg  e  =         ^ 


fcL  (m'  —  m) 


Si  Op  est  le  plus  petit  des  angles  correspondants  à  cette 
valeur  de  fgfO,  le  problème  aura  deux  solutions  : 

0  =  6o,      et     6  =  6o  4-  X. 

rf*U 
On  peut  mettre  l'expression  de  -r^  sous  la  forme  suivante  : 

(2)  _  =  —  jf  sm  0    1-1-  ' î— ^ ^    • 
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On  voit  que  pour  0  =  0„  on  a  ^^  <  0,  et  l'équilibre  est 
stable. 


Applications  da  principe  de  d'Alembert. 

80.  lo  Mouvement  de  deux  corps  pesants  M  et  M'  réunis 
par  un  cordon  inextensible^  et  assujettis  à  rester  sur  deux 
plans  inclinés  dont  V intersection  est  horizontale.— ^^oïent  v 

la  vitesse  de  M  *omp- 
Fig.  261  tée  positivement  dans 
le  sens  OM,  v*  celle 
de  M'  comptée  posi- 
tivement dans  le  sens 
OM';  les  choses  se 
passent  comme  si  le 
corps  M  était  sollicité  par  une  force  mgf  sin  a  agissant 
dans  le  prolongement  de  OM,  le  corps  M'  par  une  force 
m' g  sin  a'  agissant  dans  le  prolongement  de  OM'.  Nous 
aurons  donc,  en  écrivant  que  les  forces  perdues  se  font 
équilibre  : 

dv        ,     .     ,         ,  dv' 
ma  sm  a  —  m  —  =  m' g  sm  o!  —  w'  -r-  • 

dt  dt 

Or,  on  a  évidemment  : 


r'  =  —  t'; 


donc  : 


d'où  : 


g  (m  sin  a  —  w'  sin  a')  =  (m  +  m')  t-» 


dv         m  sin  a  —  w'  sin  a' 


■Ti=9 


dt  w  -h  m' 

Le  mouvement  est  uniformément  accéléré. 
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2o  Mouvement  d'une  chaîne  homogène  pesante,  glissant 
sans  frottement  sur  deux  plans  inclinés,  et  restant  dans  un 

plan  perpendicu- 
laire à  leur  inter- 
section supposée 
horizontale. 

Soient  l  la  lon- 
gueur de  la  chaî- 
ne, p  la  masse  de 


Fig.262 
l'unité  de  longueur.  Posons  : 


X  -h  sb'  =  l. 

Chaque  élément  m  de  la  partie  OM  est  sollicité  par  la 
force  mg  sin  a,  chaque  élément  de  la  partie  OM'  par  la 
force  m' g  sin  a.  On  aura  donc  pour  déterminer  le  mouve- 
ment de  la  chaîne  Téquation  : 

Z  Img  sm  OL  —  m  —  j  =  1  I  m' g  sm  a'  —  m'  -j-^  \  • 

Le  premier  S  s'étend  à  tous  les  points  de  la  partie  OM,  le 
second  à  tous  les  points  de  OM'.  Or  on  a  : 

((Px\      I  ô^x\ 


on  aura  donc  : 


(à^x\ 
g  sin  ^-—, y. 


\  a?  -t-  a?'  =  /, 

soit  deux  équations  pour  déterminer  x  et  x'  ;  on  trouve,  en 
éliminant  x  '  : 


(1) 


(ly 

dt 


X      g ,  .  •      IN  /         I        sm  a'        \ 

r-  =  r  (=*in  a  4-  Sin  a')  (  J?  —  /  -: : ) 

*       /  ^  \  sm  a  -h  sin  et'/ 
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on  aura  ensuite  : 

(2)  a?'  =  i  —  a?. 

En  posant  : 

»*  =  ?  (sin  a  -h  sin  a'), 

et  désignant  par  A  et  B  deux  constantes  ai-bitrciires,  on 
tire  de  (1)  : 

X  =  l  .     ^^"  ^\ — ;  -f.  ke-'  +  B«— S 
sm  a  -I-  sin  a 

et  (2)  donnera  ensuite  : 

sin  a  -h  sin  a' 

Pour  que  la  chaîne  reste  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait  : 

A  =  0,      B  =  0. 
On  a  alors  : 

OH  =  x,=  .    ''^^:     ,;      OM-=a;;=   .    ^^'°'      ,. 

sm  a  4-  sm  a!  sin  a  +  sin  a' 

d'où  : 

Xq  sin  a  ==  xl  sin  a'  ; 

il  en  résulte  que,  dans  la  position  d'équilibre,  la  droite  MM' 
est  horizontale. 

3o  Une  tige  OMM',  dont  on  néglige  la  masse,  est  mobile 
dans  un  pla7i  xOy  autour  d'un  de  ses  points  0  qui  est 
fixe;  M  est  un  point  matériel  de  masse  m  fixé  à  la  tige, 
M'  un  petit  anneau  de  masse  m'  qui  peut  glisser  le  long 
dé  la  tige.  Le  point  M  est  soumis  à  l'action  d'une  force  X,  Y, 
le  point  M'  d  l'action  d'une  force  X',  Y';  on  demande  de 
trouver  le  mouvement  de  la  tige  et  celui  du  point  M'. 
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Désignons  Tangle  MOa;  par  6.  Soient  : 
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â?,  y  les  coordonnées  de  M;  OM  =  a, 

—  M';OM'=r'. 


.'      mJ 


Fig  263 


oo\y 
On  aura  : 


r  a?  =  a  cos 0,     y  =a  sin  e, 
^  ^    \  x*=r'  cos  0,      y'  =  r'  sin  6, 

et  pour  déterminer  le  mouvement 
du  système  Téquation  générale  : 


(A,  (X  -  »  f,T)  ,,  .  (ï  -  »  £?)  e,  .  (X.  -  „•  g)  a., 

+  (»■-■»■  '^)  »»■  =  »■ 

Les  liaisons  sont  ici  représentées  par  les  équations  : 

0?*  -h  y*  =  a', 

On  tire  de  (1  )  : 


0?      a?' 


ou  bien  : 


8a?  =  —  a  sin  0  86;      Sy  =  +  a  cos  8  80; 
do?'  =  —  2'  sin  8  d6  -h  cos  8  82', 
dy'  =  -h  z'  cos  8  38  +  sin  8  8z', 


8a7  =  — y88;      8y  =  -ha?88, 

a?' 


Sa?*  =  —  y'  88  +  -7  8r'  ;      8y'  =  -h  a?' 


r 


Ces  relations  permettent  de  transformer  Téquation  (A)  dans 
la  suivante  : 


88 


i 
0  = 
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Les  variations  50  et  Ir'  étant  arbitraires,  on  doit  égaler 
à  zéro  leurs  coefficients;  on  obtient  ainsi  deux  équations 
qui  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

=  xY  —  yX  +  x'Y'  —  y'X' , 

(3)  fn'[^^^y%)  =  x'x'-.yr. 

On  pourrait  faire  diverses  applications  de  ces  formules; 
nous  allons  considérer  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  il  n'y 
a  pas  de  forces  extérieures.  On  a  alors,  en  désignant  par  C 
une  constante  : 

<"  "  ('  2-f  -  4:)  -  »■  (-■  f  -  '■  %) = <=• 

cette  dernière  équation  peut  s'écrire  : 

^^>  dtV  dt  ^^  dt)-      dt* 

En  introduisant  les  coordonnées  polaires  dans  les  équa- 
tions (4)  et  (5),  il  vient  : 


(6) 


de 


dt      ma*  ■+■  m'r'* 
d_/,  dr'\  _  dr'*  +  r"  rfet 
dt  V     dt)  ~  dt* 


ou  : 

...  d«r'        ,  rfô» 

(6)  et  (7)  déterminent  r'  et  0  en  fonction  du  temps. 
Nous  désignerons  par  w  la  valeur  initiale  de  -r  ^  par  a' 
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celle  de  r',  enfin  par  wa'K  celle  de-^;  nous  pourrons 

supposer  que  w  est  positif;  K  pourra  être  positif  ou  négatif; 
on  tirera  de  (6)  et  (7)  : 

(8)  C  =  (.)(ma»-+- w'a'*), 

dô         ma^  -h  m'a'* 


(9)  ji  =  ^z:t. 


'  «.fl 


(Foù  : 


dt  ma*  -h  w'r 


On  en  tire,  en  désignant  par  C  une  nouvelle  arbitraire  : 

\d^/  ""^  ma«-f-m'r'«     ' 

en  appliquant  à  <  =  0,  on  a  : 

m'o)*  a'»K*  =  C  -  0)'  {ma*  -f-  m'a'«), 

d'où,  en  éliminant  C  : 

,  /rfr'\V       ,    ,  ,,--,        ,,      ,        f   iixii      ma*  +  m'a'*)) 
\rf//  (        ma*  -h  m' r'*)) 

f^^'V        t{vt    ft      ma* -h  m'a'*  .  ,^        ,,.  )  ^ 
\rf^/  f  ma*  -h  m' r'*^  ^  ) 

/lAN    ^.     ^  y^mâTTlfirp*  dr' 

(10)(i)d/=±  — 

(9)  donne  ensuite  : 

,      ^                                   (ma»4-w'a'*)ilr' 
(H)de=±  ^  ^^  =: 

yma*-hm'r'*\^r'*\ma*'\'{l-hK*)m'a'^\—a'*\H—K*)ma*'hm'a'*\ 

(10)  fera  connaître  r'  en  fonction  de  t;  (11)  donnera  r' 
en  fonction  de  6,  ou  Téquation  de  la  trajectoire  du  point  M'. 
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Discussion.  —  !<>  K  >  0;  pour  f  =  0,  r'  commence  à 
croître;  dans  les  formules  (10)  et  (11),  on  devra  prendre 
d'abord  le  signe  -}-  ;  pour  r'  =  a',  la  quantité  placée  sous 
le  radical  commun  aux  deux  formules  est  positive;  celte 
quantité  croît  avec  r';  donc,  elle  est  toujom's  positive; 
ainsi,  ce  radical  ne  s'annule  jamais,  et  r'  croît  de  a'  à  +  oo  ; 
t  croît  indéfiniment;  6  tend  vers  une  limite  finie,  il  y  a  une 

asymptote  (car  on  trouve  que  r"  t-t  a  aussi  une  limite  finie). 

2o  K  <  0  —  r'  commence  à  décroître,  à  partir  de  r'  =  a'; 
supposons  d'abord  : 

(1  — K*)wa*  4- m'a'*  >  0, 
et  faisons  : 

„__«'*(*  —  K')ma*4- w'a'V 


ma'  -h  {l  -hK»)w'a'*    ' 

on  aura  r*"  <  a'",  comme  on  le  voit  aisément,  soit  par  le 
calcul,  soit  en  remarquant  que  le  radical  doit  être  réel. 
On  pourra  écrire  : 

—  l  \/ma*  4-  i»V«  dr' 


(i) 


dr  = 


Vma}  -f-  (1  4-  K')  m!  a'*       Kr**  —  r" 


Donc,  r'  décroîtra  jusqu'à  r\  pour  croître  ensuite  de  r' 
à  +  X  ;  il  y  aura  encore  une  asymptote  ;  le  mobile  M  ' 
n'atteindra  pas  le  point  0. 

Si  l'on  a  (1  —  K*)  ma*  +  m'a'*  <  0,  r'  décroîtra  de  a' 
à  —  00  ;  il  y  aura  encore  une  asymptote. 

Les  formules  (10)  et  (11)  se  simplifient  un  peu  pour  K  =  0. 
On  peut  intégrer  lorsque  l'on  a  (1  —  K")  ma*  H-  m'a'*  =  0; 
on  en  tire  : 


K»  = 


tnà^  -h  m' a'* 
ma' 


wfl*  -H  (1  4-  K*)  m' a'*  =  ::—i 


ma' 


DYNAMIQUE.  àSl 

ce  qui  permet  de  mettre  les  équations  (10)  et  (il)  sous  la 
forme  suivante  : 

, ,  «  y^fn       ,y — z P7I  dr' 

mar  4-  m'a'*  r' 

(J6  =  a  Kw —  • 


r'  |/wfl'  -hw'r'* 
On  achèvera  aisément  Tintégration.  On  peut  écrire  : 

.    a  Vm 

Ai.         1/-  ^^'  "    '  r'  |/m 

de  =  a  Km  - 


■v-^c-f^y  vA^ëiy 


et  par  conséquent  : 


,     ,  a  y  m       .  /,       ma^ 

0,  -  ô  =:  lOg  \  -^-j^  +  y  1  +;;^„ 


;.  1^  ,;j.       w  m  r 


r  Km 


On  déterminera  ô,  en  écrivant  que,  pour  6  =  0,  r'  ^=  a  \ 
on  tire  de  l'équation  précédente  : 


—  aVm      m.  /.       ma}  q_q 


r'  Vm 

On  aura  donc  : 

2a  Km 


*»/'*^=«' 


=  pô.-ô  —  e^-^^ 


r'I^m' 


■=:2  =  ^  *"     — ^ 


r'  = 


f    m 


(e^.-o^e^-e.y 


équîition  d'une  spirale. 
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¥  Une  tige  OA  dont  on  néglige  là  masse,  est  mobile  dans 
un  plan  xOy,  autour  d'un  de  ses  points  0,  lequel  est  fixe; 
cette  tige  porte  p  petits  anneaux  M„  M,,  ...,  M.  qui  peuvent 
glisser  le  long  de  la  tige;  ces  anneaux  sont  sollicités  par 
des  forces  données ,  situées  dans  le  plan  xOy;  07i  demande 
de  déterminer  le  mouvement  de  chacun  des  anneaux,  et  le 
mouvemeiit  de  rotation  de  la  tige. 

Désignons  par  Xi  et  t/.  les  coordonnées  du  point  M,,  et 
posons  : 

m,  est  la  masse  de  Tanneau  M.;  X,,  Y.  les  composantes  de 
la  force  directement  appliquée  à  cet  anneau. 

En  ayant  recours  à  Téquation  générale  de  la  Dynamique, 
on  aura  pour  déterminer  le  mouvement  du  système, 
réquation  : 

Or  on  a  : 

(2)  Xi  =  r,  cos  ô;      y.  =  r,  sin  ô, 

e  désignant  Tangle  de  la  direction  OA  avec  Taxe  des  x. 
D'où  : 

8a?<  =  —  y,  se  4-  -  3r., 

(3)  {  "^^ 

Vi 

Syi  =  -I-  07.86  4-  ~8n. 

Lesp  ^-  1  variations  36  et  8r„  ...,  Sr^  étant  arbitraires, 
on  devra  égaler  à  zéro  leurs  coefficients  dans  Téquation 
que  Ton  obtient  en  substituant  dans  (1)  les  expressions  (3)  ; 
on  trouve  ainsi  : 


(4) 


(5)  m 


/     d^Xi  d'vA  --  -- 
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réqualiori  (4)  et  les  p  équations  que  Ton  déduit  de  (5),  en 
attribuant  à  Tindice  i  les  valeurs  I,  2,  ...,  p,  forment  un 
ensemble  de  p  +  1  équations  difîérentielles,  pour  déter- 
miner les  p  -f-  1  variables  z^,  z„  ...,  Zp  et  0,  liées  aux 
variables  Xi  et  y,  par  les  équations  (2). 

Cas  où  les  forces  extérieures  sont  nulles.  —  Les  équa- 
tions (4)  et  (5)  donnent  : 

(6)  donne,  en  intégrant  et  désignant  par  C  la  constante 
arbitraire  : 


ou  l)ien,  en  introduisant  les  coordonnées  polaires  : 


(8) 


dt 
db  C 


dt       Imifi^ 
(7)  peut  s'écrire  : 


d  /     d,ri  dt/\ f/.r,'  ■+-  dy^ 


ou  bien  : 


ou  : 


±  (r-  '^\  = 

,it  V'  lit) 


(P.  r.         .  rfO- 


.1 


*'  df*  -''  dt* 


et,  en  remplaçant  -r  par  sa  valeur  (8)  : 

d'.r._      C 

dt*  ~  (ïiw.r,')'  *"'■ 

Despevroi's.  —  Mécanique.  II.  '£i 
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Le  problème  est  donc  ramené  à  rintégratioii  du  système 
suivant  de  j)  +  1  équations  dilTérentielles  simultanées  : 

(iô         C 


(8) 


dt*        (2:w.n*) 


(P.n 


t\t  '  i> 


dt'       i^tnifiy  ^'^ 
Posons,  d'une  manière  générale  : 

(9)  fi  |/m.  =  M<, 

et  les  équations  ci-dessus  deviendront  : 

rfe        C 


(10) 


dt       lUi* 

;  d^u, 


dt'  ""  çùtii'y  ***' 
(11) 

dt'  "^  {lUi'y  ^^' 

En  multipliant  les  équations  (11)  respectivement  par  2du,, 
2dîi„  ...,  2dUpy  et  faisant  la  somme,  on  trouve  : 


d'où,   eu  intégrant  et  désignant  par  G"    une    constante 
arbitraire  : 

On  a  ensuite,  en  multipliant  la  première  des  équations  (11) 
par  —  tt„  la  seconde  par  u„  et  ajoutant  : 

rf'u»        ,  (Pu,      - 
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on  aura  d'une  manière  générale,  en  désignant  par  i  et  j 
deux  nombres  entiers  positifs  différents,  au  plus  égaux  kp  : 

d'où,  en  multipliant  par  dt  et  intégrant  : 

duj  dui  ^    ^ 

Ui  ~  —  II.  --  =  constante. 
dt  dt 

On  en  conclut,  en  désignant  par  ?i  une  constante  arbitraire  : 


ce  qui  peut  s'écrire  encore  : 


ou  bien  : 


.«■.ay-.(«.L^y=c.„.. 


Posons  pour  abréger  : 
(14)  ^w.*  =  p'; 

les  équations  (12)  et  (13)  donneront  : 

d'où,  en  éliminant  S  1-^)  '• 


(16) 


J/C"f'  —  G»  (1  +  «•) 
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On  en  tire,  en  intégi'ant  et  désignant  par  -,  une  constante 
arbitraire  : 


C»  {t  +  x)  =  I/Cp*  —  C»  (1  +  «•), 
(16)  C'»p»  =  C  (1  +  «»)  +  C"  («  +  -)'• 

On  tire  de  (15)  : 

') 


/rfpy_  C  (1  +  n«: 


d'où,  en  diflerentiant  et  supprimant  le  facteur  2  -^  : 

^  ^  dt*  p* 

L'équation  (10)  donne,  en  ayant  égard  à  (14)  : 

^*^^  57  -  i*' 

et  la  première  des  équations  (11)  devient  : 

m  '^  =  f. ... 

On  déduit  de  (17)  et  (19)  la  combinaison  suivante  : 

P  dt*      "'d?-      ^"  p'' 
qui  peut  s'écrire  : 


ou  encore  : 


i     d  ^ 


rf  ^ 

Cdt    [C    dt    ]  p' 


cette  équation  devient,  en  tenant  compte  de  (18)  : 

\d  '^j 

{  P    }  «  ^1 

f/e  f  rfo  1  p' 
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OU  bien,  en  prenant  8  pour  variable  indépendante  : 

d*  - 

P  ^  ^.  ««« 


de 


1 


+  n'  ^  =  0. 


On  eu  déduit,  en  désignant  par  a^  et  b^  deux  constantes 
arbitraires  : 

—  =  fli  cos  »ô  4-  ft,  sin  wO. 


On  aura  des  formules  analogues  pour  — »  •••»  — 

P         ? 

Voici  Tcnsemble  de  ces  formules  : 


'    ~l  =  a^  cos  »0  +  ft|  sip  nO, 


(20) 


r 


—  =  a,  cos  «0  4-  fr,  sin  wô, 


—  =zap  cos  nô  -4-  tp  sin  mO, 

Çii)  p'  =  mJ  4-  u\  4-  ...  4-  fl^. 

On  déduit  des  équations  (20),  en  tenant  compte  de  (21)  : 

1  =  (a*  4-  ...  4-  al)  cos*  wO  4-  {b\  -h  ...  4-  b^)  sin*  »ô 

4-  2  («ifr,  4-  ...  4-  apbp)  cos  »e  sin  n6; 

cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  0,  il  en  résulte 
les  trois  relations  suivantes  entre  les  2p  constantes  arbi- 
traires  a^^  *"7  ^  j»>  ^i>  •••>  ^p  * 

■   aj  4-  aj  4-  ...  -h  al  =  1, 
(*8)  b]  4-  6î  4-  ...  4-  bl  =  1, 

\  a^fr,  4-  a,  fr,  4-  ...  4-  rtpi^,  =  0. 

L'équation  (16)  détermine  p  en  fonction  de  t\  les  équa- 
tions (20)  donneront  t^,,  u„  ...,  ifp,  et  par  suite,  r,,  r„  ...,  r^, 
en  fonction  de  /,  pourvu  que  0  soit  connu  en  fonction  de  t; 
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or,  on  tire  de  (16)  et  (18)  : 

rfo  ce* 


dt      C'*(^-f-T)*-4-C«(l  +  n*) 
d'où,  en  désignant  par  h  une  constante  arbitraire  : 

(23)  0  -4-  A  =  -^z=z=:  arc  tang.  f — ^L^=  |  • 

Kmr»         Lci/i  +  nO 

Voici  donc  l'ensemble  des  formules  qui  résolvent  le 
problème  :  

(„)  ,  =  ^C'.«-..)--k'-^'. 

(b)  0  H-  A  =  -^=1^  arc  lang.    — ^         ^    » 

Kl  4-n»  LcKl4-«'J 

/ 
r,  =  -^  (a,  cos  wO  4-  ft,  sin  n6), 

,  .  ;    r,  =  -^  (a.  cos  ne  +  6.  sin  nO), 

p 

1    /j»  =  — ^  (ff^  COS  nô  +  6j,  sin  wO). 

(les  équations  déterminent  les  inconnues  en  fonction  du 
temps  ty  et  des  2j;  +  5  constantes  arbitraires,  a„  a,,  ...,  a^, 
6,,  b„  ...,  b;„  C,  C,  n,  T,  /i  qui  se  réduisent  à  2p  +  2, 
à  cause  des  relations  (î22). 

On  déduit  aisément  de  (a),  (b)  et  de  la  première  équa- 
tion (c),  par  Télimination  de  p  et  t,  la  relation  suivante  : 


C  Kl  -♦-  n"    a,  COS  wO  -4-  6,  sin  fi6 

(rf)  r,  = := h= -,  » 

C  Kiw.     cos  [(0  4-  A)  Kl  4-  »•] 

c'est  Téqualion  de  là  trajectoire  du  point  M^. 

UEM.vuQrK.  —  Lv  |MH»mU'*  iiue  nous  avons  suivi  pour  Tintégration  des 
ê([uations  (il)  est  onipruntô  à  un  Mémoiiï;  intéressant  de  Binet,  Journal 
de  LiouvUle,  t.  II,  p.  457. 


.  CHAPITRE  IX 


CQUATIONS  DE  LA6RAN6E.  —  ÉQUATIONS  CANONIQUES. 

81.  Considérons  un  système  de  points  matériels,  dont 
les  coordonnées  rectangulaires  soient  désignées  par  x,y,  z] 
^n  î^n  -n  •••?  X,  Y,  Z ;  X,,  Y,,  Z,,  ...  désignant  les  compo- 
santes des  forces  appliquées  à  ces  divers  points;  on  aura 
par  le  principe  de  d'Alembert  cette  équation  générale  : 

OU  bien  : 

(1)  2(X3a;4-YSy  +  Z82)  =  ::m(^Sa;4-g8y  +  082]. 

et  cette  équation,  combinée  avec  celles  qui  proviennent 
des  liaisons  du  système,  donnera  tout  ce  qu'il  faut  pour 
déterminer  le  mouvement  de  ce  système. 

Supposons  que,  en  tenant  compte  des  liaisons,  a?,  ?/,  z, 
^n  îfn  ^15  •••  puissent  s'exprimer  à  l'aide  de  k  variables 
Çiy  Çty  "'7  Çk^^  du  temps  t: 

(2)  \y  =  9  (îi'ît»  •••»  qt,  t);      y,  =  ç,  (g.,  ?.,  ...,  }*,  0  ... 
(  z  =  (î/(y„  j„  ...,  qt,  t);      z,  =  '^^  (g„  g„  ...,  qty  t)  ... 

Lagrange  a  donné  une  formule  remarquable  qui  permet 
de  transformer  d'une  manière  très  simple  l'équation  (1), 
en  y  introduisant  les  variables  q  au  lieu  des  variables  x,  y,  z. 
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La  transformation  du  premier  membre  de  cette  équation 
s'effectue  immédiatement;  on  aura  en  effet  : 

(3)   2  (xs^  "*■  ^^y  ■*-  2^-)  =  Q«  s*i  -*■  Q«  '?«  +  -  +  Q*  ^9t; 

en  remplaçant  5  a;  par 

âx  dx  dx 

G//,  oz,  ...  par  des  expressions  analogues,  en  égalant  dans 
les  deux  membres  de  Téquation  (3)  les  coefficients  de  2ç„ 
il  viendra  : 

Q.  =  X^  +  Y|.^+Z^-t-X.^+..., 
oQn  àqa  âq^         '  âqx 

OU  simplement  : 

(3-.      «-sKf-v^-a- 

On  devra  remplacer  en  même  temps,  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  (3***),  lès  quantités  X,  Y,  Z,  ..., 
qui  sont  des  fonctions  de  ty  Xy  y,  z,  ,..j  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  g,,  g„  ...,  q^  et  t.  Supposons  de  même 
qu'après  avoir  fait  le  changement  de  variables  indiqué,  le 
second  membre  de  l'équation  (1)  devienne  : 

(d^x  d'v  d*"     \ 

d?^^'^!^^^'^  dt^  ^7  "^  *^*^'*  "^  "•^''  •••  "^  ^''^^^ 

toute  la  question  est  de  déterminer  les  quantités  w,,  u,,  ..., 
Uk'  On  aura,  en  procédant  comme  ci-dessus  : 

(5)  n.  ^  .m  1^^  ^  4-  ^—  +  ^  ^-y 

ce  que  Ton  peut  écrire  : 

—  V      d^{dx  àx^      dy  ày^      dz  dz  ) 

^,     î  rfa;  d      dx       dy  d      ây       dz  d      âz   t 
'  dt  dt     âqa       dt  dt     dq^      dt  dt     àq^  ^ 
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Posons  pour  abréger  : 

^  \dt  âq^       dt  à  Ça       dt  àqj 

et  nous  aurons  : 

dça  (  rfa?  d      (^a?       dy  d      ày       dz  d      àz) 

or,  on  a  : 

d'où,  successivement  : 

^^  dt'^  dt      ôq,  dt       ôq,  dt        '"       ôq,  ~dt  ' 

âx  __  âf 
àqz"  àq,i 

d     dx  ^    â'f     ^       O'f     dq,  ^       â'f     dq,  ^  ^      à'f    dq, 

dt  àqx      âqaàt      dq^  àq^  dt       àq^  ôq^dt  ôqx  dqkdt 


àqx\dt       ôq^  dt       âq^  dt        '"       âqt  dt  S 

d  2/ 

la  parenthèse  est  égale  d'après  (8)  à  -^;  on  aura  donc  : 


(9) 


dt 
d  âx        â    dx 


dt  âq^       àqx  dt 

et  l'équation  (8)  devient  : 

d.;a       ^,     idx   d     dx  ) 

Ux  =  -rf  —  -w  ;  —  -r—    —  +  ...  î- 
dt  f  dt  dqx   dt  ) 

Désignons  par  2T  la  force  vive  du  système,  et  posons  : 

^-.V.       î^-,;'.       î'f-.^. 

dt^^  '     dt^y  '     dt-"  ' 
nous  aurons  : 

"«'"=^»l(57)'-(5f)'-(r,)'!=-<--»--"'- 
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dx 

Cette  quantité  2T,  lorsqu'on  y  remplacera  t-  =  x'  par  sa 

valeur  (8),  y',  z',  ...  par  leurs  valeurs  analogues,  deviendra 

une  certaine  fonction  dé  i,  q^y  g,,  ...,  qt  et  de  q\  =  -v--» 
dq,  dqt 

Cherchons  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction  par 
rapport  à  Tune  quelconque  des  variables  q  on  q';  nous 
aurons  d'abord  : 

^  __  V     i<i^    à      dx      dy   à      dy      ^^  J^     ^^  i 
ÔQx      "     \  dt  dqx    dt       ITt  ôqz    dt       dt  dq^    dt  ) 

En  comparant  avec  (7)  et  (9),  on  en  conclut  : 
L'équation  (8)  peut  s'écrire  : 


dt  âqi  '         ât  àqi^ 

on  en  conclut  : 

âx'        df       dx 

àq'a       dqa       àq^ 
(6)  donne  alors  : 

^^  ~  ""*  \rf;  dq'x  ^  dt  âq'x       dt  dq'J 

ou  bien  : 

^     (    ,  âx'         ,  ây'         ,  âz'  ) 

(       àqa  àq,  âq^) 

ou  bien,  en  vertu  de  (10)  : 

L'équation  (11)  donnera  donc  : 

""^dt    âq'o,      àq^ 
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En  tenant  compte  de  (3)  et  (4),  l'équation  (1)  pouvait 


s'écrire  : 


aimk 


Qi  8îi  -*-  Qt  ^9t  -*-  ••.  -*-  Qk  3î*  =  2  "*  ^î*' 
en  remplaçant  li,  par  sa  valeur  ci-dessus,  il  viendra  donc  : 

a-il' 

(12)    QiSç, +  Q.3î,  ...  4- 


Telle  est  la  transformée  de  Téquation  générale  de  la 
Dynamique. 

Supposons  que  les  liaisons  entre  les  n  points  du  système 
établissent  entre  les  3 h  coordonnées  x,  j/,  z,  ...,  3n  —  A: 
é(|uations  de  condition;  on  pourra  alors  exprimer  ces 
3n  coordonnées  à  l'aide  du  temps,  et  de  k  variables  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  que  nous  supposerons  être 
9ij  9«>  •••?  Çk]  alors,  dans  l'équation  (12),  les  A:  variations 
8g,,  $ç,  ...,  o(/a.  sont  arbitraires,  et  cette  équation  se  décom- 
pose dans  les  k  suivantes  : 

\    d  dl       àl 


(13)  \  dtJf,''  dli,"  ^ 


dt  dq'k      dqt  "" 


Ce  sont  là  les  équations  de  Lagrange. 

Après  avoir  calculé  -t-t'  pour  former  ces  équations,  on 

devra  y  remettre,  au  lieu  des  q\  les^;  donc,  les  équa- 
tions (13)  seront  A:  équations  différentielles  simultanées  du 
second  ordre  pour  déterminer  les  k  quantités  q  en  fonction 
de  f  et  de  2  A;  constantes  arbitraires, 
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dx 
Cette  quantité  2T,  lorsqu'on  y  remplacera  -j-  =  x'  par  sa 

valeur  (8),  j/',  z',  ...  par  leurs  valeurs  analogues,  deviendra 

une  certaine  fonction  dé  i,  g,,  ç,,  ...,  Çt  et  de  q^  =  -A^ 
dq^  ,       dqt 

Cherchons  les  dérivées  partielles  de  cette  fonctioii  par 
rapport  à  Tune  quelconque  des  variables  q  ou  q';  nous 
aurons  d'abord  : 

dT ^     idx    d      dx      dtj    à      dy      ^^  ^     ^^  ) 

âqx        '     {dtâqx     dt       ~dt  ôqx    dt       dt  dq»     dt  ^ 

En  comparant  avec  (7)  et  (9),  on  en  conclut  : 

L'équation  (8)  peut  s'écrire  : 
^      ^  dt  dqi  '         dt  dqi 

on  en  conclut  : 

dx*        àf       dx 

dqx       àqa       dq^ 
(6)  donne  alors  : 

c  —  v„,  /^  ^   .  ^i(  ^  .  ^  ^\ 
"^  ""  -''*  \dt  dq'x       dt  dq'x       dt  dq'x/ 

ou  bien  : 

^     (    ,  àx'         ,  dy'         ,  dz'  ) 

ou  bien,  en  vertu  de  (10)  : 
L'équation  (11)  donnera  donc  : 
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En  tenant  compte  de  (3)  et  (4),  Téquation  (i)  pouvait 


s*écrire  : 


ammk 


en  remplaçant  li,  par  sa  valeur  ci-dessus,  il  viendra  donc 

a>mk 

(12)    Q,8?,  +0.3?....  + 


Telle  est  la  transformée  de  l'équation  générale  de  la 
Dynamique. 

Supposons  que  les  liaisons  entre  les  n  points  du  système 
établissent  entre  les  3n  coordonnées  x,  y,  z,  ...,  3n  —  k 
équations  de  condition;  on  pourra  alors  exprimer  ces 
3n  coordonnées  à  l'aide  du  temps,  et  de  k  variables  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  que  nous  supposerons  être 
Çty  9tj  •••?  ?*;  alors,  dans  l'équation  (12),  les  k  variations 
iq^y  $g,  ...,  S^fc  sont  arbitraires,  et  cette  équation  se  décom- 
pose dans  les  k  suivantes  : 

l    dt  ôq\       dq,  "  "»' 
\    d  01       àl  _ 
(13)  ;  Ttd^^^d^,^^'' 

dtdq'k       dqk^^'' 

Ce  sont  là  les  équations  de  Lagrange. 

Après  avoir  calculé  t— r»  pour  former  ces  équations,  on 

devra  y  remettre,  au  lieu  des  q\  les—;  donc,  les  équa- 
tions (13)  seront  k  équations  différentielles  simultanées  du 
second  ordre  pour  déterminer  les  k  quantités  q  en  fonction 
de  t  et  de  2k  constantes  arbitraires, 
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En  nous  plaçant  dans  les  mêmes  conditions,  supposons 
qu'il  existe  une  fonction  des  forces  U,  contenant  le  temps  t, 
et  les  coordonnées  a?,  y,  z,  a\^  t/„  c„  ...,  de  sorte  que  : 


x.= 


dV 

^v 

dH 

rv 

dV 

dx' 

Y 

ày' 

z 

-dz' 

dV 

ÔX^ 

alors,  la  formule  (3*")  donnera  : 

*"  \dx  dtja       ày  dq^ 


dz  Oqx) 


àqx 


et  les  équations  (13)  pourront  s'écrire  : 


d  dl  dl  dU 

d<  <)î,'  (?},  «^g, 

d  <?T  <^T  dM 

dt  dq\  âq^  âq^ 


(14) 


d      ÔT 


dt     âq't 


El 
dqu 


àqk 


Ainsi,  dans  ce  cas  qui  est  le  plus  fréquent,  voici  la  marche 
à  suivre  :  la  première  chose  à  faire  est  de  déterminer,  dans 
chaque  cas  particulier,  les  k  variables  indépendantes  g,, 
g,,  ...,  à  Taide  desquelles  on  peut  exprimer  toutes  les 
coordonnées  x^  ?/,  z,  ir„  j/j,  z,,  ...,  au  moyen  des  équations 
qui  expriment  les  liaisons;  on  obtiendra  ainsi  les  équa- 
tions (2).  Il  y  a  ensuite  à  considérer  les  deux  fonctions  T  et  U  : 

à  Taide  de  l'équation  (8*")  et  des  équations  analogues 
déduites  de  (2),  on  exprimera  T  en  fonction  de  f,  g,,  g„  ..., 
Qk\  q'n  q\j   ...,  3*;    ou  peut  remarquer  en  passant   que 
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les  variables  q'  n'entreront  dans  T  qu'au  second  degré; 
U  deviendra  de  même  une  fonction  connue  de  f,  g„  g„  ..., 
g*;  on  pourra  former  alors  les  équations  (14),  d'où  dépen- 
dront les  valeurs  des  variables  g„  g„  ...,  Qk  en  fonction  du 
temps;  c'est  un  système  de  A:  équations  différentielles 
simultanées  du  second  ordre. 

On  peut  se  proposer  de  retrouver  l'intégrale  des  forces 
vives,  quand  elle  existe. 

On  déduit  de  (14)  la  combinaison  suivante  :  en  multipliant 
la  première  équation  par  q[(H  =  dq^\  la  seconde  par  q\df 
=  dq^y  ... 

ce  que  l'on  peut  écrire  : 

^*«)  "lu ''■  "" ^ 'V "^ W. ''•  ■" ^ "'•  ••) 


dV  ,         dV.  , 
\  àq,  dq. 

Supposons  actuellement  les  liaisons  primitives  indépen- 
dantes du  temps  ;  alors,  dans  l'expression  (8)  de  x'  : 

t 

,       àf      „  df    , 

le  terme  en  ^  disparaît  ;  les  variables  x',  y',  r',  ...,  sont 
des  fonctions  homogènes  et  du  premier  degré  de  g,',  q'^,  ...^qi: 

est  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  des  mêmes 
quantités,  ne  contenant  pas  le  temps  explicitement;  donc. 
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on  a,  par  une  propriété  connue  des  fonctions  homogiÈnfls  : 

la  première  partie  du  premier  membre  de  l'équation  (15) 
devient  donc  égale  à  '2dT;  la  partie  suivante 


/dT  ^  àT  ^  \ 


rdq'A  +  ... 

est  égale  à  dT,  puisque  T  ne  contient  pas  le  temps  explici- 
tement; réquation  (15)  donne  donc  : 

Si  la  fonction  U  ne  contient  pas  le  temps  explicitement,  on  a  : 

dqi 
il  en  résulte  : 

rfT=:dU, 

T  =  U  +  const. 

Remarque.  —  Supposons  que  les  variables  ç„  ç„  ...,  qj^ 
n'aient  pas  été  réduites  au  plus  petit  nombre  possible  ;  alors 
on  aura  entre  ces  variables  h  équations  de  condition  : 

A  (*i>  ?t,  •••  î*i  0  =  0, 
/jgx  •  ;  A(^i>l/«»  •••?*,  0=0, 

\  fhiQi.  î«  ...  g*,  t)  =  0, 

h  étant  plus  petit  que  /r.  D'où  Ton  déduira  : 

^3//,  +  ...  +^lq,  =  Q^ 
àqy  dqk 


l^^B^/,.^  ...4-1^*3, 


(17)  (   ôqi^^'    '    '—-  ôq,^^'-^' 


\   àq,  dqt 
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Alors,  en  désîgna&ipor  \,  \,  ...,  X*  des  facteurs  indéter- 
minés, on  déduira  de  (12)  et  (17),  en  opérant  comme  on  Ta 
fait  à  l'occasion  du  principe  de  d'Alembert,  les  équations 
suivantes  : 

d_d'ï       dl  _  df  àU        .   ,    dU 

(18)     '  d«  ^  ~  ïï?.  -  '^^  "^  ''•  ^.  "*"  ^*  J7.  •••  ^  '^  ^.' 

Les  équations  (16)  et  (48)  forment  un  système  de  k  +  h 
équations  entre  les  A;  +  fe  inconnues  q„  q„  ...,  g»,  X„  X„  ..., 
/si,  et  le  temps  t;  le  problème  est  déterminé. 


Application  des  éqnatiotii  do  Lagrange. 

82.  1^  Équation  du  mouvement  d'un  point  matériel  dans 
un  plan  en  coordonnées  polaires.  —  Soient  r  et  0  les  coor- 
données polaires  correspondantes  aux  coordonnées  rectan- 
gulaires X  ety.  L'équation  : 


m 


C^'  î-  +  0  5,)  =  X  B«  +  Y  .,, 


se  transforme  comme  il  suit,  en  posant  : 

(1)  X  007  -4-  Y  Sy  =  A  Sr  -f-  B  36, 

^,     ^    {  d  dT       rfT       ,  )      ,    i  d  rfT       dT      „)      ^ 

On  a  : 

a;  =  r  cos  0,      y  =  r  sln  6, 

2T  =  mv'  =  m  j  ^'  ^r'^]  =  m  (r'«  -f-  r*6'*), 


d'oii  l'on  lire  : 
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(IT 


••' 


dr 


-— ■  =  mr  =  m  —' 
dr'  dt 

dr  dt* 

Il  faut  maintenant  déterminer  A  et  B;  décomposons   la 
force  P  appliquée  au  point  M  en  deux  autres,  Tune  ME  ==  R 

dirigée  suivant  le  rayon 
vecteur,  et  regîirdée  com- 
me positive  quand  elle 
agit  suivant  le  prolonge- 
ment de  ce  rayon,  l'autre 
MF  =  N,  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur, 
et  i*eyardée  comme  posi- 
^  tive,   quand  elle    tend    à 

augmenter  0;  X  Sa:  +  Y  Sy  est  le  moment  virtuel  de  la 
force  I*;  ce  moment  est  égal  à  la  somme  des  moments 
de  U  ot  N;  le  moment  de  R  est  R  X  M  H  =  R$r;  celui 
do  N  est  N  X  H  M'  =  NrîO;  on  a  donc  : 


Fla.2G4 


il  en  résulte  : 


X^x  +  Yly  =  Klr  -h  Nr20, 


A  =  R,      B  =  Nr, 


on  trouve  ainsi  que  Téquation  (2)  devient  : 


Si  le  point  est  entièrement  libre,  $r  et  50  sont  arbitraires; 
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ré([uation  précédente  donne  : 

w  ~  •  r'  :y-  =  Nr. 
Si  le  ])oint  M  est  as^sujetti  à  rester  sur  une  courbe  donnée  : 

(o)  A^  0)  =  0. 

On  déduira  de  (3)  et  (4)  : 


m 

(fi) 


(d'r         rfO'\       „    ,  -  rf/ 


d       ,  dO       .,         .  >lf 
dt        dt  J6 

Les  équations  (5)  et  (0)  déterminent  r,  0  et  X.  Dans  le  cas 
où  il  existe  une  fonction  des  Ibrces  : 

V       «/U       ,,      dU 

X  =  -r— :        1  =  -j— j 

d.r  dy 

..T       ''U.         rft\         dl\         dU,, 

On  aura,  au  lieu  de  (4)  et  (6),  les  équations  suivantes  : 


m 


(4^-) 


*'*  rf7  "  '"  dt  ""  ^/O 


(6*-') 


//r  dr 


rf/         d/        rfO  (/O 


Revenons  aux  formules  (4);  si  la  Ibrcc  P  est  toujours 

DFPPEYRors.  —  Mécanique.  H.  2^ 
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dirigée  vers  rorigine,  on  aura  constamment  N  =  0,  et  la 
deuxième  équation  (4)  donnera  : 

(It        dt 

d() 
r*  -r-  =  consl. 

df  • 

La  loi  des  aires  se  présente  ainsi  d'elle-même. 

2<>  Équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  dans 
Tespace,  avec  les  coordonnées  polaires  r,  e,  «k  —  L'équation 

/iv         A'*^  ^  d^y  ^         d^z  ^  \       -.  ^  -.^  -^ 

(1)  m  ^  —  lx  +  j^^ly  +  —  52J  =  X  Sa?  -H  Y3y  4-  Zlz 

aura  pour  transformée  : 

(2)  5''  1  t:  T-7  — ; A  :  -h  cO  >  -    •  — 7 ,  -  —  B  { 

^  (  dtdr'       dr  )  f  dt    db'       d8  ) 

en  posant  : 

Xlx  -h  Yoy  -h  Zoz  =  Adr  -h  BcO  +  CB'i/. 

En  partant  des  formules  : 

u?  =  r  sin  0  ces  6, 
y  =  r  sin  ô  sin  •];, 

J  =:  r  CCS  0, 

on  trouve  aisément  : 

(3)  2T  =  w  (r'»  -H  r^O'*  -h  r'  sin*  O/V*). 
On  en  conclut  : 

i    rf/'  dt'      dr  (  dt^  dt^  ) 

W  <  __  =  wj /'*  -r- ;      "77-  =  mr*  sm  0  cos  0  (  t;  \  ? 

'    dà  dt        d'b 
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Décomposons  la  force  P  appliquée  au  point  M  en  ti-ois 
autres,  ME  =  R  agissant  suivant  le  rayon  vecteur,  et  consi- 
dérée comme  positive  quand  elle  est  dirigée  dans  le  prolon- 
gement de  ce  rayon,  MG  =  M  agissant 
suivant  la  tangente  au  méridien,  et 
regardée  comme  positive  quand  elle 
tend  à  augmenter  0;  MF  =^  N  agissant 
suivant  la  tangente  au  parallèle,  et  re- 
gardée comme  positive,  quand  elle  tend 
^  à  augmenter  ^,  Donnons  au  point  M  le 
déplacement  infmiment  petit  MM';  ses 
ri(j.265  projections  sur  II,  M  et  N,  seront  8r, 
rSO,  r  sin  6o',^;  Xco;  4-  Yoy  +  Zlz  sera 
égal  à  la  somme  des  moments  virtuels  de  R,  M  et  N;  on 
aura  donc  : 

\o.v  -h  Yc//   I-  Zoz  —  Rcr  H  MrSO   H  Nrsin  0  $•>, 

il  en  résulte  : 

A  :=  R:      H  —  Mr;      C  =  Nr  sin  0. 

Si  donc  le  point  M  est  libre,  Téquation  (2)  donnera,  en 
tenant  compte  de  (3)  et  (i)  : 


(i'"-) 


\ 


m 


)   _  r*  -, r'  sm  0  cos  0 

(dt      dt 

d    .   .  .  .d'I 


d^\) 

dt')  S 

(l'y  f 


dt'  S 


m  3-  r'  sm'  0  ~ 
dt  dt 


=  R. 


=  Mr, 


=  Nr  sin  0. 


Dans  le  cas  où  il  existe  une  fonction  des  forces  U,  il 
faudra  remplacer  les  seconds  membres  des  éipiations  précé- 
dentes par 

(IV      rfU^     rfll 

dr'      ^/o'      dà 
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Si  le  point  était  assujetti  à  rester  sur  une  surface  <lonnée  : 

f(r,  0,  ^)  =  0, 

il  faudrait  ajouter  aux  seconds  membres  : 

« 

,  df      ,  df  df 

dr  rfO  dà 

Si  le  point  matériel  devait  rester  sur  la  courbe  définie 
par  les  deux  é<juations  : 

f{r,  0,  •;)  =  0, 
s  (r,  e,  d/)  =  0, 

il  faudrait  ajouter  aux  seconds  membres  les  quantités  : 

.  df         dç       .  <//*         ^9       .  df         ^9 
dr       '  dr  rfO  rfO  «/«i/  rtf6 

Application  au  pendule  conique.  —  On  a  : 

r  =  const.  =  J,      or  =  0; 

réquation  (2)  montre  qu'on  n'aura  plus  que  les  deux  der- 
nières équations  (4^'*);  on  a  : 

U  =  mgz  =^  mgl  cos  0, 
-77-  =  —  mal  sm  0:      -—-  z=  0. 

Los  deux  équations  indiquées  donneront  donc  : 


(•">) 


i    ^— ,  —  sin  0  cos  0  -TV  =  —  ^  sin  0, 


d'où  : 

(6)  sin'  6  4^  =  C. 

^  lit 

C'est  l'équation  (jue  fournit  le  principe  des  aires,  pour  le 
plan  horizontal. 
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Au   Jieu   (remployer    la    seconde   des  équations   (5),  il 
vaudra  mieux  avoir  recours  à  ré(|ualion  des  forces  vives  : 


r~u  =  ^c', 


'1^ 


t|ui  esl  ici  : 

(7)  ml'  j  ^ll^l  -H  sin-  ^%{-  2'W(//  cos  0  =  C. 

On  achèvera  la  solution  en  éliminant  jj  entre  (6)  et  (7). 

*^^  Houvement  d'un  point  sur  une  surface  fixe  donnée. 

—  z  pourra  être  considéré  comme  une  fonction  connue 
(le  X  et  y;  plus  ^généralement  les  variables  x,  y,  z  pourront 
rtre  considérées  comme  des  fonctions  connues  de  deux 
variables  u  et  v\ 

X  =  \\n,  v);      y  =  o  («,  v)\      z  =  'b  {h,  r). 

On  aura  : 

_sdf(lu      (Ifdcf- 
""((///  dt  ^  drdtS  "^  •••' 

vl  pour  la  force  vive  une  expression  de  la  forme  : 

où  A,  1>,  (1  sont  des  fonctions  connues  de  a  et  y;  on  en 
déduira  : 

^/T_       du         dv 
du'-^^  dt  '^^dJ' 

d?-^dt~''^d't' 


f/T  _  I  /duV  dX     '  du  dr  dB       1  /dry  (IC 
(Tû.  ^'2  ['(il)   du  "^  dt  dt  du  "^  2  \dt)  du' 
r/ï  _  1  /(luy  dk       du  //r  dB       1  /diV  dC 
dv  ■"  2  [dt)    dv  "^  dt  dt  dv  "^  2  \dt)   dv  ' 

Si  donc  il  existe  une  fonction  des  forces  U,  en  la  suppo- 


d 
d 
d 
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sant  exprimée  au  moyen  des  variables  u  et  v,  on  aura  pour 
déterminer  le  mouvement  du   point    matériel    les   deux 

équations  suivantes  : 


(l 
(I 
d 
d 


/  \     dt  dt)       "i  \dt)   du 


\{ 


»  v"  -  ^  f 


rfU 
du 

rfli 


Il  conviendra  de  remplacer  l'une  de  ces  équations  par  celle 
des  forces  vives  : 


\dt/  dt  dt  \dtj 

Si  la  surface  donnée  est  Tellipsoïde  : 


const. 


«s 


On  pourra  faire  : 


?'  H,  L*  .^  :  =  1 


0?=  asm  u  cosr, 
y  =  &  sin  M  sin  r, 
z  =  c  cos  u. 


40  On  donne  deux  droites  fixes  OA,   OA,;  trouver  le 
mouvement  de  deux  points  matériels  M  et  M,  assujettis  à 

rester  constamment,  le 
point  M  sur  la  droite 
OA,  Mj  sur  OA,  ;  ces 
deux  points  s'attirent 
l^roportionnellement  à 
2  G  fi  la  distance. 

Nous  prendrons  pour 
variables  indépendan- 
tes : 


-av 


OM  =  r,      OM,  =  r,. 


Nous  aurons,  en  désignant  par  m  et  ?h,  les  masses  des  deux 
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points  M  et  M,  : 

1  » 

U  =  —  -  /"mm,  X  MM,  , 

et  à  cause  du  triangle  MO  M,  : 

(2)  U  =  -  ^^2—  ^^'  -»-  ^"  -  -'•''i  ^os  2a). 

En  tenant  compte  de  (1)  et  (î2),  les  formules  de  Lagrange 
donnent  : 

—  =  — /^w»,  (r  — r,  cos2a), 

—  =  —  fm  {r,  —  r  cos  2  a), 

ou,  en  posant  : 

(3)  fni  =  h';      fm,  =  h\, 

(4) 


^^,  -^  — Aî  (r-/\C().s2a), 


^' z=:  -  A' (r,-r  cos  2  a). 

On  a  ainsi  deux  é(|uations  simultanées  du  second  ordre, 
qui  sont  linéaires  et  à  coeflioients  constants;  on  pose,  pour 
les  intégrer  : 

r  =  A  cos  il;      r,  =  X  A  cos  v^, 

où  A,  X  et  V  désignent  des  constantes. 
On  trouve,  en  substituant  dans  (4)  : 

h\  —  V*  =  h\  A  cos  2  a, 

X  (A'  —  v')  =  A»  cos  2  a, 
d'où  : 

(5)  X=_^C0s2a, 

(6)  (A«  —  V»)  {h\  —  V»)  —  A'AJ  cos'  2a  =  0. 
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On  (lérnojilre  tiisëment  que  cette  équation  (6),  qui  est  du 
second  degré  en  v',  a  ses  deux  racines  réelles  et  positives, 
V*  et  v'\  Si  on  avait  posé  : 

r  =  B  sin  v^      r,  =  X  B  sin  v/, 

on  aurait  trouvé  les  mrmes  é(|uations  (5)  et  (6).  A  chacune 
des  racines  de  Téquation  (G)  répondra  une  valeur  de  )., 
déterminée  i)ar  (5),  et  une  constante  A,  qui  reste  indéter- 
minée. On  aura  donc,  pour  intégrales  générales  des  équa- 
tions (4)  : 

r  r  =  A  cos  V ^  H-  B  sin  v/  +  A'  cos  v'  t  -*-  B'  sin  v'  t, 

A' 
r,  =  -1  — - ,  cos  2a  (A  cos  vf  +  B  sin  v/) 
a  —  'r 

A* 
-h    ,_   ,^_  cos  2a  (A'  cos  v' i  H-  B'  sin  v' /) ; 

A,  1>,  A',  M'  sont  quatre  constantes  ai-bitraires. 
Si  les  vitesses  initiales  sont  nulles,  on  aura  (^1  =("J7)  î 

d'où,  B  =  0,  ]>'  =  0;  si  en  outre  m  =  m,,  il  en  résultei-a 
h*  =  h\^  et  récjuation  (6)  deviendra  : 

{h^  —  V-)*  =  A^  cos  2  a  ; 


iroii 


h'  —  V-  =  ±  h-  cos-  a, 

v=  =  2A*  sin'  a;      v'*  =  2A»  cos*  a, 

A*  cos  2a  __  A'  cos  2a  _ 

A2_.;î    -*^       A»  — v"  —  ""  *' 

(  r  —  A  cos  (A  K2  /  sin  a)  ■■¥-  A'  cos  (A  K2^  cos  a), 
f  r'  =  A  cos  (A  1/2  /  sin  a)  —  A'  cos  (A  \/h  cos  a), 


av(M:  : 


»»fO)   _i         mW 


A  = ^ — -, 

>'C0) r'"' 
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5»  Un  fil  inextensible  et  sans  masse  est  suspendu  à  un 
point  fixe  0,  et  chargé  de  deux  points  matériels  pesants  M 
et  M';  on  suppose  quUl  lorigine  du  mouvement,  ces  points 
ont  été  écartés  un  peu  de  leurs  positions  d'équilibre^  lesquelles 
se  trouvent  sur  la  verticale  du  point  0,  puis  abandonnés  à 

eux-mêmes^  sans  vitesse 
"^'*'   initiale;  on  propose  de 
déterminer  les  petites  os- 
cillations du  système. 

Soient  0  et  9  les  angles 
(jiie  font  à  répoque  t  les 
portions  rectilignes  du 
lil  OM  et  MM'  avec  la 
verticale  Oy;  OM  =  a, 
MM'  =  b;  x,  y  y  a?',  y' 
^  les    coordonnées   de   M 

et  M',  V  et  v'  les  vitesses  de  ces  points;  on  aura  : 


Ficj  2G7 


(1) 


\^  X  =  a  sîn  0;      x'  =  a  sin  0  4-  6  sin  9, 

(  y  =  rt  cos  6;      ff  =  a  cos  6  4-  &  cos  9, 

P  =  mg;      P'  =  vi'  g. 


La  fonction  des  forces  U  a  pour  expression  : 

\]  =mgy  +  m'gy\ 
ou,  en  remplaçant  y  et  y'  par  leurs  valeurs  (i)  : 
(2)  U  =  </  j  {m  -h  m')  a  cos  0  -f-  m'  6  cos  9  j  ; 

on  aura  ensuite  : 


v^  = 


=za' 


dV 


f;'«  = 


dx'^  +  dy'^ 
dt* 


=  (  a  cos  0  —  4-  t  cos  0  -7^  I 
\  di  ^  dt] 


4- 


(  a  sm  6  — 
\  di 


4-  6  sin  5  -J7  )  ' 
•  dtj 


di^  df  ^r        j  ^^  ^i^ 
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On  auni,  pour  la  force  vive  : 

.2T  =:mv'  4-  m'  i'\ 

iT^  (ifL  -f  m')  a'  '^  -f-  m' b'  ft"  -h  2m' ab  cos  (5  -  0)  ^-^  % 

(It  (tt  *  ai  at 

» 

ou,  en  posant 

^  ^  dt  '      lit       ' 

(4)  2T  =  (m  +  m')a«0'»  -i-m'&'s'^  +- 2w*'fl&  cos  (9  —  0)  o'6'. 

0  et  <p  sont  les  varial)les  indépendantes. 
Les  équations  du  mouvoment  seront  : 

rf  rfT  __rfT_rfU 
^^  '    ^/  dT      dT      dV 


dt  d:^'       d^        d^ 


t 


T  et  U  devant  être  remplacés  par  leurs  valeurs  (2)  et  (4). 
On  trouve  : 

—  =  (w  +  m')  a'O'  -f-  m'  a&  cos  (9  — -  0)  9'  =  (m  -f-  m')  a*  — 

4-  m  ab  cos  (?  —  0)  -7^  » 

— -  =  m' t's'  4-  m'  a&  cos  (9  —  0)  e'  =  m' t*  -^ 
d<f  '  rf^ 

+  m  rtfr  cos  (9  —  0)  3-  » 
Î^J  =  m' ab  sin  (9  -  0)  o'  b'  =  m' ab  sin  (9  —  0)  ^  ^. 

dT  il./         ,N    1^1  II./         ,vv  ^^  ^^ 

-  =  —  tn'ab  siiî  (9  —  0)  9'  0'  =  —  m' ab  sin  (9  —  0)  —  -r^  . 
do  '  '  at  ut 


df^ 


- --  =  —  g  {m  -{-  m  )  a  sin  6, 

dU  ,.    . 

-;—  =:  —  gin  b  sin  9. 
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Les  équations  (5)  vont  donc  devenir  : 

Jl'Ani-h  m')  a'  j-^  -h  vi' ab  ces  (ç  -  0)  -^  j 

—  m'  a&  sin  (c  —  0)  —  /  -\-  g  {m  -¥  m')  «  sin  0  =  0, 

at  dt 

d  i     ...rfo  ^0 


-+-  m'ab  sin  (?  "~"  ^)  77  77  "*"  ?'^*'  &  sin  9  =  0, 

ou  bien,  après  quelques  réductions  faciles  : 

(m.-hm')«^  +wi'&cos(?-0)  ^  -»i'<;sin(9-0)  (^^ 
(6)  {  +  g  (m  -I-  m')  sin  0  =  0; 

A  l'origine,  9  et  0  sont  des  quantités  très  petites,  il  en 

do      rfO 
sera  de  même  pendant  tout  le  mouvement;  ^^et  ^seront 

des  quantités  petites  chi  même  ordre;  si  Ton  néglige  le 
troisième  ordre,  les  équations  (6)  deviendront  simplement  : 

[  {yn  ■¥  m!)  a  j^^  +  m'  b~  +g  (m  +  »»')  0  =  0, 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  intégrer  un  système  de 
deux  équations  linéaires  simultanées  du  second  ordre,  à 
coefficients  constants,  et  sans  seconds  membres. 

Pour  intégrer,  on  pose,  en  désignant  par  A,  X  et  r  des 
constantes  : 

(8)  0  =  A  cos  rt;      9  =  aA  sin  rL 
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En  «ubslitiumt  dans  (7),  il  vient  : 

(  {m  -H  m')  (g  —  ar^)  =  m' b  \r\ 
\  {g  —  br')'k  =  ar^; 

A  reste  arbitraire;  on  tire  de  là  : 

{m  -h  m')  (//  —  ar^)  {g  —  br^)  =  m' abr^, 
ou  bien  : 

(H)    mrttr^  —  i/  (rt  +  &)  On  -h  m')  /'  -*-  (m  -i-  w')  //'  =  0. 

Cette  équation  est  du  second  dej^fré  en  r*;  le  critérium  est  : 

jf*  {a  -h  by  {m  -f-  m'y  —  kg'^  m  (m  -\-  m')  ab^ 
ou  bien  : 

g-  {m  -t-  m')  \  m  {a  —  &)-  -t-  m'  {a  -h  by  \  >  0. 

Donc,  les  deux  racines  de  Téquation  (11)  sont  réelles,  et 

positives   i)uis([ue   leur  somme  et  leur  produit   le   sont; 

de?signons-les  par  r*  et  r]\  on  aura  les  solutions  pui'tielles 

suivantes  des  équations  (7)  : 

Aar* 

0  =  A  cos  rt:        o  = j— ;  cos  rt, 

'        '       g  -^  ftr* 

0  =  A  sin  /'/;        o  = 1— ,  sm  /7, 

g  —  br 

A.ar' 
0  =  A,  cos  i\t:       o  =  —  -,  -  cos  r,U 

9  —  br\ 

0  =  a;  sin  i\t\      s  =  -  — ,-~  sin  r^/, 
*  '       g  —  br] 

A,  A,,  A',  Aj  désij^nant  quatre  constantes  arbitraires;  on 
aura  ainsi  pour  solution  générale  : 

;    0  =  A  cos  rt  "h  A'  sin  r^  +  A^  cos  rj  -h  A[  sin  r,f, 

/jQx     ;  9  = - ,  (A  cos  rt  -h  A'  sin  rt) 

^  ^^      j  g  —  br^  ^ 

ar^ 

H -— T— i  (A,  cos  r,i  ^-  A'  sin  r. /), 

</  —  br] 
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el  cette  solution  contenant  quatre  constantes  arbitraires 
sera  Tintégi^ale  générale  des  équations  (7),  si  Ton  peut 
déterminer  ces  constantes  de  manière  à  satisfaire  aux 
conditions  initiales  qui  sont  pour  t  =  0  : 

0  =  a,       9  =  3, 

(It         '      fff 
On  trouve  ainsi  : 

.    a  =  A   f-  A,, 

'  {/  —  &r*  g  —  br] 

.  A'r-h  A;  =  0, 

'        A'  r*  A'  r' 


On  tire  des  deux  dernières  : 


A' a:  -— -:-^  =  a'a'      ' 


'  g  ■—  br]  '  g  —  br^ 

ou  bien  : 

A' a;  rr,  (r*  —  rî)  =  0, 

d'où  A'  =0,  et  ensuite  A\  =0;  et  des  deux  premières, 
en  posant  : 

(14)  A  = 


flr' 

Ài 

ar\ 

9 

—  br'' 

9- 

-br] 

j 

;     A 

+  A. 

=  », 

j 

'   AX  + 

A,  À, 

=  ?, 

(  ^  ~ 

X,  a  • 

■  "x,  - 

-3 

-  r-  » 

—  A 

(   A, 

3- 

(in> 

f  A.= 

A,  —  A 

On  aura  donc,  poui*  la  solution  demandée  : 

(  ô  =  A  ces  rt  4-  A,  cos  r,r, 
^     ^  1   9  =:  A  A  cos  ri  -h  A,  A,  cos  r,  t. 
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QÙ  A,  A„  X,  \  ont  les  valeurs  (15)  et  (14),  r*  et  rf  désignant 
les  deux  racines  de  Téquation  (11). 

Si  Ton  demande  la  condition  pour  que  chacun  des  points 
m  et  m'  oscille  comme  un  pendule  simple,  on  devra  faire 
A  =  0,  ou  A,  =  0.  Supposons  A  :r=  0;  (15)  et  (14)  donneront  : 

(17)  \  =  ^=     ^''' 


On  en  tire  : 


'   !    


ax  H-  h  fi 

et  en  portant  cette  valeur  dans  (11),  à  la  place  de  r\  il  vient 
après  simplification  : 

(i8)    (m  +  m')  ht}  +  {m  +  m')  {b  -  a)  a^  -  w't?»  =  0. 

Cette  équation  est  du  second  degré  en  -^\  elle  a  toujours 

ses  racines  réelles,  car  le  premier  et  le  dernier  coefficient 
sont  de  signes  contraires;  de  plus,  ces  deux  racines  sont. 
Tune  positive,  Taulre  négative;  ces  deux  racines  corres- 
pondent aux  positions  initiales.  On  a  alors  : 

0  =z  A,  cos  r,t\      9  ~  A,  A,  cos  r,^ 

ce  ([ui  doit  cadrer  avec 

(19)  Oi=acosr,/;      9  =  ^  cos  r^^ 

les  durées  des  doux  oscillations  seront  les  mûmes;  mais 
les  amplitudes  seront  dilTérentes;  les  deux  points  passeront 
en  même  temps  par  la  verticale. 

Remarque.  —  Si,  à  l'origine,  les  trois  points  O,  M,  M' 

étaient  en  ligne  droite,  on  aurait  a  =  g;  Téquation  (18) 

donnerait  : 

mb  =  0, 

elle  ne  serait  jamais  vérifiée,  à  moins  que  Ton  n'ait  m  =  0 
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OU  5  =  0;  dans  Fun  ou  Taiitre  cas,  les  points  matériels  se 
réduisent  à  un  seul,  et  on  a  un  pendule  simple. 

Dans  le  cas  général,  on  obtiendra  la  valeur  de  r^  qui 
figure  dans  les  formules  (i9),  en  partant  de  (17),  on  déduit 
de  cette  formule  : 


a  ^ 

Dans  le  cas  où  a  =  h,  (18)  donne  : 

{m  4-  m)  a'  =  m'  P*, 


3        r  w  H-  fw" 


a 


nous  aurons  donc  ces  deux  solutions  : 

9 


e  =  ?  l/--— ,  cos  r,t  \  «'•î  = 

y    m  +  m  , 


i    '  *v. 


m' 


ç  =  3  cos  r,  /  i  y   m  +  m' 

0  =  —  ?  1/ r  ces  f\t  \  ^^1  —  / , — 

ç  =z=  P  cos  r,  /  (  y  m  -f-  w' 

Théorème  de  Jacobi. 

83.  Considérons  le  mouvement  d'un  point  matériel  libre 
dans  le  cas  où  il  existe  une  fonction  des  forces  U  indépen- 
dante du  temps;  les  écpiations  différentielles  du  mouvement 
seront  : 

d'x      dV       d'ff      dV       d'z       dU 


(i) 


dt'       dx'      df       dy'     dt*       dz' 


U  désifîne  la  fonction  des  forces  divisée  par  la  masse  du 
nnobilo.  CVst  une  fonction  de  x,  //,  c. 


» 
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Soil  (-)  une  fonction  de  x,  y,  z  contenant  trois  constantes 
arlûlraires  a,  g,  y,  autres  que  celles  qu'on  peut  toujours 
introduire  dans  C-)  par  voie  d'addition,  et  vérifiant  identique- 
ment réquation  aux  dérivées  pai'tielles  : 

Je  (lis  que  les  équations  (1)  auront  pour  intégrales  générales  : 

,„,  (IS      ,       ,      de      „      de 

(=^>  d;=^-^''     dg=^'      d7='' 

a',  f;',  7'  désij^niant  trois  nouvelles  constantes  ;  les  équations  (3) 
donneront  .r,  y,  z  en  fonction  de  i  et  des  six  arbitraires 

nr     A     ^*     y       li       *' 

Démonstration.  —  Admettons  en  effet  les  équations  (2) 
et  (3);  nous  allons  montrer  que  les  équations  (1)  en  découlent. 

Différentions  les  écjuations  (3)  relativement  au  temps; 
nous  aurons  : 


\ 


r/*e    dx        d'S    dy        d^e   dz       , 
d%  dx  dt       dx  dy  dt       rfa  dz  dt         ' 
•     ^/M-)    dj^        d^e    dy        d'B   dz  _^ 
^^  I  //p  dx  dt  "^  (/?  dy  dt  "*"  rf?  </2  rf^  ""    ' 

I     rf'e    rfa;        (/»e    ^/y        d^S   dz      ^ 
rfv  dx  dt       d^;  dy  dt       d^  dz  dt 

0\\  si  nous  différentions  Téquation  (2)  relativement  à  a,  g,  y, 
nous  trouverons  : 

^/0    //^B_       dB    d^B         dO    (PB   _ 
i    dxdx  doL      dy  dy  doL       dz  dz  dx 
\  dB    d*B        dB   d'B         dB    </'B    _ 
^'^^  j  dx  dxd4  "^  r/y  dy  d^  "*"  d^:  d;:  d^  ""    ' 

'  rfB    d*B         dB    d*B         dB    d*B   __^ 


dx  dx  d-;       dy  dy  d-;       dz  dz  dv 
(i)  constitue  un  système  de  trois  équations  du  premier 
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dûc    dvd" 
degré  en  jr>  -^'  tj;  (5)  est  le  même  système  où  Ton  aurait 

,     ,dxdy    dz  ^.  ^  rfe    rfe    d6 

remplace  jj'  57'  jy'  respectivement   par  j^^  j;y  ^-'^  on 

a  donc  : 

dx  _(ie      rf y  _  ^/B      (iz  ^  (/o 
^^  Tt'~"dx'      Tt^Jy'      dt^'dV 

Ces  équations  (G)  sont  donc  une  conséquence  de  (î2)  et  (3). 
Partons  de  ces  dernières  équations  ;  nous  en  tirerons  : 

rf^r  _  rf^  rfjr       J^e    dy        rf*e_  dz 
dr  "  dx*    dt       dxdydt       dxdzdt 

ou,  à  cause  de  (G)  : 

rf^__d*^de      rf'B  de     _d;e  <iB 

d/'       do;'  da?      do?  dy  dy       dx  dz  dz 

Or,  on  tire  de  (2),  qui  a  lieu  quels  que  soient  a;,  //,  r,  a,  g,  7 
en  difFérentiant  par  rapport  à  x  : 

du     ded*e     de  d*e      de  d^e 

4- 


da?       dx  dx*      dy  dy  dx       dz  dz  dx 
L'équation  (7)  donnera  donc  : 


ot  on  verra  qu'on  a  de  mémo  : 


rf';r 

dV, 

dt*  ~ 

'  dx 

r-me  : 

dt' 

dll 
dy  ' 

d}z 
dt* 

rfU 

dz 

Ainsi,  les  valeurs  de  Xj  y,  ::,  en  fonction  de  f,  déduites 
des  équations  (3),  vérifient  les  équations  (1);  du  reste,  ces 
expressions  de  x^  î/,  z  contiennent  six  constantes  arbitraires; 

Despeyrous.  —  Jtf^'canigue.  n.  25 
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i](mc  los  (M|iialions  (îi)  on  (-)  osi  drlini  par  (2),  constiluent 
les  iiitéf^rales  }»onoralos  des  équations  (1). 

Les  (Mjiiîitioiis  (0)  sont  Irùs  importantes,  elles  donnent 
(les  exi)ressions  trùs  simples  des  composantes  de  la  vitesse 
du  point  niatéri(d. 

On  voit  que  toute  la  diriiculté  du  problème  est  concentrée 
dans  la  rerherrhe  d'une  solution  de  l'équation  (2),  qiii  est 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
cette  solution  devant  contenir  trois  constantes  arbitraires. 
On  n'a  pas  de  méthode  générale  pour  l'obtenir;  cependant 
on  peut  découvrir  cette  solution  dans  un  assez  grand  nombre 
de  cas. 

Remarque.  —  Puisque  la  l'onction  U  ne  contient  pas  le 
tenqjs,  l'intégrale  des  forces  vives  a  lieu,  on  a  donc  : 

(Ix^      (ly^      dz* 
ce  ([ui  peut  s'écrire,  en  vertu  de  (0)  : 

(:7i)'-Q'*(;!!y-(i-«- 

En  comparant  à  (2),  on  voil  (|ue  la  constante  x  n'est  autre 
chose  (pie  la  constante  C  (pii  ligure  dans  l'équation  des 
forces  vives. 

84.  Application  au  mouvement  elliptique  des  planètes. 

—  Soit  r  la  distance  d'un(^  |)lan(3te  au  centre  du  Soleil;  la 

fonction  des   forces   est   de  la  forme  -'/  ;x   désignant    une 

constante;  on  est  donc  conduit  à  trouver  une  solution  de 
IWjuation  : 

,„       (fV-H  (^V-H  (1»)'=  S  ( t  __■  H-  C), 

l'onloiiaiit  trois  consliiiilos  arltiliiiircs  C,  G,  H;   alors  le 
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mouvement  sera  délerminé  par  les  trois  intégrales  : 
_.  (le      ,  rfO  (le      , 

c,  g,  h  désignant  trois  nouvelles  constantes  arbltraii'os. 

Il  convient  d'introduire  les  coordonnées  polaires  dans 
l'équation  (1);  prenons  le  plan  de  Técliptique  poui*  plan 
des  xijj  désifçnons  par  •{;  et  o  la  longitude  et  la  latitude  de 
la  planète;  nous  aurons  : 


'    x=r  cos o  cos  'b,    ;    r  =  K;r*  -h  //*  +  j*, 

/Q\  1  y  =  r  cosssin  •>,    f    t|;=rarctg^. 

I  \  z 

'  2:  =  r  sin  9,  ^   ?  =  îïi*c  tpf  — _-  *—  ..  • 

K./;*  -f-  ;/* 

On  en  déduit  : 

xdx  -+-  ydti  -f-  zdz 

dr  =>  — -^ï ^—^ : 

r 

.r*  -h  y* 

y^.rTrdz-'^'^^^^^-^^ 

i^x^  -h  1/ 


do  = 


?—  ^t   ■   ..«   .   .i 


d'où 


i»*  +  y*  +  -î 


</r  .         ^/6  sin  6  ^^  sinocosô 

-— =  cos ç  cos '^,        y^  = ^»  —-= ■ -^ 

dx  i    dx  r  cos  9     /  «r  r 

^/r  .     .      1  ^/'^  cos  ?!;      f  do  sin  ç  sirn!/ 

rfy  '     I  dij  r  cos  9     i  (/y  r 

dr         ,  '  dà    ,  ^  ^  do       cos  o 

-—  =  sin  0,  y    —0,  ~  = ^  ; 

puis  : 

rf©  .  dir)        sin  0/   ^/H      sin  ?  cos  6  ^/O 

-r- =  cos  o  cos '!^ -. ^— ^ ^  — , 

rfa;  «r       r  cos  0  d'b  r        (/^ 

</B  .     .  ^^0        cos  à   d^      sin  ?  sin  à  dB 

--  =  cos  c  sin  t!^  -7 — I -r- -r-  1 

ai/  •         •  dr       r  cos  0  dà  r         d^ 

de  .       r/H  cosorfe 

dz  dr  r     d^ 
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Ou  en  liro  i 

V/j7  '*"  V////  ■*"  \flz)  ~  \dr)  "^  r*  cos» 9  U'V  "^  ^'  U?/  ' 
IVqualion  (1)  devient  donc  : 

Clierclious  une  solution  de  cette  écjuation  de  la  forme  : 

(5)  e=R4-  U'  4-<I>; 

ces  trois  fonctions  ne  contenant,  la  première  que  r,  la 
seconde  que  »>};,  la  troisième  que  9;  nous  aurons  à  vérifier 
l'équation  : 

\d?)  "^  i^'^^o  (W)   *■  ?  (k)  ""  *  (r  "^  ^T 

quels  (jue  soient  r,  9,  -y  On  peut  écrire  : 

.J.iQ'-(S)'='-;-a'-K^'=)l- 

Le  premier  membre  de  celte  écpiation  ne  dépend  que  de  5 
et  Ç/,  le  second  que  de  r;  ces  deux  membres  doivent  être 
égaux  quels  c[ue  soient  r,  9  et  «I^;  on  en  conclut  (|u'ils  tlevront 
être  constants;  on  aura  donc,  en  désignant  par  G*  une 
constante  : 


(fi) 


«•=^-:,-(")'-(^^) 


cos'5  [dàj  ■''  \rf?/  ~" 
ou  bien  : 

(  0.  _  ('SX  !. 


{sy=-'i--Q' 


Le  premier  membre  de  cette  équation  ne  dépend  que  de  «i», 
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le  second  que  de  9;  ces  deux  membres  doivent  iHre  éfjfiiux 
quels  que  soient  9  et  ^;  on  en  conclut  qu'ils  doivent  être 
égaux  à  une  constante  II*;  on  aura  donc  : 

(7,  II.  =  COS.  ,  j  (;.  -  (^^)' } 


d*où  : 


m'= "•• 


(8)  <r  =  H'i. 

J /équation  (7)  doune  ensuite  : 

\(lo  /  COS*  9 

d'où  : 

(9)  .,.=J^,._-|_rf,; 

puis,  on  tire  de  (0)  : 


(10) 


K  =jy2c  4- ^- -  •;%/ 


On  conclut  enfin  des  Ibi-nmles  (5),  (8),  (9)  et  ( iO)  : 


(11)  e  =f\^'ic  4-  ^  _  <|  rfr  +  m  -h/j/g'  -  ^^  <h. 

Si  Ton  remettait  dans  cette  formule,  pour  r,  »!/  et  o  leurs 
valeurs  en  x,  y,  r,  on  aurait  une  fonction  (-)  de  x,  j/,  s, 
vériliant  identiquement  Téqualion  (l)  et  contenant  trois 
constantes  arbitraires  G,  G,  II;  c'est  bien  la  solution  cher- 
chée; on  dura  donc  les  intégrales  du  mouvement  par  les 
formules  ("2). 
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Signification  géométrique  des  arbitraires  C,  G>  H 


ou  l)ien  : 

nous  (loune  : 

■ 

dt       V              r       r- 

Les  valeurs  maxima  et  minima  de  r,  qui  sont  a  (1  4-  e) 
et  a  (1  —  c\  en  représentant  le  denû  petit  axe  par  a,  et 
Texcentricité  par  c,  doivent  donc  être  les  deux  racines  de 
rérpiation  du  second  degré  : 

2C/'*  +  2:/.r  — ri*  =  0. 
On  en  conclul  : 


ri* 


-C^  =  2a;       -^'  =  a'(l-0; 


—  1* 


en  désignant  parp  le  paramètre  de  Torbite.  L'intégrale 


donne  : 

h 


-  -i  _  H  r 


(/9 


cos  9  |/G»  CCS»  ç  —  H* 


J.e  radical  l^'ir  cos- 9  —  H' doit  être  réel;  donc,  la   plus 
grande  valeur  de  9  sera  donnée  par  la  formule  : 


11 

cos  s  ^=    , 

G 


DVNAMlQUi:.  odi 

or,  lii  i)lus  grande  valeur  de  ?  est  rinclinaison  I  de  l'orbite 
de  la  planète  sur  le  plan  de  récllptique;  on  a  donc  : 

H  ::=  (i  cos  I. 

Ainsi,  on  a  : 

(12)        C  =  —^;       G  =  |/;x  l/p;       H  =  k";/.  \/p  COS  I. 

Telle  est  la  signification  géométrique  des  arbiti'aires  C,  G,  II. 
Avant  d'aller  plus  loin,  nous  fixerons  les  limites  inlé- 
rieures  des  deux  intégrales  qui  figurent  dans  (M);  nous 
ferons  commencer  la  seconde  à  partir  de  9  =  0,  et  la  pre- 
mière, à  partir  de  r  =:=  a  (l  —  6»),  ce  ([ui  répond  au  périhélie; 
cette  limite  a  (1  —  é)  étant  fonction  de  C  et  G,  on  pourrait 

ci*aindre  de  modifier  ainsi  les  dérivées  -y^  et  -.r,;  mais  cela 

(IL       ail 

n'arrivera  pas,  parce  que  l'élément  dilYéi'cnliel  de  l'inté- 

1/  2C  +  -- — 5  dr,  s'annule  pour  r  =  a  (1  —  ^0- 

a  (l—e)  f  V  V 


Nous  aurons  donc  : 


( 


13)  e=  r       1/2C -^^-%dr-h H'].  +  r |/g=  -  ~  ih 


et  nos  intégrales  seront  : 

C'  dt 

(14)  l-\-  c=  \ 


1/2C  -H  ^'^- -  î? 

V  r        r- 


15)  0  =  g\  --•    -    --  -  G 


flr 


(16) 


|/g«  _  -  ".  ,•'  I/2C  4-  -'*  -  ^ 

y  cos*  ?  V  r        j 


G' 

.1 


t/0 

COS 


^  y  COS*  ç 


Si,  dans  (13),  on  fait  r  =  a  (l  —  e),  on  aura  /.  +  c  =  0, 
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c  =  —  t;  si  donc  -  désigne  le  moment -du  passage  de  la 


planète  au  périhélie,  on  aura  : 


Si,  dans  (10),  on  fait  ^  =^  0,  ce  cjui  répond  an  nœud,  ou 
trouve  h  =^  'V,  donc  h  est  la  longitude  du  nœud. 

Enfin,  si,  dans  (15),  on  suppose  que  les  limites  supérieures 
se  rapportent  au  périhélie,  on  aura,  en  désignant  par  ç,  la 
valeur  correspondante  de  9  : 


(17)     !/  =  GJ^ 


d9 


J/V- 


H*"         ^'     |/G*cos"ç  — H= 


cos*  9 


=x 


9, 


(L  sin  s 


°     |/sin*  I  —  sin*  ç 


Si  on  pose  d'une  manière  généiale, 


(18) 

il  viendra  : 


sin  9  =  sin  I  siii  r„ 


^/.sin  o 


Ksiii*  I  —  sin*  9 


et  la  formule  (17)  donnera  : 


0  =J^^     (ir„ 


0  ==  ^ii)  ^ii  désignant  la  valeur  de  r^  qui  répond  au  périhélie. 

Soient,  sur  une  sjdiêre 
ayant  pour  centre  le  cen- 
tre du  Soleil,  NP  le  grand 
cercle  qui  représente  l'or- 
bite de  la  planète,  P  une 
position  quelconque  do  la 
^^3-  2^^  planète,  PQ  Tare  de  grand 

cercle   mené   par  P   perpendiculairement   à   Técliptique; 


*— . 
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on  a  : 

PQ  =  ^;      PNQ  =  I; 

le  triangle  sphérique  rectangle  N  Q  P  donne  : 

sin  9  =  sin  I  sin  NP; 

en  comparant  à  (18),  on  en  conclut  : 

Y)=:NP. 

Si  donc  P  coïncide  avec  le  périhélie  II,  on  aura  : 
Nous  aurons  donc,  en  résumé  : 

(14)  donnera  ?•;  (15)  et  (1(3)  donneront  ç  et  »}  en  fonction 
de  l  et  des  six  constantes  ou  éléments  ellipticiues  C,  G,  H, 
c,  g,  h. 

85.  Houyement  d*an  point  matériel  attiré  par  deux 
centres  fixes,  suivant  la  loi  de  Newton.  —  On  suppose  que 

le  mouvement  a   lieu  dans 
^^  un  playi  contenant  les  deux 

centres  fixes,  —  Soient  C 
et  C  les  deux  centres  fixes, 
CC'^=  2c;  prenons  cette 
droite   pour  axe   des  x,  et 

Fin    ^(i*) 

y  "^  la    perpendiculaire    menée 

par  le  milieu  de  CC  pour  axe  des  //;  soient  _^i  et  ii=ri  les 

M  C       M  C 

attractions  des  centres  (]  et  C  sur  Tunité  de  masse  placée 
en  M;  on  aura  pour  la  fonction  des  forces  : 


U  = 


a 


a' 


MC      MC 
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OU,  en  désignant  par  x  et  y  les  coordonnées  de  M  : 

(i;  V=    ■■-.■■■  ■  -H 


|/u  —  c)*  H--  y*      1/(0?  4-  c)'  +  if 

on  auia  donc  à  considérer  Téquation  aux  dérivées  partielles 
snivante  : 

\  d  xj       \  dy  )         (  K(.r  -  cr)*  -h  if      V(x  +  c)'  4-  y'         ^ 

Il  suflira  de  trouver  une  solution  contenant  les  deux  cons- 
tantes C  et  II,  et  en  désignant  par  c  et  h  deux  nouvelles 
constantes,  le  mouvement  sera  doni>é  parles  deux  intégrales  : 

qui  fourniront  x  et  y  en  fonction  des  quatre  constiintes 
C,  c,  II,  h  et  du  temps  /. 

Pour  trouver  une  telle  solution  de  l'équation  (1),  il 
convient  de  faire  un  changement  de  variables;  on  sait  que, 
par  un  point  quelconque  M(j;,  ?/),  on  peut  faire  passer  une 
ellipse  et  une  liy])erbole  ayant  pour  foyers  les  deux  points  C 
et  C  Soient  2a  et  2;j.  les  longueurs  des  axes  transvei'ses  de 
ces  deux  courbes  ;  on  aura  : 

1    ri"    I-  :v   i  =  1;        1^'  >  f" 

.m  1  A  A        "~~"      C  >      «  «  • 

(4)  \      ,  ,  t}>  à  >  lA*. 


;;.'        c'  —  »/.' 


On  tire  de  ces  équations  : 

V    ^  =  — 

(5;  ^ 


r    1/  r=  • 


Nous  inlroduii'ons,  au  li(Mi  des  cooi^lonnées  x  et  y,  les 
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variables  X  et  ix,  que  Ton  nomme  les  coorcloimées  elliptiques 
du  point  M. 

Il  faut  voir  ce  que  devient  l'équation  (2),  quand  on  y 
introduit  a  et  ;x;  on  déduit  aisément  de  Ç))  : 


r/X       c  dx      ç  j/*^î  ^.t  dy 


</H  __  X  ^  _  IX  l^X'  —  c'  dji 
d\x  ~~  c-  f/j?       ^.  i/^îTZTjj,.»  ^'y  ' 

et,  en  résolvant  ces  deux  écpiations  par  rapport  ^  7~  ^t  ^  : 

' dy  "^  dK  d[L 

d'où  on  tire,  après  réductions  : 

< 

On  trouve  ensuite,  en  ayant  é^^ai'd  à  (5)  : 


^  {X  -  cO'  +  y'  =  (X  -  ;x)«, 

V  ^     ^   (j?  -f-  C')'  -+-»'=  (X  +  ;;.)% 


rt  a' 


U  =  .—  4-  .- 


A  —  JJL        A  -h  ;;. 

Kn  tenant  compte  de  (0)  et  (7),  l'équation  (2)  devient  : 

=  2  j  fl  (X  +  ji.)  -f-  fl'  (X  -  ;x)  4-  C  (X'  —  ix')  |. 

Nous  chercherons  une  sohition  de  cette  équation,  de  la 
forme  : 

(9>  e  =  L  4-  M; 

Ij  étant  une  fonction  de  X  seul,  M  ne  déi)endant  «pie  de  ;/.; 
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eu  substituant  dans  (S),  il  viendra  : 

^'•'  -  ^')  (^)  -  ^>>  («  -^  "■  '  -  2  ^'«^ = -  ^^-^  -  :'*^  G!!!)* 

H-2;x(rt  — a')  — 2C:i,». 

Les  deux  membres  de  cette  écjuation  doivent  être  égaux 
quels  que  soient  /.  et  ;x,  considérées  comme  variables  irnUi- 
pendanles;  le  premier  meml)r(!  ne  dépend  que  de  X,  le 
second  (pie  de  ;x;  donc,  ces  deux  membres  sont  égaux  ii 
une  constante  H.  Nous  aurons  donc  : 

(X«  _  c'-)  (jf\-  ^'«  («  -f-  «')  -  ^<^>>'  =  H, 


(c 
d'où  : 


[c*  -  ;x')  (^—Y-  iv^  («-«')  +  «Cix»  =  -  H; 


î-  a;x. 


On  a  donc  : 


"=/»/^ 


-i-2X(rt  -H  a')  -h  2Ca'  ,. 


//  —  c 


■fv- 


^  -H.iM»-,')-iC,. 


Cette  fonction  H  contient  deux  constantes  arbitraires  C 
et  H,  elle  vérilie  identiquement  Téqualion  (8);  elle  vérifierait 
réquation  (2),  si  Ton  y  remplaçait  a  et  ;x  par  leurs  valeurs 
en  X  e{y\  c'est  donc  bien  la  solution  chei'cbée;  les  intégrales 
du  mouvejnent  seront,  en  vertu  des  éipiations  (3)  : 


^'")  '^-^=./.Â^-=: 


-'  yv—r  V\\    1   t'f.  {(i  +  a')  4-  i.  C'a' 

_r ^i_^ 


(11)    h 


J  |/>7=: 
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c»  KH  -H  2X  (rt  -+-  a')  +  2GX* 

Kc^^^*  |/^^H'^"2|*  (rt  —  rt')  —  2C|*' 


Ces  équations  feront  connaître  X  et  ^  en  fonction  de  t,  et 
des  quatre  constantes  C,  c,  H  et  /t;  la  dernière  peut  s'écrire  : 


(,2)  f  '-^         - 

J>.  Kx»  _  c'  KH  +  2X  (a  +  a') 


2CX' 


.V.    l/c«  _ .,.«  |/—  H  +  2;x  (o  —  a')  —  2Gii.*' 

en  désignant  par  X,  et  [x,  les  valeurs  initiales  de  X  et  \h  ;  la 
constante  h  est  ainsi  remplacée  par  \>.^;  C  est  la  constante 
ries  forces  vives;  on  aura,  pour  la  déterminer,  l'équation  : 

2C  =  r.-      ''^  2"' 


t^t  —  i^o        '-a  "^"  1*0 

La  constante  H  se  déterminera  par  l'équation 


VkI  —  c}    |/H  +  2Xo  (rt  +  a')  +  2cX« 


-'■» 


j;.;  K-  H  H-  2;/.o  (a  —  a')  —  ic^^l 

déduite  de  (12);  le  rapport  (  r- j  sera  déduit  de  i-jA  »  |^)  • 

L'équation  (12)  est  l'équation  de  la  trajectoire;  elle  contient 
deux  intégrales  elliptiques;  l'équation  (10)  en  contient  deux 
autres.  (Pour  plus  de  détails,  voir  Legendre,  Traité  des 
fonctions  elliptiques,) 

Remarque.  —  En  désignant  par  r  et  r  les  distances  du 
mobile  aux  deux  centres  fixes,  on  a  : 

r  =  X  —  [x;      r'  =  X  +  [jl, 
d'où  : 

r  +  r'  r'  —  r 
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Équations  canoniques. 

86.  Nous  ïivons  trouvé  les  équations  générales  : 

dans  lesquelles  T  est  une  fonction  de  f,  7,,  7,,    ...,   Çi., 

5^15  î'i»  •••9  (/a?  ^^  '^^  Q«  ^^ï^*^  d^^  fonctions  des  mêmes 
variables.  Nous  avons  donc  A'  variables,  q  et  k  variables  7'; 
nous  allons  ftiire  un  nouveau  changement  de  variables,  en 
posant  : 

Nous  garderons  les  variables  g,  mais  nous  remplacerons 
les  variables  q  '  par  les  nouvelles  variables  p  ;  les  équations  (2) 
sont  des  équations  du  premier  degré  relativement  aux  varia- 
bles q'\  elles  déterminent  les  q  en  fonction  des  p  et  des  q. 
En  reportant  dans  T,  nous  aurons  T  en  fonction  des  p  et 
des  g,  tandis  qu'auparavant  nous  avions  T  en  fonction  des  q 
et  des  q'\  nous  distinguerons  les  dérivées  partielles  de  T 
reljitives  aux  7,  dans  les  deux  cas,  en  mettant  des  paren- 
thèses lorsque  T  est  considéré  comme  fonction  des  q  et 
des  g',  et  nous  n'en  mettrons  pas  dans  Tautre  cas.  L'équa- 
tion (1)  s'écrira  : 


d 
nous  aurons  ensuite  : 


'ltôq\        \dqj       "" 


dT 


d'où  : 


àql 


7  =  Pn 


(Ipi 


W  T7  =  h7-M-0,. 


Nous  supposerons  les  liaisons  indépendantes  du  temj>s; 
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alors  T  est  une  fonction  des  q  oi  des  r/',  et  nons  aurons  : 


"'^-y^^''^-^''^'' 


ou  bien,  à  cause  de  (2)  : 

ce  qui  peut  s'écrire  : 

àT 


OU  encore  : 

d  (T  -  ZmD  =  Z  (^)  dQi  —  :Lq]  dpi. 
Posons  : 
(4)  1m;  -  T  =  K, 

et  nous  aurons  : 


dK  =  Iq'i  dpi  —  1  (—]  dqi\ 


mais,  K  étant  exprimé  au  moyen  des  p  et  des  (/,  on  doit 
avoir  : 

//k  =  1  -r-  rfo.  4-1-7-  dq,. 
()pi  àq,     ' 

On  en  conclut,  en  comparant  les  deux  expressions  de  dK  : 


àp: 


(yii)  donne,  en  i*em[)laçant  q]  par  -. .'  : 

On  conclut  de  (3)  et  (0)  : 

ilih  àK 

(Il  Oi[i 
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Nous  avons  supposé  les  liaisons  indépendantes  du  temps; 
alors  T  est  une  fonction  homogène  du  second  degré,  relati- 
vement aux  quantités  (/'.  On  a  donc  : 

la  formule  (4)  donnera  : 

K  =  T. 

Les  é(|uations  (7)  et  (8)  doimeront  donc: 


(il)  ^=-^*o- 


Supposons  actuellement  que  les  composantes  X,  Y,  Z,  ..: 
des  forces  qui  iigissent  sur  les  divers  points  du  système,  ne 

ilx 
contiennent  pas  les  composantes  des  vitesses,  -rj^  •••»  mais 

seulement  le  temps  t  et  les  coordonnées  x,  y^  Zj  ...,  et 
qu'en  outre  il  y  ait  une  fonction  des  forces  U  pouvant 
contenir  le  temps;  on  aura  : 

on  aura  en  outre,  comme  on  sait  : 

Lps  é(|uations  (10)  et  (II)  deviendront  : 


fil        âpi 


On  peut  les  (»rrire  lonmie  il  suit,  en  remarquant  que  U  ne 
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contient  pas  les  variables  p  : 

(f(/,^e?(T~U) 
dt  âpi 

dt  âÇi 

OU  bien,  en  faisant  : 

T  —  U  =  H, 

dqi_dlA 

\    dt  dqi 

On  a  ainsi  les  é(juations  canoniques  (riTamilton. 

H  est  une  fonction  de  t  et  des  2/t  variables  g,,  g„  ...,  g^; 
Pu  Ptj  '"j  Pk\  les  équations  (13),  dans  lesquelles  Tindice  i 
reçoit  les  valeurs  1,  2,  ...,  A;,  constituent  un  système  de 
2k  équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre. 

C'est  Poisson  qui  a  introduit  le  premier  les  variables  p 
au  lieu  des  variables  q';  mais  il  n'était  pas  arrivé  à  la  forme 
simple  (13),  donnée  pour  la  première  fois  par  Hamilton. 


Théorème  de  Jaoobi. 

87.  La  détermination  du  mouvement  d'un  système  de 
points  matériels,  quand  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps,  et  quand  il  existe  une  fonction  des  forces,  indépen- 
dante des  vitesses,  mais  pouvant  contenir  le  temps  expli- 
citement, se  ramène  à  l'intégration  du  système  suivant 
d'équations  simultanées  : 

dq,_ân  dj,_âH  dq^^àH 

^^  dt'^àp,'  dt^âp,'      '"'*  dt^âpn 

^^^      df  ■"       àq,'      dt"      dq,'        "'       dt  '^      dq. 

Despeyrous.  —  Mécanique.  II.  26 
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OÙ  : 

H  =  T  — U; 

en  mettant  en  évidence  les  quantités  qui  figurent  dans  H, 
on  peut  écrire  : 

(3)  H  =  H  {t,  q,,  9„  ...,  Qn',  p„  p.,  ...,  p.). 

Voici  en  quoi  consiste  le  théorème  de  Jacobi. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  une  fonction  S  de  f,  (7,,  ç„ 
...,  ç«  et  de  n  constantes  arbitraires  a„  a„  ...,  a.;  ces 
n  constantes  sont  essentiellement  distinctes  de  celle  qu'on 
peut  ajouter  à  S,  sans  cesser  de  vérifier  l'équation  (5)  : 

(4)  S  =  ^  (^  î„  î„  ...,  Qni  a„  a„  ...,  On); 

vérifiant  identiquement  l'équation  aux  dérivées  partielles 
ci-dessous  : 


(8) 


on  voit  que  la  fonction  H  qui  figure  dans  cette  équation,  se 
déduit  de  l'expression  (3)  de  H,  en  y  remplaçant  j>,  par  -^  > 

p,  par  -y—  »  ...  Il  arrivera  donc  que  (4)  étant  substitué  dans  (5), 

on  devra  avoir  une  identité,  quels  que  soient  f,  </,,  g,,  ...,  ç^, 
a,,  a„  ...,  a«.  Je  dis  qu'en  désignant  par  6,,  6,,  ...,  h^ 
n  nouvelles  constantes  arbitraires,  on  aura  pour  les  inté- 
grales générales  des  équations  (4)  et  (2)  le  système  suivant  : 

(6) 

(7) 

On  voit  qu'en  portant  l'expression  (4)  de  S  dans  (6)  et  (7), 
les  équations  (6)  donneront  les  p  en  fonction  du  temps, 
des  q  et  des  n  arbitraires  a„  a„  ...,  a«;  les  équations  (7) 


•"  > 

dS 
àq~^- 

a  a. 

...  5 

.       =  0». 
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donneront  les  q  en  fonction  du  temps  et  des  2n  arbitraires 
«„  a„  ...,  rt„,  6j,  6„  ...,  b„.  Donc,  en  somme,  (6)  et  (7)  déter- 
minent les  variables  jp  et  ^  en  fonction  du  temps  et  de 
2n  arbitraires.  Il  ne  reste  plus  qu'à  démontrer  que  ces 
fonctions  du  temps  et  des  2n  arbitiaires  vérifient  les  équa- 
tions (^1)  et  (2),  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
à  ces  2n  arbitraires. 

On   tire  de  la  première  équation   (7),   en  différentiant 
relativement  au  temps  : 


da^  dt       da^  dq^  dt  da^  ôq^  dt 

ou  bien  : 

c^'S         _à_^  /àS\  dq^  _â_  /âS\  dj, 

da^àt       àa\dqj  dt  (^dixàqj  dt 


-f-  ...  =0, 


ce  qui  peut  s'écrire  encore,  en  tenant  compte  de  (G)  : 

/      (?'S       ,    dp.dq,       Op.dq,  ^àp.dq,  _ 

ôa^  dt      ÔA,  .7       da^  dt  da^  dt 

On  aura  de  même  : 

(8)       ^      ^'S     ^  dj^  dq,  _^àp,dq,^       ^dp^dqn_^ 
âa^  dt      âa^  dt       ôa^  dt        '"       ôa^  dt         ' 


t?'S       ,    dp,  dq,       dp,  dq,  dp,  dq,  _ 

"T-  -; —  —rr  ~T"  •••  "T"  -; tt  —  U. 


dUn  dt       dUa  dt       dOn  dt  da„  dt 

C'est  là  un  système  de  7i  équations  du  premier  degré  aux 

dq^         dqn 

n  inconnues,  -.  »  •••'  -rr* 

'  dt  dt 

D'autre  part,  on  déduit  de  (5)  et  (6)  que  l'équation 

^^^  Tt'^^  ^'''  ^^'  ^^'  '"  '^''  '^'  ^»  •"  ''^^  ~  ^ 
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doit  devenir  identique,  en  y  remplaçant  S  par  sa  valeur  (4) 
et  les  variables  p  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t,  des  q 
et  des  a,  tirées  de  (6);  on  pourra  donc  différentier  l'équa- 
tion (9)  par  rapport  à  chacune  des  arbitraires  a„  ...,  a.; 
ce  qui  donnera  : 


/     â'S     ^  dHdp,   ^  dttdp,   ^       ^^^  =  0 


^  ^  4.  ^i?  ^  +  ...  ^.  ^  ^  =  0, 


(10)     ^  dt  da^      dp^da^      dp^da^      *"       dpnda^ 

d*S        dndp,       âttâp,  âHdp^       ^ 

\  ât  dUn      dp^  âa       ôp^  da^       '"       dpn  àa^ 

C'est  là  un  système  de  n  équations  du  premier  degré 
aux  n  mconnuesT—  »•••»  —  ;  ce  syMeme  est  le  même  que  (8); 

les  inconnues  ont  donc  les  mêmes  valeurs  dans  les  deux 
systèmes;  ainsi,  on  a  : 

^^  iW  dp,'      fit       dp,'      ""       af^dp. 

Les  équations  (1)  ont  donc  bien  lieu. 
Partons  maintenant  de  Féquation 


nous  en  tirerons  : 


dp,         d^?>         à'Sdq,  à'S    dq,  â^S     dq^ 

dt       ôq^ât       ôq\  dt       àq^âq^  dt  '"       dq,  âq^  dt 

OU  bien,  en  tenant  compte  de  (il)  : 

dp,        (?*S        (^'SrfH         (>*S    (?H  c^'S     JH 

di'^dq,dt       dq]àp,       àq^àq^dp^  '"       dq,dqndp^* 
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ce  qui,  en  tenant  compte  de 

dq\'^  dq,dq,~  dq,' 
dq.dq,'^  âq,  ôq^"  âq' 


peut  s'écrire  : 

dt        dq^dt       àp^âq^       àp^àq^       '"       dp^dq^ 

Or,  on  tire  de  (9),  en  différentiant  par  rapport  à  q^  : 
^'S        da      dH  dp\       (?H  dp,  dH  dp.      ^ 


dtâq^       âq,       dp.ôq,       dp^ôq,  ôp.dq, 

En  retranchant  cette  équation  de  (12),  il  vient  : 

dt  dq^ 

Ainsi  se  trouve  démontrée  la  première  des  formules  (2); 
on  démontrera  les  autres  de  la  même  manière.  Le  théorème 
^  de  Jacobi  est  donc  démontré. 

Considérons  en  particulier  le  mouvement  d'un  point 
matériel  libre,  et  supposons  qu'il  existe  une  fonction  des 
forces  U,  indépendante  du  temps;  on  aura,  comme  on  sait, 
les  équations  : 


(13) 

^x      dM 
dt*  ~  âx  ' 

d*y      âV 

dt*  ~  dy  ' 

d*z      âV 
dt*  ~  àz 

En  posant  : 

(14) 

dx        , 
dt=''-^ 

dt      *  ' 

dz 
dt--" 

il  vient  : 

t 

(IS) 

dx'       âM 
dt       dx' 

dy'      dV 
df  ~dy' 

dz'      dU 
~dt  ~  dz 
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La  l'oice  vive  2T  du  point  matériel  a  pour  expression  : 
on  en  conclut  : 

en  remarquant  que  U  est  indépendant  de  x\  y\  z    et  T 
de  x^  y,  J3,  les  équations  (14)  et  (15)  pourront  s'écrire  : 


àx 


_^G-') 


dx'  \m         / 

dx  dx 

On  voit  donc  que  pour  rentrer  dans  les  conditions  du 
dernier  théorème  de  Jacobi,  il  suffit  de  faire  : 

(j,  =  x;       fh  =  y;       q,  =  z, 
p,  =  x';     p,  =  y';      Pi=^z\ 

H  =1  -  \J  =  l{x'^  +  y"  4-  z'')^V=^^  (p\  +  pl  +  PS)  -  U; 

on  aura  alors  les  équations  : 

dq,_()n       dp,__àH 
(h        ()p^'       dt  âq^' 


Si  donc  on  applicjue  lo  théorème  de  Jacobi,  Téquation 
aux  dérivées  partielles  sera  : 

Pour  trouver  une  solution  de  cette  équation  avec  trois 
constantes  arbitraires,  nous  remarquerons  d'abord  que  cette 
équation  ne  contient  pas  le  temps  t  explicitement  et  nous 
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ferons  : 

(17)  s  =  —  a^  +  e, 

X  étant  une  constante,  et  (rJ  ne  contenant  plus  t  explicite- 
ment; réquation  (16)  deviendra  : 


m-o'-m^^ 


(U  -4-  a). 


Suppasons  trouvée  une  solution  0  de  cette  dernière 
équation,  contenant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires  3 
et  Y,  nous  aurons,  en  désignant  par  a',  3'>  ï'  trois  constantes 
arbitraires  : 

(^a"-*'      â^-^'      ^ï"""^' 
ou  bien,  à  cause  de  (17)  : 

On  retrouve  ainsi  le  théorème  démontré  directement  plus 
haut. 


CINQUIÈME  PARTIE 


HYDROSTATIQUE  ET  HYDRODYNAMIQUE 


CHAPITRE    PREMIER 

HYDROSTATIQUE. 

1.  Considérations  générales.  —  Les  fluides.^—  Pris  dans 
toute  leur  complexité,  les  corps  naturels  sont  inaccessibles 
aux  mathématiques,  qui  ne  peuvent  s'appliquer  qu'à  des 
êtres  idéaux  géométriquement  définis,  rappelant  sinon  en 
totalité,  du  moins  en  partie,  les  caractères  des  corps 
naturels. 

Mais  il  doit  forcément  arriver  dans  certains  cas  (jue  les 
c^iractères  que  l'on  avait  néglif^és  dans  la  construction  du  type 
géométrique,  jouent  à  un  moment  donné  un  rôle  important. 

Le  corps  solide  rigide,  pai*  exemple,  dont  les  propriétés 
mécaniques  ont  été  exposées  dans  le  cours,  rentre  dans  la 
catégorie  de  ces  êtres  abstraits  dont  nous  parlons.  Or,  à 
l'occasion  de  l'indétermination  des  pressions  d'un  solide 
reposant  sur  plus  de  trois  points  d'appui,  on  a  fait  remarquer 
combien  insulïisante  était  cette  conception,  au  point  d'en- 
traîner des  conséquences  contradictoires  avec  les  faits 
observés.  C'est  qu'il  n'existe  pas  en  effet  de  corps  parfaite- 
ment rigide,  pas  de  corps  qui  ne  fléchisse  et  se  déforme 
plus  ou  moins,  même  sous  l'action  de  très  petites  forces. 
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Négligeables  dans  certains  cas,  ces  déformations  ont 
maintenant  le  rôle  principal  ;  et  Ton  sent  alors  la  nécessité 
d'une  conception  nouvelle  qui  se  substitue  à  celle  du  solide 
rigide,  lorsque  colle-ci  tombera  en  défaut.  Or,  c'est  là  le 
but  que  se  propose  la  théorie  de  l'élasticité,  qui  a  pour 
objet  l'étude  mécanique  du  nouvel  être  abstrait  qui  s'appelle 
le  corps  solide  élastique.  Mais,  hàtons-nous  de  le  dire, 
malgré  sa  conception  plus  large,  le  solide  élastique  a  lui 
aussi  un  rôle  limité,  et  il  doit  s'effacer  dans  bien'  des  cas, 
soit  pour  faire  place  à  quelque  autre  conception  abstraite, 
soit  pour  laisser  le  champ  libre  à  l'empirisme;  car  dans  un 
ordre  d'idées  qui  touche  de  si  près  aux  applications  indus- 
trielles, les  exigences  de  la  pratique  sont  bien  plus  étendues 
que  les  développements  de  la  théorie. 

2,  Il  y  a  notamment  une  classe  spéciale  de  corps  qui 
s'écartent  trop  nettement  des  solides  naturels  pour  que 
l'on  puisse  songer  à  prendre  le  solide  rigide,  ou  le  solide 
élastique  pour  base  d'une  première  approximation,  et  où, 
tout  au  contraire,  la  grande  mobilité  des  diverses  parties, 
l'extrême  facilité  avec  laquelle  elles  cèdent  au  moindre 
effort,  ont  conduit  à  chercher  pour  ces  corps  une  première 
approximation  dans  l'hypothèse  d'une  mobilité  absolue,  et 
d'une  essentielle  instabilité  de  forme. 

Il  n'y  a  pas  cependant  non  plus  de  liquide,  ni  de  gaz  qui 
n'oppose  une  certaine  résistance  aux  déformations;  mais, 
la  faiblesse  de  cette  résistance  justifie  la  conception  du 
fluide,  tout  aussi  bien  que  la  petitesse  des  déformations 
des  solides  naturels  justifie  celle  du  corps  parfaitement 
rigide. 

A  vrai  dire  d'ailleurs,  nous  n'avons  pas  à  justifier  ici  ces 
diverses  conceptions;  pas  plus  que  l'on  n'a  cherché  à 
justifier  les  principes  fondamentaux  qui  servent  de  base 
à  la  mécanique.  Nous  nous  bornerons  à  donner  une  défini- 
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tion  claire  et  précise  des  fluides,  et  à  en  développer  ensuite 
les  conséquences  légitimes. 

3.  Définition  du  fluide.  —  Un  fluide  sera  donc  pour  nous 
un  système  de  points  matériels  extrêmement  voisins,  agis- 
sant les  uns  sur  les  autres,  de  telle  sorte  que  dans  leurs 
déplacements  relatifs,  ils  glissent  entre  eux  sans  qu'il  en 
résulte  de  frottement.  Cette  expression  de  glissement  sans 
frottement  demande  à  être  expliquée,  et  acquerra  plus  loin 
une  signification  très  précise. 

4.  Principe  de  la  solidification.  —  Tirons  d'abord  parti 
de  ce  qu'un  fluide  est  un  système  de  points  matériels,  et 
appliquons  le  principe  suivant  de  la  statique  : 

Lorsqu'un  système  de  points  matériels  est  en  équilibre, 
on  peut,  sans  troubler  Véquilibre,  introduire  des  liaisons 
compatibles  avec  la  figure  d'équilibre. 

Nous  pourrons  donc,  dans  nos  raisonnements,  supposer 
qu'une  partie  du  liquide  est  solidifiée,  c'est  à  dire  que  les 
points  matériels  qui  le  composent,  se  trouvent  invariable- 
ment reliés  entre  eux,  aux  distances  mêmes  de  la  position 
actuelle  d'équilibre. 

5.  Pression.  —  Envisageons  donc  un  fluide  et  prenons 
tous  les  points  matériels  du  système,  répartis  sur  un  élément 
superficiel  infiniment  petit  d'aire  w,  élément  que  nous 
pouvons  supposer  plan.  Solidifions  le  système  ainsi  obtenu. 
Tout  le  fluide  situé  d'un  même  côté  du  plan  de  l'élément 
exerce  une  action  sur  chacun  des  points  de  cet  élément,  et 
toutes  ces  actions,  qui,  en  vertu  de  la  continuité,  sont  très 
peu  inclinées  les  unes  sur  les  autres,  se  composeront  en 
une  fofce  P,  du  même  ordre  infinitésimal  que  w,  appliquée 
en  un  point  quelconque  0  de  l'élément,  et  en  un  couple 
d'un  ordre  infinitésimal  de  deux  unités  plus  élevé.  On  ne 
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tient  pas  compte  du  couple,  et  il  ne  reste  que  la  force  P  qui 

est  la  pression  totale  sur  Félément  w. 

p 
Le  quotient  -  a  reçu  le  nom  de  pression  rapportée  à 

Tunité  de  surlace  ou  simplement  de  pression. 

6.  Direction  de  la  pression.  —  La  composante  tangen- 
tielle  de  la  pression  totale,  c'est  à  dire  sa  projection  sur 
le  plan  de  l'élément,  est  regardée  comme  représentant 
l'action  tangentielle  du  fluide  sur  cet  élément.  Or,  si  les 
glissements  doivent  s'efl*ectuer  sans  frottement  dans  le 
fluide,  cette  action  tangentielle  ne  peut  exister,  et  la  signi- 
fication précise  de  l'expression  de  glissement  sans  frotte- 
« 

ment  qui  figure  dans  la  définition  du  fluide,  consiste  juste- 
ment en  ce  que  la  composante  tangentielle  de  la  pression 
est  nulle. 

Nous  admettrons  donc  comme  un  fait  découlant  de  la 
définition  même  du  fluide  que  : 

La  pression  est  normale  à  Vêlement  pressé. 

7.  11  semble  au  premier  abord  qu'il  y  ait  lieu  de  consi- 
dérer deux  pressions  sur  un  élément,  à  savoir  celle  qui 
provient  de  l'action  du  fluide  situé  d'un  côté  A  de  l'élément 
et  celle  qui  provient  du  côté  opposé  B. 

Pour  élucider  ce  point,  cherchons  les  conditions  de 
l'équilibre  de  translation  du  système  solidifié  w,  et  appelons, 
comme  précédemment,  P  la  pression  exercée  par  la  por- 
tion A,  Q  celle  qui  est  exercée  par  la  partie  B. 

L'élément  w  est  en  équilibre  sous  l'influence  de  P,  de  Q 
et  de  la  résultante  des  forces  extérieures,  qui  comprennent 
les  forces  d'inertie  s'il  y  a  lieu.  Cette  résultante  qui  est  de 
l'ordre  de  la  masse,  c'est  à  dire  du  volume,  est  donc  d'un 
ordre  infinitésimal,  supérieur  à  celui  de  P  et  de  Q,  en  sorte 
que  la  condition  d'équilibre  de  translation  consiste  en  ce 
que  P  et  Q  sont  égales  et  contraires. 
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Ce  fait  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  qui  se  présente 
dans  la  définition  de  la  tension  des  fils  flexibles  et  inexten- 
sibles. Il  nous  montre  que  lorsque  nous  parlerons  de 
pression  totale,  il  faudra  toujours  préciser  le  sens  dans 
lequel  agit  cette  pression. 


8.  Problème  de  l'hydrostatique.  —  Nous  pouvons  main- 
tenant énoncer  le  problème  fondamental  de  la  statique  des 
fluides  ou  hydrostatique. 

Déterminer  en  tout  point  du  fluide  et  pour  une  orientation 
quelconque  d'y^n  élément  décrit  autour  de  ce  point  la  pression 
correspondante. 

Soient ic,  t/,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  A; 
a,  p,  Y  ï^s  cosinus  des  angles  que  ftiit  avec  les  trois  axes  la 
normale  au  plan  d'un  élément  entourant  le  point  A. 

Le  problème  consiste  à  exprimer  la  pression  en  fonction 
de  X,  y  y  z,  a,  p,  Yj  lorsque  l'on  connaît  les  forces  extérieures 
qui  agissent  sur  les  points  matériels  dont  se  compose  le 
fluide. 

9.  Simplification  du  problème.  —  Or,  et  c'est  là  un  fait 
bien  remarquable,  la  fonction  cherchée  ne  dépend  pas 
de  a,  p,  Y>  ^'^st  à  dire  de  l'orientation  du  plan  de  l'élément, 

en  sorte  que  la  pression  varie  seule- 
ment avec  le  point  autour  duquel  l'élé- 
ment se  trouve  décrit. 

Pour  démontrer  ce  théorème  impor- 
tant, envisageons  deux  éléments  passant 
pai'  un  même  point  A,  et  dont  les  plans 
BAC,  B AD  se  coupent  suivant  la  droite 
AB  :  avec  ces  deux  plans,  avec  deux 
autres  plans  perpendiculaires  à  AB,  infi- 
niment voisins,  et  un  cinquième  parallèle  à  cette  droite  et 
également  incliné  sur  les  deux  premiers,  formons  un  prisme 


Fig.270 
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droit  isocèle  infiniment  petit  ayant  en  A  un  sommet.  Soli- 
difions tous  les  points  du  fluide  intérieurs  à  ce  prisme,  et 
remarquons  que  les  pressions  totales,  agissant  sur  les  faces 
de  Textérieur  à  Tintërieur,  et  les  forces  extérieures  doivent 
se  faire  équilibre  sur  le  prisme  solidifié.  Projetons  alors  sur 
la  droite  CD  les  pressions  et  les  forces  extérieures,  qui 
comprennent  les  forces  d'inertie  s'il  y  a  lieu.  En  appelant  P 
la  pression  totale  sur  la  face  BAC,  Q  la  pression  totale  sur 
la  face  BAD,  et  F  la  projection  sur  CD  de  la  résultante  des 
forces  extérieures,  il  faudra  avoir,  a  étant  l'angle  ACD, 
lequel  est  égal  à  A  D  C  : 

P  sin  a  —  Q  sîn  a  4-  P  =  0. 

On  remarquera  que  P  et  Q  étant  de  l'ordre  des  faces  sont 
du  second  ordre,  tandis  que  F  est  de  l'ordre  du  volume, 
c'est  à  dire  du  troisième;  si  Ton  désigne  alors  par  co  la 
valeur  commune  des  aires  égales  BACE,  BADF,  on  aura, 
après  division  par  w  sin  a  : 

£-«  =  0; 

(I)  (l> 

ce  qui  exprime  que  la  pression  par  unité  de  surface,  ou 
simplement  la  pression,  est  la  même  pour  les  deux  orien- 
tations d'éléments  BAC  et  BAD  prises  quelconques  autour 
du  point  A. 

Ainsi  se  trouve  démontrée  la  proposition  importante  sur 
laquelle  se  fonde  la  simplification  que  nous  avons  énoncée. 
11  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  pression  en  fonction 
des  coordonnées  du  point  (a?,  j/,  z)  par  où  doit  passer 
l'élément  pressé. 

10.  Équations  de  l'hydrostatique.  —  Pour  résoudre  ce 
problème,   enfermons  dans  un  parallélipipède  infiniment 
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petit,  dont  les  arêtes  soient  parallèles  aux  axes,  une  masse 
de  fluide  et  solidifions-la. 

Le  solide  ainsi  obtenu  doit   être   en    équililibre   sous 

l'influence  des  pressions  to- 
tales qui  s'exercent  sur  les 
faces  de  l'extérieur  à  l'inté- 
rieur, combinées  avec  les 
;  forces  extérieures  qui  agis- 
sent sur  chaque  point  maté- 
riel de  la  masse. 
^9*^^'  Exprimons    donc   que    la 

somme  des  projection^  sur  Oo?  de  ces  diflerentes  forces 
est  égal  à  zéro. 

Soient  (a?,  y,  z)  les  coordonnées  du  sommet  A,  le  plus 
rapproché  de  l'origine,  et  a,  6,  c  les  longueurs  des  arêtes 
AB,  AC,  AD.  Désignons  aussi  par  p  la  valeur  de  la  pression 
au  point  (a;,  y,  z).  En  un  point  infiniment  voisin  {x  +  oXy 
y  4-  3t/,  z  +  8z),  la  pression  aura  pour  valeur  : 

^P  ^        àp  ^        àp  ^ 

en  particulier,  au  point  B  elle  sera  : 

âp 
ox 

Or,  les  seules  pressions  totales  qui  ne  soient  pas  rectan- 
gulaires avec  Oxy  sont  celles  qui  s'exercent  sui*  les  faces 
ACB'D,  BD'A'C  Elles  se  projettent  d'ailleurs  eu  vraie 
grandeur,  et  en  mettant  les  signes  en  évidence,  la  pression 
totale  sur  la  première  face  donne  : 

p. te, 

et  la  pression  totale  sur  la  seconde  : 


-(P  +  5|«)^^' 
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d'où  finiilement,  pour  la  somme  des  projections  sur  Ox 
des  pressions  : 

âp 

âx 

D'autre  part,  la  projection  sur  Ox  de  la  résultante  des 
forces  extérieures  peut  se  représenter  par 

Xdm, 

où  dm  désigne  la  masse  totale  du  fluide  renfertné  dans  le 
parallélipipède.  On  a  donc  Téquation  : 

—  -r^  abc  -+•  X  dm  9=0. 
âx 

ou  encore  : 

âp dm 

âx  ~"  abc  ^ 
Et  en  opérant  de  méihe  pour  Taxe  Oy  et  Taxe  Oz  : 

âp  __  dm 
ây~~  abc    ' 

âp dm 

âz       abc 

Maintenant  on  remarquera  que  le  quotient  de  la  masse  (Iw 
d'un  volume  élémentaire  par  ce  volume  n'est  autre  que  la 
densité  p  du  fluide,  en  sorte  que  les  équations  précédentes 
s'écrivent  ainsi  : 

âp 


\ 


1   =  px, 

âx        ^ 


11.  Il  importe  d'ajouter  que  ces  équations  suffisent  pour 
traduire  l'équilibre  des  pressions  et  des  forces  extérieures 
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qui  agissent  sur  le  parallélipipède.  On  se  représente  en 
effet  la  force  extérieure  comme  appliquée  en  un  point  I 
intérieur  au  parallélipipède,  et  Ton  peut  supposer  la  pres- 
sion totale  sur  chaque  face  appliquée  au  point  suivant  lequel 
le  point  I  se  projette  sur  cette  face. 

Toutes  les  forces  que  Ton  considère  sont  alors  concou- 
rantes au  point  I,  et  les  équations  (1)  suffisent  pour  traduire 
leur  équilibre. 

Il  en  résulte  que  les  équations  (1),  si  elles  sont  vérifiées 
en  un  point 'quelconque  du  fluide,  assurent  l'équilibre  de 
toute  la  masse. 

12.  Surfaces  de  niveau.  —  Les  trois  équations  (1) 
contiennent  la  solution  générale  du  problème  de  Thydro- 
statique.  Elles  se  résument  dans  la  suivante  : 

•    (2)  dp  =  p{Xdx-hY  dy -hZdz); 

c/est  à  dire  que  Texpressîon  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  peut  être 
rendue  intégrable  par  l'introduction  d'un  multiplicateur, 
et  que  la  densité  p  est  l'un  de  ces  facteurs  intégrants. 

Appelons  donc  U  (ir,  ?/,  z)  une  fonction  entièrement  déter- 
minée, admettant  p(Xd;c  +  Ydy  +  Zdz)  pour  différen- 
tielle totale  ;  l'équation  (2)  nous  donne  : 

(3)  î^  =  U(.r,  y,  ^)4-C; 

où  C  est  une  constante  que  l'on  déterminera  en  se  donnant 
la  pression  p^  en  un  point  o^o,  j/o?  ^o-  La  constante  étant 
supposée  déterminée,  nous  pourrons  la  faire  rentrer  dans 
la  fonction  U,  et  nous  aurons  : 

Le  problème  de  l'hydrostatique  sera  donc  entièrement 
résolu  lorsque  l'on  connaîtra  la  fonction  U.  Nous  revien- 
drons plus  loin  sur  sa  détermination,   mais   nous  allons 

Despkyiious.  —  Mccaniqtie.  11.  "21 
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présenter  tout  (rabord    quelques   considérations    sur   les 
surfaces  de  niveau. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  pression  est  la  même 
est  une  surface  représentée  par  l'équation  : 

U  {X,  y,  z)  =p  =  constante. 

Les  diverses  surfaces  que  Ton  obtient  ainsi,  ont  reçu  le 
nom  de  surfaces  de  niveau. 

Par  tout  point  du  fluide  il  passe  une  surface  de  niveau, 
lieu  des*  points  pour  lesquels  la  pression  est  la  inême  qu'en 
ce  point.  J'ajoute  que  : 

En  tout  point  du  fluide,  la  force  extérieure  est  normale 
à  la  surface  de  niveau  qui  passe  en  ce  poiiit. 

Les  cosinus  directeurs  a,  {jl,  v  de  la  force  ont  en  effet  pour 
valeur  : 

/f.\  «  A.  1  Z 

W  ^^  =  —  — <     [/.  =  —  —  >     V  =  —  • 

KX'4-Y*-HZ*  KV4-Y«4-Z'  KX«+Y«-4-Z* 

D'autre  part,  les  cosinus  directeurs  d'une  des  deux  direc- 
tions de  la  normale  à  la  surface  de  niveau  sont  égaux  à 

âV  dV 

àx  à  y 


dz 


et  comme  l'oji  a  : 

ces  expressions  coïncident  avec  les  expressions  (4). 
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13.  Dérivée  de  la  pression  suivant  une  direction.  —  Ce 

théorème  peut  être  complété  de  la  façon  suivante  : 

Remarquons  que  la  pression  variant  avec  a?,  y,  z,  la  diffé- 
rentielle de  sa  valeur  quand  on' passe  du  point  P(a?,  j/,  z) 
au  point  P'  (x  +  dx,  y  -h  dy,  z  +  dz)  a  pour  expression, 
*en  vertu  de  Téquation  (2)  : 

dp  =1  p  X  dx  -{-  p  Y  dy  +  p  Z  dz. 


Soit  ds  =  ydx*  -h  dy*  4-  dz^  la  différentielle  du  dépla- 
cernent  PP'  :  le  quotient  -p  a  reçu  le  nom  de  dérivée  de  la 

pression  suivant  la  direction  PP'. 

Désignons  par  a,  g,  y  l^s  cosinus  directeurs  de  cette 
direction,  on  a  évidemment  : 


d'où  : 


dx     Q-^^y      __  rf^ 

ds^  ds^  ds 


Représentons  par  p  F  =  p  I/X=  4-  Y*  4-  Z*  la  force  exté- 
rieure, on  trouvera,  en  vertu  des  é(iuations  (4)  : 

-'-  =  pF  (Aa  +  [x?  4- vy); 

ou  enfin,  ô  étant  Tangle  du  déplacement  PP'  avec  la  direc- 
tion  de  la  force  : 

(5)  ^  =  P^  ^^'  ^• 

Si  Ton  représente  la  dérivée  de  la  pression  suivant  PP' 
par  un  segment  PQ  égal  à  y;»  porté  dans  le  sens  PP'  si  dp 

est  positif,  et  en  sens  inverso  si  dp  est  négatif,  on  peut 
intei'préter  ainsi  Téquation  (5)  : 

La  dérivée  de  la  pression  suivant  une  direction  est  égale 
d  la  projection  de  la  force  siir  cette  direction. 
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Prenons  en  particulier  pour  direction  du  déplacement 

celle  de  la  force  extérieure  ;  en  désignant  par  j-  la  dérivée 
correspondante,  on  a  : 

(6)  %  =  ''■ 

Comme  pF  et  dn  sont  positifs,  dp  est  positif. 

Or,  lorsque  Ton  s'éloigne  d'une  surface  de  niveau,  p  aug- 
mente ou  diminue  suivant  le  côté  de  la  surface  où  s'effectue 
le  déplacement;  et  Ton  peut  alors  ajouter  : 

Non  seulement  la  force  extérieure  en  un  point  est  normale 
à  la  surface  de  niveau  qui  y  passe,  mais  encore  : 

lo  Elle  est  dirigée  du  côté  de  cette  surface  où  la  pression 
augmente; 

2°  Elle  a  pour  valeur  la  dérivée  de  la  pression  prise 
normalement  à  la  surface  de  niveau  suivant  cette  direction. 

Ce  théorème  renferme  les  équations  (1),  qui  résultent 
aussi  de  l'application  de  la  formule  (5)  aux  trois  directions 
des  axes  de  coordonnées. 

Ce  théorème  offre  la  même  utilité  que  celui  qui  exprime 
les  projections  de  la  force  sur  la  tangente  et  la  normale 
principale  dans  le  cas  du  mouvement  d'un  point  matériel. 
Il  permet  d'écrire  les  équations  de  l'hydrostatique  dans  un 
système  quelconque  de  coordonnées. 

14.  Discussion  générale  des  équations  de  l'hydrosta- 
tique. —  Nous  devons  actuellement  reprendre  les  équations 
générales  de  l'hydrostatique  et  montrer  ce  qu'il  faut  faire 
pour  en  déduire  une  solution  effective  du  problème 
proposé. 

Nous  supposerons  X,  Y,  Z  donnés  en  fonction  de  .r,  j/,  z; 
et  nous  voyons  tout  d'abord  que  ces  trois  fonctions  no 
sauraient  être  prises  arbitrairement.  Il  faut  en  effet  que 
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l'expression  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  admette  un  facteur  inté- 
grant, ce  qui  exige  que  Ton  ait  : 


('>^(^-^l)-^(rx-^>-^'^-"^=«- 


âz)  \dy       dx) 


Supposons  donc  cette  condition  remplie,  et  elle  est  néces. 
saire  pour  que  Téquilibre  soit  possible,  alors  il  existera  une 
fonction  ô  de  x^  y,  z  qui  rend  l'expression  6  {Xdx  4-  Ydy 
-i-  Zdz)  une  différentielle  exacte  d\,  en  sorte  que  : 

(8)  ^{Xdx-hYdy  -hZdz)  =  rfV, 

où  V  est  une  fonction  de  x,  t/,  z. 

On  sait  qu'il  existe  une  infinité  de  facteurs  intégrants  et 
qu'ils  sont  tous  compris  dans  l'expression 

O.r  (V), 

où  r  {\)  est  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  de  V;  et 
Ton  aura  : 

e  r  (V)  (X  dx  -hYdy  +  Z  dz)  =  f  (V).dV  =  df{Y). 

Puisque,  d'après  l'équation  (2),  la  densité  p  doit  être  un 
facteur  intégrant,  il  faudra  que  pour  une  certaine  détermi- 
nation de  la  fonction  /"(V)  l'on  ait  : 

D'ailleurs,  quelle  que  soit  la  fonction  /"(V),  les  équa- 
tions (9)  vérifient  les  équations  (4),  et  par  conséquent  la 
solution  générale  de  ces  équations  comporte  une  fonction 
arbitraire. 

Nous  remarquerons  tout  de  suite  que  puisque  p  =  const., 
ou  fiy)  =  const.  est  l'équation  des  surfaces  de  niveau, 
l'équation  de  ces  surfaces  peut  encore  s'écrire  : 

V  =  const. 
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et  comme  la  fonction  V  est  déterminée,  il  en  résulte  que 
les  surfaces  de  niveau  se  trouvent  parfaitement  déterminées 
indépendammeyit  de  la  fonction  /"(V). 

Mais  Ton  ne  connaît  pas  la  loi  de  distribution  de  la  densité 
dans  le  fluide,  et  Ton  ne  sait  pas  non  plus  rattacher  à  chaque 
surface  de  niveau  une  valeur  déterminée  de  la  pression. 

Voilà  donc  deux  problèmes  qui  restent  à  résoudre  et  dont 
la  solution  est  uniijuement  subordonnée  à  la  détermination 
de  la  fonction  /"(V). 

15.  Condition  complémentaire.  —  Il  nous  manque  une 
condition  susceptible  de  déterminer  cette  fonction  inconnue. 
On  trouve  cette  condition  dans  une  hypothèse  complémen- 
taire que  Ton  fait  sur  les  fluides,  et  qui  consiste  en  ce  que 
une  relation  donnée  d  priori  existe  toujours  entre  la  pres- 
sion et  le  volume,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  enti-e  la 
pression  et  la  densité. 

Celte  relation  peut  prendre  une  infinité  de  formes; 
chacune  d'elles  caractérise  une  classe  particulière  de 
fluides. 

16.  Solution  complète  du  problème  lorsque  l'on  connsût 
une  condition  complémentaire.  —  Remarquons  d'abord  que 
le  fait  de  l'existence  d'une  relation  complémentaire  telle  que 

(10)  p  =  F  (/;) 

entraine,  eu  égard  aux  équations  (9),  les  relations  : 

^f'(Y)=:F{p)  =  F[f{\)]; 

en  sorte  que  0  est  une  simple  fonction  de  V.  11  en  résulte 

d\ 

que  —  est  une  difl'érentielle  exacte,  c'est  à  dire,  en   se 

reportant  aux  équations  (8),  que  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  est 
une  (lilTérentielle  exacte. 
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D'ailleurs,  réciproquement,  si  Xdx  -h  Ydy  +  Zdz  est 
une  différentielle  exacte,  on  peut  dire  que  6  =  4  est  un 
facteur  intépprant;  les  équations  (9)  se  réduisent  à  : 

ce  qui  montre  que  p  est  une  simple  fonction  de  p. 

Supposons  donc  comme  d  priori  cette  relation  (10),  et 
prenons  alors  0  =  4,  ce  qui  est  permis,  ainsi  que  je  viens 
de  le  montrer.  Les  équations  (0)  se  réduisent  à  la  forme  (44). 

Les  équations  (40)  et  (41)  résolvent  entièrement  le  pi'o- 
blême,  car  on  déduit  des  équations  (44)  : 


p=m  =  '^^ 


et  de  réquation  (40)  : 


%  =  p  =  np). 


d'où: 

(12)  V  =  r  =^,  -H  const.    . 

Cette  équation  donne  une  relation  entre  V  et  p,  c'est  à 
dire  détermine  la  fonction  /"(V).  Le  problème  est  ainsi 
entièrement  résolu. 

Si  Ton  veut  connaître  la  distribution  de  la  densité,  la 
formule  (40)  y  suffira,  car  elle  donne  p  en  fonction  de  p  qui 
est  une  fonction  connue  de  V,  c'est  à  dire  de  x,  y,  z. 

17.  Détermination  de  la  constante.  —  Il  importe  encore 
de  faire  observer  que  la  solution  comporte  une  constante 
arbitraire  C.  Pour  la  déterminer,  on  devra  se  donner  la 
pression  p,  en  un  point  .r^,  t/„  z^  du  fluide,  et  la  formule  (42) 
deviendra  : 

(12)'  V  {X,  y,  z)  -  V  (X,,  y„  ;:,)  =£  ^y 
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18.  Transmission  des  pressions.  —  Cherchons  à  nous 
rendre  compte  de  ce  qui  se  passerait  au  sein  du  fluide  si 
Ton  faisait  varier  cette  constante  C,  ou  si  Ton  supposait 
que  la  pression  en  x^,  y^,  z^  fût  devenue  p^  -{-  Bp.. 

En  désignant  par  p  +  Ip  la  pression  nouvelle  au  point 
(x,  y,  z),  nous  aurons,  en  ver  lu  de  r^juation  (42)'  : 

Cv-^ip   dn 
V  {X,  y,  z)  —  V  (a?„  y„,  2,)=  -7-  , 

ou,  en  tenant  compte  encore  de  la  relation  (12)'  : 

p    dp    __/*'*■*-  ^"  dp 

Jp.  ¥Tp)  '~Jp,4.àp.  FTô)' 


c'est  à  dire  : 


ou,  en  mettant  en  évidence  les  densités  : 

De  là  ce  théorème  : 

Dans  un  fluide  les  variations  de  pressions  se  transmettent 
en  chaque  point  proporlionnellemenl  à  la  densité. 

19.  Fluides  incompressibles.  —  Liquides.  —  Ceci  nous 
amène  naturellement  à  distinguer  deux  cas  fondamentaux 
dans  la  forme  de  la  fonction  F(])).  Un  premier  cas  sera 
celui  où  cette  fonction  se  réduit  à  une  constante,  et  où,  par 
conséquent,  la  densité  reste  la  même  dans  toute  la  masse. 
La  densité  et,  par  suite,  le  volume  sont  indépendants  de  la 
pression  dans  de  pareils  licjuides,  on  les  appelle  pour  ce 
motif  incompressibles.  Les  corps  naturels  qui  trouvent  dans 
ces  fluides  Tiniage  la  plus  parfaite  de  leurs  propriétés  sont 
ceux  que  Ton  appelle  vulgairement  des  liquides.  En  se 
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reportant  à  la  formule  (13),  puisque  dans  de  pareils  fluides 
on  a  p  =  p„  il  en  résulte  que  3p  =  hp^,  c'est  à  dire  : 

Dans  les  fluides  incompressibles  les  variations  de  pression 
se  transmettent  intégralement. 

20.  Fluides  compressibles.  —  Gaz.  —  Pour  toute  autre 
détermination  de  la  fonction  F,  la  densité  et  le  volume 
varient  avec  la  pression;  le  fluide  est  alors  compressible. 

Le  cas  le  plus  important,  et  en  même  temps  le  plus 

simple,*  est  celui  où  la  densité  est  proportionnelle  à  la 

pression 

p  =  a, p. 

La  constante  a  caractérise  chaque  fluide  compressible  de 
cette  famille.  Les  corps  vulgairement  appelés  gaz,  pourvu 
qu'ils  se  trouvent  éloignés  de  leur  point  de  liquéfaction, 
sont  ceux  dont  cette  hypothèse  représente  le  mieux  les 
propriétés. 

Dans  les  fluides  compressibles,  les  variations  de  pression 
ne  sauraient  se  transmettre  intégralement. 

Il  y  a  cependant  un  cas  où  cette  transmission  aurait  lieu, 
c'est  celui  où  la  pression  serait  constante  dans  toute  la  masse. 

Mais  il  faudrait  alors  qu'aucune  force  extérieure  ne  vînt 
agir  sur  le  fluide,  car  les  équations  (1)  donnent,  puisque  p 
est  constant  : 

X  =  0,      Y  z=  0,      Z  =  0. 

Ce  cas  se  trouve  fort  à  peu  près  réalisé  par  une  masse 
gazeuse  enfermée  dans  une  enceinte  suffisamment  petite 
pour  que  l'on  puisse  négliger  l'action  de  la  pesanteur.  Il 
existe  même  une  expérience  classique  qui  a  pour  objet  de 
démontrer  dans  ce  cas  l'égale  transmission  des  pressions. 

21.  Principe  de  Pascal.  —  C'est  au  principe  de  la  trans- 
mission des  pressions  dans  un  fluide  incompressible  que  se 
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rattache  le  principe  de  Pascal.  Deux  surfaces  planes  S  et  S', 
faisant  partie  de  la  paroi  qui  limite  le  fluide,  et  que  nous 
supposerons  contenues  dans  deux  surfaces  de  niveau, 
éprouvent  les  pressions  totales 

S.p    et    S'./?', 

où  p  et  p'  sont  les  pressions  relatives  à  chacune  des  deux 
surfaces  de  niveau.  Si  Ton  exerce  de  Textérieur  du  fluide 
sur  la  première  surface  une  action  équivalente  à  une  varia- 
tion S  Bjp  de  la  pression  totale,  il  en  résultera  sur  l'autre 
surface  une  variation  S'  5p  de  la  pression  totale,  puisque  la 
variation  Ip  se  transmet  intégralement. 

Si  la  surface  S  est  100  fois  plus  petite  que  la  surface  S', 
la  pression  totale  supportée  par  la  surface  S'  sera  100  fois 
plus  grande  que  la  pression  totale  exercée  sur  la  surface  S. 

C'est  le  principe  tel  que  Pascal  lui-même  l'a  énoncé  ;  il  a 
servi  de  base  à  Tinvention  de  la  presse  hydraulique,  dont 
l'usage  si  répandu  s'étend  jusqu'à  certains  appgtreils  de 
précision  destinés  à  enregistrer  de  fortes  pressions. 

Nous  avons  supposé  les  deux  surfaces  S  et  S'  situées 
chacune  dans  une  surface  de  niveau.  Mais  toute  surface 
plane  S  peut  être  décomposée  en  bandes  infiniment 
étroites  par  des  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines  ;  sur 
chacune  de  ces  bandes  on  peut  regarder  la  première  par 
unité  de  surface  comme  constante,  et  répéter  pour  chacune 
d'elles  le  raisonnement  précédent.  On  arrive  aux  mêmes 
conséquences. 

Ajoutons  enfin  que  le  principe  de  Pascal  s'étend  aux 
fluides  compressibles,  lorsque  le  premier  est  ou  peut  être 
considéré  comme  constant  dans  toute  la  masse. 

22.  Remarques  générales  sur  les  surfaces  limites.  —  Le 

problème  général  que  nous  avons  résolu,  à  savoir  la  déter- 
mination de  la  pression  en  chaque  point,  contient  la  solution 
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de  plusieurs  questions,  dont  deux  sont  particulièrement 
importantes.  La  première  consiste  à  déterminer  Faction 
que  le  fluide  exerce  sur  une  surface  solide  finie  qui  le 
limite.  Nous  traiterons  seulement  dans  un  cas  particulier 
cette  première  question,  à  propos  des  liquides  pesants.  La 
seconde  concerne  les  surfaces  limites  du  fluide,  quand  ces 
surfaces  le  séparent  non  plus  d'un  corps  solide,  mais  d'un 
autre  fluide,  ou  même  du  vide  absolu.  Dans  ce  dernier  cas, 
la  surface  porte  le  nom  de  surface  libre. 

Toute  surface  libre  est  une  surface  de  niveau;  car,  puis- 
qu'il n'y  a  pas  de  solide  ni  de  fluide  balançant  extérieure- 
ment la  pression  que  le  fluide  exerce  de  l'intérieur  sur  un 
élément  de  cette  surface  libre,  il  faut  que  cette  pression 
soit  nulle.  La  surface  libre  appartient  donc  à  la  surface  de 
niveau  : 

p  =  0. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  la  surface  de  sépa- 
ration de  deux  fluides.  Il  est  clair  qu'en  chaque  point  de 
cette  surface  la  pression  sera  la  même  pour  les  deux 
fluides. 

Si  nous  appelons  p  la  valeur  de  la  pression  en  un  point  P 
de  la  surface  de  séparation,  et  dp  la  variation  de  cette 
pression  qui  correspond  à  un  déplacement  PP'  =ds  sur 
cette  surface,  0  et  0,  les  angles  que  font  avec  PP'  les  forces 
qui  agissent  sur  le  point  P  considéré  successivement  comme 
faisant  partie  du  premier  et  du  second  fluide,  p  F,  p,  F»  ces 
forces  elles-mêmes,  on  doit  avoir  d'après  la  formule  fonda- 
mentale (5)  : 

dp        ^  dp         „ 

^=pFcose,     ^=p.F.  cose,, 

d'où  : 

pF  cos  ô  =  p,F,  cos  0,. 

Ceci  exprime  que  les  deux  forces  pF  et  p^F,  ont  même 
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projection  sur  toute  direction  prise  dans  un  plan 
en  P  à  la  surface  de  séparation  ;  c'est  à  dire  que  ces  fore» 
se  projettent  suivant  le  même  segment  sur  ce  plan  tangent^ 
ou  encore  : 

La  différence  géométrique  des  deux  forces  pF,  p^F,  qm 
agissent  sur  le  point  P,  considéré  comme  faisant  partie 
successivement  des  deux  fluides,  est  parallèle  à  la  normaSe 
en  T?  à  la  surface  de  séparation. 

Pour  que  la  surface  de  séparation  soit  une  surface  de 
niveau  dans  les  deux  fluides,  il  est  donc  nécessaire  et  suffi- 
sant que  Ton  sache  à  priori  qu'en  tout  point  P  de  cette 
surface  la  direction  de  la  force  p,F,  est  la  même  que  celle 
de  la  force  pF.  Ce  fait  se  présente  en  particulier  si  les  deux 
fluides  sont  soumis  à  la  même  force  extérieure,  par  exemple, 
la  pesanteur,  et  l'attraction  par  les  mômes  centres,  ou  en 
vertu  d'un  même  potentiel. 

Enfin,  ce  fait  se  produira  encore  si  l'un  des  fluides  n'est 
soumis  à  aucune  force. 

Il  est  clair  que  ce  qui  précède  ne  doit  pas  s'étendre  aux 
gaz;  ils  se  diffusent  les  uns  dans  les  autres  quand  on  les 
met  en  présence.  Mais  les  liquides  en  contact  entre  eux  ou 
avec  un  gaz  suivent  la  loi  précédente. 

Nous  écartons  ici  tout  elTet  dû  aux  variations  de  tempé- 
rature, ou  aux  actions  chimiques. 

Nous  n'ajouterons  rien  aux  généralités  qui  concernent 
les  formules  de  l'hydrostatique,  et  nous  allons  aborder 
l'étude  spéciale  des  différents  problèmes  particuliers. 

statique  des  fluides  pesants. 

23.  La  pesanteur  doit  être  considérée  comme  gardant 
une  direction  constante,  lorsqu'il  s'agit  de  déplacements 
peu  considérables  à  la  surface  de  la  terre.  Les  surfaces  de 
niveau  seront  donc  des  plans  horizontaux.   Les  surfaces 
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libres,  les  surfaces  de  côntîict  de  deux  fluides  pesants  seront 
des  plans  horizontaux,  pourvu,  bien  entendu,  qu'aucune 
autre  force  n'intervienne. 

Si  nous  comptons  positivement  vers  le  haut  les  distances 
verticales  z  des  plans  horizontaux  au-dessus  d'un  plan 
horizontal  fixe,  en  appliquant  la  formule  (0)  du  numéro  13, 
et  remarquant  (jue  la  force  agit  dans  le  sens  des  z  décrois- 
sants, on  aura  : 

(•)         t = -  ^». 

p  désignant  la  densité  et  ij  l'accélération  constante  due  à  la 
pesanteur.  Nous  distinguerons  doux  cas,  suivant  que  nous 
aurons  affaire  à  un  fluide  incompressible  ou  à  un  fluide 
compressible. 

Fluides  incompressibles  pesants. 

24.  Dans  le  cas  des  liquides,  la  formule  (1)  donne  par 
intégration,  en  remarquant  que  p  est  constant  : 

(*)  P  — Po  =  ?^(-«  — 2); 

on  sait  qu'il  faut,  pour  la  détermination  complote  du  pro- 
blème, se  donner  la  pression  p,  qui  correspond  au  niveau  z^, 

La  formule  (2)  est  susceptible  d'une  interprétation  très 
simple.  Remarquons  d'abord  que  des  éléments  superficiels 
égaux  décrits  autour  d'un  même  point  P  éprouvent  la  même 
pression  totale. 

Considérons  alors  un  cylindre  découpant  dans  deux  plans 
horizontaux  z  et  z^  des  éléments  w  et  w^,  évidemment  égaux 
et  entourant  l'un  le  point  P,  l'autre  un  point  P^.  Les  pressions 
totales  sur  ces  deux  éléments  se  représenteront  par  pw 
'etpo^o»  oujPoW  puisque  w^  =  w;  leur  différence  (p  — y^)  w 
s'exprimera,  d'après  la  formule  (2),  sous  la  forme  : 
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En  sorte  que  Ton  peut  énoncer  le'théorème  suivant  : 
La  différence  des  pressions  totales  »ur  deux  éléments 
superficiels  égaux,  infiniment  petits,  est  égale  au  poids 
d^un  cylindre  de  liquide  qui  aurait  pour  baàe  Vun  des 
éléments  et  pour  hauteur  leur  distance  verticale, 

25.  Plfin  de  charge.  —  La  formule  (2)  où  l'on  fait  p  =  0 
donne  : 

(3)  z,  =  z,^^. 

Il  existe  donc  un  plan  horizontal  z,  tel  que  si  le  liquide 
l'atteint,  la  pression  y  est  nulle.  D'ailleurs  en  introduisant 
cette  valeur  dans  l'équation  (2),  on  trouve  : 

(2)'  P  =  p?(2^»  — -), 

ce  qui  prouve  que  le  liquide  ne  peut  s'élever  au-dessus  de 
ce  niveau.  On  remarquera  sur  la  formule  (2)'  que  tout  se 
passe,  au  point  de  vue  des  pressions^  comme  si  le  liquide 
avait  une  surface  libre  dans  le  plan  z^.  Ce  plan  a  reçu  le 
nom  de  plan  de  charge. 

Dans  la  réalité  le  plan  de  charge  n'est  jamais  atteint  par 
le  liquide,  car  sa  surface  prétendue  libre  n'est  autre  que 
celle  qui  le  sépare  de  l'air  ambiant,  ou  de  tout  autre  gaz 
avec  lequel  il  est  en  contact  et  dont  la  pression  n'est  jamais 
nulle. 

Si  l'on  désigne  par  ;  la  distance  au  plan  de  charge, 
comptée  vers  le  bas,  d'un  point  quelconque  du  fluide,  la 
pression  en  ce  point  s'exprime  par  la  formule 

(2)'  P  =  99^^. 

On  voit  que  la  pression  sur  un  élément  infiniment  petit 
quelconque  se  représente  par  le  poids  d'un  cylindre  de 
liquide  ayant  pour  base  l'élément  et  pour  hauteur  sa 
distance  au  plan  de  charge. 
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C'est  une  forine  particulière  du  théorème  précédemment 
énoncé. 

26.  Pression  sur  une  paroi.  —  Profitons  d'un  résultat  si 
simple  pour  essayer  de  résoudre  un  problème  que  nous 
n'avons  pas  traité  dans  le  cas  général  : 

Trouver  l'action  du  fluide  sur  une  paroi  solide. 

Prenons  le  cas  d'une  surface  courbe  quelconque.  Consi- 
dérons un  point  M  sur  cette  surface,  un  élément  w  décrit 
autour  du  point  M,  et  soient  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  en  M  dirigée  vers  l'extérieur  du  liquide.  On 
a  pris  pour  axes  une  verticale  OÇ  dirigée  vers  le  bas,  et 
deux  horizontales  0;,  Or<  rectangulaires  dans  le  plan  de 
chai-ge.  Les  projections  de  la  pression  totale  et  ses  moments 
seront  respectivement  : 

pwa,    pwP,    pwY,    Pw(t;y— ÇP),    pw(Ça  — 5ï),    pw(Çp  — Yja). 

Si  l'on  prend  la  somme  de  ces  projections  et  de  ces 
moments,  on  trouve  pour  les  six  coordonnées  du  système 
de  forces  qui  s'exerce  sur  la  paroi,  considérée  comme  un 
corps  solide  : 

k=jjpx.(ù,      B=jjp^.(ù,      C==jJpY.(i), 

L  =Jfp  (r,Y  -  K&)'io,        M  =jjp  (ïa  -  iy).i^, 

N==jJp(ÇP-t)a).u). 

Ces  équations  sont  applicables  au  cas  le  plus  général  de 
l'hydrostatique.  Mais  ici  on  connaît  p  en  fonction  de  Ç,  en 
sorte  que  l'on  a,  eu  égard  à  l'équation  (2)'  : 

A  =  P?jjî«w,      B  =  99 jj^^^.      G  =  pgfj^y^^ 
L  =  p^jJç(^ï-îP)co,     M  =  pjfjj!;(;a-5Y)o), 
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I.es  intégrales  doivent  être  étendues  à  tous  les  ciléments  de 
la  paroi  pressée. 

Le  système  fini  de  forces  qui  est  équivalent  au  système 
intégral  de  toutes  les  pi'cssions  ne  se  réduit  pas  générale- 
ment à  une  seule  force.  Il  faudrait  pour  cela  que  l'équation 

AL  -hBM  +  CN  =  0 

fût  vérifiée. 

27.  Cas  d'une  paroi  plane.  —  Prenons  le  cas  simple 
d'une  paroi  plane;  toutes  les  pressions  sont  parallèles  et  se 
composent  en  une  seule,  appliquée  normalement  en  un  de 
ses  points  Q.  Le  point  Q  est  le  centre  de  pression.  Quant  à 
la  pression  totale,  elle  est  évidemment  la  somme  des 
pressions  élémentaires. 

Adoptons  pour  axes  : 

OXj  intersection  du  plan  de  la  paroi  avec  le  plan  de 
charge  ; 

Oj/,  perpendiculaire  àOx  dirigée  vers  le  bas; 

Oz,  perpendiculaire  au  plan  de  la  paroi. 

Appelons  0  l'angle  que  fait  Oy  avec  sa  projection  hori- 
zontale, angle  qui  mesure  le  dièdre  formé  par  la  paroi  et  le 
plan  de  charge.  On  aura  évidemment,  ï  conservant  sa 
signification  précédente  : 

;  =  y  sin  0, 

et  la  pression  s'exprime  ainsi  : 

/)  =  pflfsin  O.y; 

d'où,  pour  la  somme  des  pressions  : 


P=JJ/^w  =  p</sinojJy 


(i). 


Soient  .r,,  y,   les  coordonnées  du  point  lî,   contre  de 
pression.   La  lliéoi'ie  ordinaire  des  forces  parallèles  nous 
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donne  : 


c*est  à  dire  : 


Pjt.  =jjpx(ù  =  zg sin  o| rryw, 
Py.  =JJPy'^  =  P^  sin  0 jTf  i/iù, 

'  ffxy. 

J?,  =   ; « 

II"' 


If"' 


Ces  formules  montrent  que  le  centre  de  pression  coïncide 
avec  le  centre  de  percussion  de  la  paroi,  lorsque  Von  prend 
pour  axe  l'intersection  de  son  plan  avec  le  plan  de  charge, 

• 

28.  Ainsi,  dans  le  cas  du  cercle  on  trouve  : 

1®  Que  la  pression  totale  est  égale  au  poids  d'un  cylindre 
de  liquide  ayant  pour  base  le  cercle  et  pour  hauteur  la 
distance  de  son  centre  au  plan  de  charge  ; 

29  Que  le  point  Q  est  sur  le  diamètre  perpendiculaire 
à  l'axe,  au  delà  du  centre,  et  à  une  distance  du  centre  égale 
à  une  troisième  proportionnelle  entre  la  moitié  du  rayon  et 
la  distance  du  centre  à  Taxe.  En  sorte  que  le  point  Q  est  le 
symétrique,  par  rapport  au  centre  du  cercle,  du  pôle  de  Taxe 
par  rapport  à  un  cercle  concentrique  au  précédent  et  de 
rayon  moitié. 

Le  cas  d  une  paroi  elliptique  est  identique  au  précédent. 
On  trouve  : 

i^  Que  la  pression  totale  est  égale  au  poids  d'un  cylindre 
de  liquide  qui  aurait  l'ellipse  pour  base  et  pour  hauteur  la 
distance  du  centre  au  plan  de  charge  ; 

2«  Que  le  centre  de  pression  est  le  symétrique  par  rapport 

Despetrous.  *  Mécanique.  U.  28 
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au  centre  de  l'ellipse  du  pôle  de  Taxe  par  rapport  à  une 
ellipse  homothétique  et  concentrique  à  la  première,  le 

1 

rapport  d'homothétie  étant  ô* 

29.  On  peut  ramener  la  recherche  du  centre  de  pression 
à  celle  d'un  centre  de  gravité. 

Considérons  en  effet  un  point  M  de  la  paroi  plane  et 
élevons  une  perpendiculaire  à  cette  paroi,  dont  la  longueur 
MM'  soit  égale  à  la  distance  du  point  M  au  plan  de  charge. 
Le  lieu  du  point  M'  est  un  plan,  en  sorte  que  si  le  point 
décrit  toute  la  paroi,  la  droite  MM'  engendre  un  cylindre 
tronqué  dont  la  paroi  elle-même  constitue  la  section  droite 
de  base.  Si  Ton  plaçait  verticalement  ce  cylindre,  supposé 
rempli  de  liquide,  chaque  élément  w  de  sa  base  supporterait 
une  pression  P,  identique  d'une  part  avec  la  pression  que 
cet  élément  subit  effectivement  dans  le  Uquide,  et  d'autre 
part  aussi  identique  avec  le  poids  de  la  colonne  du  cylindre 
tronqué  qui  correspond  à  l'élément.  La  résultante  de  ces 
pressions  doit  donc  passer  par  le  centre  de  gravité  du 
cyUndre  tronqué,  et  l'on  voit  alors  que  le  centre  de  presmn 
n'est  autre  que  la  projection  sur  le  plan  de  lu  paroi  du 
centre  de  gravité  du  cylindre  tronqué  construit  comme  on 
Va  déjà  expliqua. 

Cette  remarque  étabht  un  nouveau  Uen  entre  le  problème 
des  centres  de  pression  et  les  théories  déjà  développées, 
en  montrant  en  même  temps  qu'il  existe  une  relation  étroite 
entre  la  recherche  des  centres  de  percussion  et  celle  des 
centres  de  gravité. 

On  peut,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  chercher  la 
pression  sur  une  paroi  rectangulaire  ABCD  dont  deux 
côtés  AD  et  B G  sont  horizontaux.  Si  l'on  élève  les  perpen- 
diculaires A  A'  et  BB'  respectivement  égales  aux  distances 
des  horizontales  AD  et  BC  au  plan  de  charge,  le  tronc 
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cylindrique  correspondant  peut  être  considéré  comme  un 
prisme  droit  ayant  ses  arêtes  horizontales  et  parallèles 
à  AD  et  dont  la  base  est  le  trapèze  AB  B'A'. 


Si  Ton  considère  la  section  droite  MN  N'M',  équidistante 
des  bases,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  de  cette  section 
est  aussi  celui  du  prisme.  Il  suffit  donc  de  trouver  la 
projection  sur  MN  du  centre  de  gravité  du  trapèze  MN 
N'M'.  On  trouve  ainsi  que  Q  divise  MN  dans  le  rapport  : 

QM      2Bb'  +  AÂ' 
ÛN"2Ââ'+bb'' 

30.  Corps  flottants.  —  Principe  d'Archimède.  —  L'étude 
de  Faction  du  liquide  sur  une  paroi  contient  celle  des  corps 
flottants. 

Mais  dans  ce  cas  les  conditions  du  problème  conduisent 
à  une  simplification  remarquable  qui  consiste  en  ce  que  les 
pressions  se  composent  dans  une  force  verticale  unique. 

Conservons  les  notations  du  numéro  (20).  Les  compo- 
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santés  des  pressions  suivant  une  même  horizontale  se 
détruisent  deux  à  deux  comme  il  est  facile  de  le  montrer. 

En  effet,  un  cylindre  parallèle  à  l'horizontale  Ç,  par 
exemple,  et  circonscrit  à  Télément  w,  ayant  pénétré  dans  le 
corps  flottant  suivant  cet  élément,  doit  en  sortir  suivant  un 
second  élément  w',  qu'il  découpe  dans  la  surface  immergée. 
Les  deux  éléments  w  et  w'  sont  sur  le  même  niveau,  et  par 
suite  la  pression  p  par  unité  de  surface  y  est  la  même. 

Les  composantes  suivant  0^  des  deux  pressions  totales 
seront  : 

aptùy      7!  più\ 

en  désignant,  comme  au  numéro  (26),  par  a  et  a'  les  cosinus 
des  angles  de  ces  pressions  avec  l'axe  0;.  On  remarquera 
que  ces  deux  cosinus  sont  nécessairement  de  signes  con- 
traires; de  plus,  si  nous  appelons  c  la  section  droite  du 
cylindre,  comme  c  est  la  projection  des  aires  o)  et  (i>%  on 
aura  en  valeur  absolue  : 

en  sorte  que  les  deux  composantes  précédentes  ont  la 
même  valeur  absolue  p^\  elles  sont  d'ailleurs  opposées 
Tune  à  l'autre,  et  puisqu'elles  ont  môme  ligne  d'action, 
leur  effet  sur  le  corps  solide  est  nul.  Toutes  les  composantes 
horizontales  des  pressions  totales  élémentaires  se  détruisent 
ainsi  deux  à  deux,  et  le  corps  reste  soumis  seulement  à 
leurs  composantes  verticales. 

Reprenons  alors  le  même  élément  w  que  tout  à  l'heure,  et 
construisons  de  même  un  cylindre  vertical  infiniment  petit 
pénétrant  dans  le  corps  suivant  l'élément.  Soit  a  sa  section 
droite.  Le  cosinus  y  de  l'angle  que  fait  avec  la  verticale  la 
pression  totale  supportée  par  l'élément  a  pour  valeur 

(I) 
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selon  que  la  projection  verticale  de  la  pression  est  dirigée 
vers  le  bas  ou  vers  le  haut.  Cette  projection  verticale  se 
représente  donc  par 

±pa, 

suivant  le  cas. 
Or,  envisageons  une  verticale  traversant  l'élément  a>  ;  elle 

peut  traverser  la  sur- 
face du  corps  immergé 
en  plusieurs  points  que 
nous  supposerons  ran- 
gés par  ordre  de  pro- 
fondeur croissante,  M, 
M„  M„  etc.  Je  désigne- 
rai par  jPjJPj,  p„  ...  les 
pressions  aux  niveaux 
correspondants;  et  par 


0),  u),,   (0,,    ...  les  élé- 


Kg.  273 


ments  que  le  cylindre 
vertical  infiniment  petit 
découpe  autour  de  ces 
points.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'en  se  déplaçant 
à  partir  de  M  dans  le  sens  OC  on  sorte  de  la  surface;  on  y 
rentrera  en  M,,  pour  en  sortir  en  M„  etc.  La  composante 
veilicale  de  la  pression  totale  sera  donc  négative  pour  le 
premier  élément  w,  positive  pour  w,,  etc.,  et  toutes  ces 
forces  qui  ont  même  ligne  d'action  se  composeront  en  une 
seule  représentée  par  la  somme  : 

—  p?  -h  p^o  — p,a,  ...  =  ( —  p  -+-  Pi  —  Pt  ...)  or. 

Soient  C,  Ç„  Ç„  ...  les  distances  des  points  M,  M„  M„  ... 
au  plan  de  charge,  on  a  : 

P  =  p?s,     Pt  =  99^i^  — » 
d'où,  pour  la  somme  des  composantes  verticales  dçs  presk 


1 
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sions  élémentaires  : 

P5'  (—  î  +  Cl,  ît,  -.)  ^  =  —  PS'  U»  +  (!;•  —  O  ff  +  —l- 

On  riConnaît  dans  la  quantité  entre  parenthèses  la  somme 
des  cylindres  que  notre  cylindre  infiniment  petit  vertical 
découpe  dans  la  portion  immergée  du  corps  flottant. 

Le  produit  de  cette  somme  par  pg  représente  donc  le 
poids  de  ce  même  volume  si  Ton  supposait  la  matière  du 
corps  flottant  qui  le  compose  transmutée  en  liquide.  EInfin, 
comme  ce  produit  est  essentiellement  positif,  nous  devons 
en  conclure  que  la  somme  de  toutes  les  composantes 
élémentaires  que  nous  avons  considérées  donne  une  force 
verticale  dirigée  vers  le  haut. 

En  faisant  maintenant  la  même  opération  pour  tous  les 
éléments  de  la  surface  immergée  et  ajoutant  les  résultats, 
nous  parviendrons  à  une  force  unique  verticale  dirigée  vers 
le  haut,  représentée  par  le  poids  d'un  volume  de  liquide 
égal  au  volume  immergé  du  corps. 

La  théorie  des  centres  des  forces  parallèles  nous  montre 
de  plus  que  la  résultante  de  toutes  ces  forces  passe  au 
centre  de. gravité  du  volume  immergé. 

Le  liquide  dont  le  volume  immergé  tient  la  place  s'appelle 
volume  déplacé  ou  déplacement.  On  peut  dire  alors  qu'un 
corps  plongé  dans  un  liquide  éprouve  une  poussée  verticale 
représentée  par  le  poids  du  volume  déplacé  du  liquide,  et 
appliquée  au  centre  de  gravité  de  ce  volume. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  d'Archimède. 

31.  Extension  aux  fluides  pesants  quelconques.  —  Le 
principe  d'Archimède,  comme  on  a  pu  le  voir,  découle  de 
ce  fait  que  dans  les  liquides  pesants  les  surfaces  de  niveau 
sont  des  plans  horizontaux.  Or,  ce  fait  se  présente  dans  le 
cas  de  fluides  pesants  quelconques.  On  doit  donc  étendre 
aux  gaz  le  principe  d'Archimède,  en  ayant  soin  de  remar^ 
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quer  que  dans  ce  cas  le  volume  de  fluide  déplacé  n'est  plus 
homogène,  maïs  que  la  densité  varie  avec  le  niveau,  et  que 
par  conséquent  le  point  d'application  de  cette  poussée  ne 
sera  pas  nécessairement  le  centre  de  gravité  du  volume 
immergé  dû  corps,  comme  dans  le  cas  des  liquides. 

32.  Remarque.  —  Soient  U  le  volume  du  corps  et  d  sa 
densité,  Y  le  volume  déplacé  et  p  la  densité  du  liquide. 

Pour  qu'un  corps  flottant  sur  un  liquide  soit  en  équilibre, 
il  faut  que  la  poussée  détruise  son  poids.  Il  faut  donc  que 
le  centre  de  gravité  G  du  corps  et  le  centre  de  carène,  c'est 
à  dire  le  centre  de  gravité  du  volume  déplacé,  soit  sur  une 
même  verticale. 

De  plus  on  doit  avoir  : 

Yp  =  Ud, 
c'est  à  dire  : 

p 

Or  il  est  clair  que  V  doit  être  au  plus  égal  à  U,  ce  qui  exige 
que  d  ^p. 

Si  d  <  p,  le  corps  pourra  flotter  et  une  partie  émergera; 
car  alors  Y  <  U. 

Si  d  =  Pi  le  corps  sera  en  équilibre  dans  toutes  les 
positions  dans  le  liquide,  pourvu  qu'il  y  soit  entièrement 
plongé. 

Enfin  si  d  >  p,  le  corps  tombe  au  fond  du  liquide. 

33.  Forme  d'un  liquide  pesant  animé  d'un  mouvement 
de  rotation  autour  d'un  axe  vertical.  —  Les  équations 
générales  qui  ont  été  données  plus  haut  sont  applicables 
au  cas  où  les  forces  agissantes  proviennent  d'un  mouvement 
propre  à  toute  la  masse.  On  sait  en  eflet  que  les  formules 
ordinaires  de  la  statique  conviennent  aux  cas  d'équilibre 
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relatif,  pourvu  que  Ton  tienne  compte  des  forces  ficlives 
que  le  théorème  de  Coriolis  apprend  à  introduire. 

Supposons  donc  qu'une  masse  liquide  tourne  autour  d'un 
axe  vertical,  un  point  M  de  la  masse  sera  sollicité  par  son 
poids,  mg^  et  par  la  force  centrifuge,  mwV,  où  r  désigne 
la  distance  du  point  M  à  Taxe,  et  (o  lu  vitesse  angulaire 
constante. 

Nous  pouvons  représenter  la  force  centrifuge  par  un 
segment  MC  égal  à  r,  quitte  à  représenter  le  poids  par  un 


segment  M  G  égal  à  -j 


La  force  sera  représentée  par  la 

résultante  MP  de   ces   deux  seg- 
ments. Les  surfaces  de  niveau  son^ 
évidemment  de  révolution  autour 
de  l'axe  de  rotation  O2,   et  NQ 
représente   la  sous -normale  à    ^^ 
courbe  méridienne  qui  passe  en    ^^> 
attendu  que  MP  doit  être  norrrx^^^ 
à  la  surface  de  niveau.   Mais       ^^ 
deux  triangles  QNM,   GMP    s^ 
égaux,  car  tous  leurs  angles    ^^^ 
égaux  et  que  de  plus  PG=MG 

donc  la  sous-normale  NQ,  qui  est  égale  à  M  G  = — 

constante. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  ainsi  des  paraboloïde^ 
révolution,  et  comme  leurs  méridiennes  sont  des  parais 
qui  ont  même  sous-normale,  tous  ces  paraboloïdes  de  ni^ 
ne  sont  autres  qu'un  seul  et  même  paraboloïde  dép 
suivant  son  axe. 

Reste  à  trouver  la  pression  en  chaque  point.  Puisqa  * 
est  la  même  sur  chaque  paraboloïde  de  niveau,  il  sufli  t 
la  chercher  aux  sommets  de  ces  paraboloïdes = 

Soit  n  la  distance,  comptée  positivement  vers  le  bas. 


HYDROSTATIQUE.  441 

ommet  d'un  paraboloïde  S  à  une  oiîgine  fixe  prise  sur 
axe.  La  pression  est  une  simple  fonction  de  n;  or  si  Ton 
e  déplace  sur  Taxe,   normalement  par  conséquent  à  la 

urface  de  niveau,  la  dérivée  -^  de  la  pression  se  représente 

ar  la  force  extérieure,  laquelle  se  réduit  sur  Taxe  à  la 
esanteur  pgf.  On  a  donc  : 

dp 


'où  : 


P-P.  =  Pfl'(»  — Wo). 


Or,  (n  —  n,)  représente  le  déplacement  parallèle  à  Taxe 
u'a  subi  le  paraboloïde  S,  pour  venir  coïncider  avec  le 
araboloïde  S.  Si  Ton  donne  à  ce  déplacement  vertical  le 
om  de  différence  de  niveau,  ainsi  qu'on  le  fait  dans  le  cas 
es  plans  horizontaux,  la  formule  précédente  conduit  au 
lôme  énoncé  que  dans  le  cas  des  liquides  au  repos.  Ainsi, 
2  théorème  :  c  Les  différences  des  pressions  sur  deux 
léments  égaux  se  représentent  par  le  poids  d'un  cylindre 
e  liquide  ayant  pour  base  l'un  de  ces  éléments  et  pour 
auteur  leur  différence  de  niveau,  »  s'étend  au  cas  d'un 
quide  pesant  animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour 
'un  axe  vertical. 

L'exemple  de  cette  extension  n'est  pas  particulier  au 
iroblème  qui  nous  occupe,  on  le  retrouvera  chaque  fois 
;ue  les  surfaces  de  niveau  proviendront  du  déplacement 
l'une  même  surface  suivant  une  môme  direction. 


Gai  pesants.  —  Atmosphère. 

34.  Lorsqu'il  s'agit  de  fluides  compressibles  pesants,  la 
brmule  (1)  de  la  page  429  conduit  à  des  conséquences  légè- 
rement différentes.  Dans  ce  cas,  en  effet,  la  densité  p  varie 
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avec  la  pression.  Par  exemple,  on  a  : 


(1) 

p  =  «P» 

et  par  suite  : 

dp 
p  dz            ^ 

on  en  déduit  : 

(2) 

log  J-  =  —  ag  {z  -  z.\ 

Po 

ce  qui  prouve  que  les  résultats  ne  diffèrent  de  ceux  que 
Ton  a  rencontrés  pour  les  liquides  qu'en  ce  que  p  s'y  trouve 
remplacé  par  son  logarithme. 

35.  Mais  dans  cette  formule  on  attribiie  à  la  pesanteur 
une  grandeur  et  une  direction  invariables;  on  suppose 
constante  la  température,  ou  du  moins  on  n'en  tient  pas 
compte,  et  pour  ces  raisons  la  formule  (2)  ne  peut  être 
appliquée  à  Tatmosphère. 

La  pesanteur  est  dirigée  vers  le  centre  C  de  la  Terre, 
supposée  sphérique;  elle  varie  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance  à  ce  centre. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  sphères  concen- 
triques au  globe,  et  si  R  est  la  longueur  du  rayon  terrestre, 
z  la  distance  d'un  point  M  à  la  surface  de  la  terre,  en  sorte 
que  z  +  R  soit  sa  distance  au  centre  C,  les  surfaces  de 
niveau  auront  pour  équation  z  =  const.  Il  faut  en  conclure 
que  la  pression  sera  une  fonction  de  z.  Or,  si  Ton  se  déplace 
sur  le  rayon  terrestre  vers  le  centre,  c'est  à  dire  suivant  la 

force,  z  diminue  et  la  dérivée  —  J-  a  pour  valeur  la  force 

f? 
extérieure  .     .   mt'  ^^^  ^  donc  : 

\z  -f-  i\) 

rfç'^Cr  +  R)*' 
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Maintenant,  si  0  est  la  température,  a  le  coefficient  de 
dilatation  de  Tair,  on  a  : 


d'où  : 


^       l-f-aO 


dp  _     fa l 

~ pdz  "■  1  -h  aô  (;;  4-  R)*' 

Pour  exprimer  la  constante  f,  on  remarquera  que  |rî  =  5 

est  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la  surface  du  sol,  ce  qui 

donne  : 

dp ga  dz 

36.  On  ne  connaît  pas  la  loi  suivant  laquelle  0  varie  avec 
l'altitude.  Mais  a  est  petit,  0  varie  peu,  du  moins  on  le 

suppose,  et  le  coefficient  t-^ — r  peut  être  regardé  comme 

constant.  En  intégrant,  et  appelant  p,  la  pression  à  la  surface 
du  sol,  on  trouve  : 

1     P  ga        z 


*"^R 


on  a  du  resté,  en  supposant  ^  petit  : 


-.""^       r"^r«       m"*""" 


d'où  : 


,       ,  R      R*      R 

R 


p  oa     (         z*      z*      z^  ) 


En   supposant  ^  négligeable,    on    ferait   une    première 
approidination,  qui  est  précisément  celle  que  nous  avons 
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regardée  comme  insuffisante.  Une  seconde  approximation 
consistera  à  conserver  le  terme  en  :^  et  à  négliger  tous  ceux 
qui  suivent  vers  la  droite  ;  on  trouve  ainsi  : 


'<=-rfro'('-s) 


On  se  sert  de  cette  formule  pour  mesurer  les  hauteurs 
à  Taide  du  baromètre.  On  se  transporte  en  deux  points  A 
et  A„  on  observe  et  corrige  des  effets  de  la  chaleur  les 
hauteurs  du  baromètre,  dont  le  rapport  est  égal  à  celui  des 
pressions  p  et  p^  en  A  et  A,  ;  on  a  ainsi,  z  et  z,  étant  les 
altitudes  de  A  et  A,  : 

^  p  1  4-  aÔ    *  \         R/        1  +  ae     V  R/ 

Soit  z'  la  différence  d'altitude  des  deux  stations,  on  a 
z^  —  z  =  z',  d'où,  pour  l'équation  qui  donne  z'  : 

^  p  i  -h  aÔ  L  R      J 

On  prend  pour  0  la  moyenne  des  températures  aux  deux 
stations.  Quant  aux  constantes gf  et  a,  on  les  connaît  d'avance: 
on  effectue  sur  g  la  correction  due  à  la  latitude. 

On  doit  remarquer  que  cette  formule  suppose  que 
l'atmosphère  est  en  repos  :  on  l'appliquera  donc  avec 
d'autant  plus  d'exactitude  que  l'air  sera  plus  calme. 


CHAPITRE  II 


HYDRODYNAMIQUE 


1.  L'hydrodynamique  a  pour  objet  Téfude  du  mouvement 
des  fluides.  Soient  (a?,  j/,  z)  les  coordonnées  rectangulaires 
à  Tépoque  t  d'un  point  M  de  la  masse  d'un  fluide  en  mouve- 
ment, et  ti,  v,  w  les  projections  sur  les  axes  de  sa  vitesse,  on 
aura  évidemment  : 

,ix  dx  dy  dz 

(1)  «=-,  «=_.  «,=^-. 

Si  Ton  envisage  la  masse  fluide  à  l'époque  t,  la  grandeur 
et  la  direction  de  la  vitesse  de  chaque  point  sont  des 
fonctions  de  ses  coordonnées  actuelles.  Mais  ces  fonctions 
varient  d'un  instant  à  l'autre  pour  un  même  point  de 
l'espace,  du  moins  en  général,  en  sorte  que  l'on  devra 
considérer  m,  v,  w  comme  des  fonctions  parfaitement  déter- 
minées de  a?,  j/,  z  et  t. 

Le  jfroblème  se  trouve  alors  ramené  à  la  détermination 
de  ces  fonctions,  et  une  fois  qu'on  les  aura  trouvées,  les 
équations  (1)  feront  connaître  le  mouvement  d'un  point 
quelconque  de  la  masse  fluide. 

2.  Équations  qui  déterminent  le  régime.  —  La  déter- 
mination de  u,  v,  w  constitue  la  recherche  du  régime  du 
mouvement  du  fluide. 

Pour  trouver  les  équations  propres  à  cette  déterminatioa, 


446  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

il  suffira  de  remarquer  que  la  force  d'inertie  relative  au 
point  M,  et  qui  a  pour  projections  sur  les  axes  : 

tPx  (Py  (Pz 

""Pdî^'     -^d?"     "^d?' 

peut  être  représentée  à  Taide  des  dérivées  totales  de  w,  v,  u/, 
puisque  Ton  a,  en  vertu  des  équations  (1)  : 

du  _  d^      dv  __  d'y      dw  _  d^z 
dt'^dt^'     Tt'^dë'     lî^d^' 

On  se  l'appellera  alors  que  les  équations  de  rhydrostatique 
s'étendent  au  cas  du  mouvement,  pourvu  que  Ton  fasse 
figurer  parmi  les  forces  extérieures  les  forces  d'inertie,  et 
les  équations  : 

dp -.        d^x 


•  •■ 


que  l'on  obtiendrait  ainsi,  deviennent  alors,  grâce  à  la 
remarque  précédente  : 

•  r 

/  du  i  dp 

i   ai  p  ox 

dw i  dp 

dt  ^  dz 

« 

3.  Équation  de  continuité.  —  Ces  équations  n'expriment 
pas  la  continuité  du  fluide,  c'est  à  dire  l'absence  de  vide 
au  sein  de  la  masse  en  mouvement.  Considérons  un  parallé- 
lipipède  rectangle  ABCD  A'B'C'D'  infiniment  petit,  dont 
les  arêtes  soient  parallèles  aux  axes,  et  dont  les  coordonnées 
du  sommet  A  le  plus  rapproché  de  l'origine  soient  a;,  y,  z. 

Appelons  a,  b,  c  les  longueurs  infiniment  petites  des 
arêtes  AB,  AC,  AD,  et  p  la  densité  au  point  A  à  l'époque  t. 
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La  masse  du  fluide  qui,  à  Tépoque  f,  remplit  le  parallé- 
lipipède,  a  pour  valeur  : 

p  abc. 

Or,  la  densité  p  varie  généralement  d'un  point  à  Tautre, 
et  de  plus,  pour  un  même  point,  peut  varier  avec  le  temps  : 
donc  p  est  une  fonction  explicite  de  x,  y,  z,  t.  Au  bout  du 
temps  dty  la  densité  au  point  A  s'est  accrue  de  sa  difle- 
rentielle  due  à  la  variation  du  temps,  elle  est  devenue 

(p  -i-  -^  •  dty  et  la  masse  du  fluide  qui  à  Tépoque  t  +  dt 
remplit  le  parallélipipède,  a  alors  pour  expression  : 


(p  +  ^  dt)  abc, 


en  sorte  que  dans  le  temps  dt  cette  masse  s'est  accrue  de 
la  quantité  : 

afrc-rf  •  dt. 
dt 

Mais  nous  avons  une  seconde  manière  d'évaluer  la  varia- 
tion de  masse  du  fluide  intérieur  au  parallélipipède  :  il  suffit 
d'évaluer  la  masse  qui  a  pénétré  dans  ce  solide  pendant  le 
temps  dty  et  celle  qui  en  est  sortie,  et  de  faire  la  diflerence. 

Par  la  face  ACB'D,  dont  l'étendue  est  mesurée  par  le 
produit  6  c,  pénètre  une  masse  représentée  par  l'expression 

hc,fu,dt. 

La  face  opposée  A'G'BD'  donne  au  contraire  passage  à 
une  masse  égale  à  cette  expression,  augmentée  de  sa  diffé- 
rentielle due  à  la  variation  a  de  l'abscisse  Xy  ce  qui  donne  : 


.    /  d  (om)    \  , 


Mais  la  première  expression  représentant  une  masse  qui 
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entre  dans  le  parallélipipède,  l'autre  exprime  une  masse 

qui  en  sort,  et  leur  différence  : 

représente  une  masse  résiduelle  restée  intérieure  au  parallé- 
lipipède.  Les-  deux  autres  couples  de  faces  opposées  donnent 
deux  termes  analogues,  ce  qui  par  addition  nous  donne  : 

\  dx  dy  dz   /  . 

pour  la  variation  de  la  masse  du  fluide  intérieur  au  parallé- 
lipipède.  S'il  n'y  a  pas  de  discontinuité  dans  ce  fluide,  cette 
variation  doit  être  identique  à  celle  qui  résulte  de  la  variation 
de  la  densité,  et  nous  avons  ainsi,  en  égalant  ces  expressions 
différentes: 

^  ^  dx  dy  dz  ât 

4.  Conditions  complémentaires  (').  —  Les  équations  (2) 
et  (3)  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  les  cinq  fonctions 
w,  v,  î(;,  p,  p  des  quatre  variables  x,  j/,  r,  t.  Pour  compléter 
la  détermination,  il  faut  introduire'  une  condition  nouvelle 
définissant  d'une  manière  plus  spéciale  la  nature  du  liquide. 

Si,  par  exemple,  le  fluide  est  incompressible,  dans  le 
sens  le  plus  général  du  mot^  la  densité  doit  rester  constante 
pour  un  môme  point  de  la  masse  du  fluide,  et  p  est  une 
fonction  dont  la  dérivée  totale  par  rapport  au  temps  doit 
être  nulle.  On  a  alors  : 

dp dp  dx       dpdy       dpdz      dp^ 

Tt'~'dxTt'^Tydt'^Tzdi'^dt'^    ' 


{})  Voir  sur  les  conditions  supplémentaires  un  mémoire  de  M.  Bjcrkncss,  au 
tome  IV  du  journal  Ada  Mathematica^  publié  par  M,  MitUg-Lcnier,  chez 
M.  Hermann,  libraire. 
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OU,  eu  égard  aux  équations  (1)  : 

/ex  ^P  ^?  ^?  ^P  A 

^  ^  dx         dy  dz       dt 

Cette  hypothèse  réduit  Téquation  (3)  à  la  forme  : 

^  '  dx      dy       âz 

et  Ton  a  alors  dans  les  équations  (2),  (4)  et  (5)  le  nombre 
de  conditions  nécessaires  pour  déterminer  les  cinq  fonctions. 

L'hypothèse  la  plus  ordinaire  et  celle  qui  trouve  le  plus 
d'applications,  consiste  à  introduire  comme  équation  complé- 
mentaire une  relation  connue  à  priori  entre  la  densité  et  la 
pression.  D'ailleurs,  il  est  facile  de  se  rendre  compte  du 
degré  de  particularisation  de  cette  hypothèse. 

Supposons  en  effet  que,  par  Tintroduction  de  conditions 
complémentaires  convenables,  on  ait  entièrement  déter- 
miné les  fonctions  et  les  constantes  du  problème;  les 
quantités  w,  t;,  u»,  j),  p  seront  cinq  fonctions  des  quatre 
variables  x^  y^  ^j  t;  et  il  existera  par  conséquent  au  moins 
une  relation  entre  u,  t;,  w,  p  et  p  : 

F  (m,  r,  ti\  p,  p)  =  0. 

L'hypothèse  spéciale  que  nous  introduisons  consiste  donc 

supposer  que  la  vitesse  ne  figure  pas  dans  cette  relation, 

que  l'on  peut  supposer  donnée  à  priori.  Nous  prendrons 

donc  comme   cinquième   équation,    ou    comme   équation 

complémentaire,  une  équation  de  la  forme  ; 

(6)  P  =  F  (p), 

et  nous  avons  aussi  dans  les  équations  (2),  (3),  (6)  les  cinq 
relations  voulues  entre  nos  cinq  fonctions  u,  i',  u;,  p  et  p. 

5.  Détermination  des  constantes  ou  des  fonctions  arbi- 
traires. —  L'intégration  de  ces  équations  simultanées  intro- 

Despeyrous.  —  Mécanique.  II.  21) 
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duird  certaines  constantes  ou  fonctions  arbitraires  qu'il 
s'agira  de  déterminer. 

.  On  y  parviendra  par  la  considération  des  données  initiales 
et  des  surfaces  limites. 

Supposons  qu'à  un  instant  t  le  fluide  soit  limité  par  une 
surface  A,  qui  variera  généralement  avec  le  temps.  L'équa- 
tion de  cette  surface  sera  généralement  de  la  forme  : 

A  =  0, 

où  A  représentera  une  fonction  de  a:,  y,  z,  t.  On  admet 
qu'un  point  du  fluide  situé  sur  cette  surface  doit  s'y  mouvoir 
tangentiellement,  en  sorte  que  l'on  doit  avoir,  soit  identi- 
quement, soit  en  vertu  de  l'équation  A  =  0  : 

dk         dk         àk  dk      ^ 

dx  dy  dz  dt 

On  remarquera  que  si  l'on  forme  les  équations  des  carac- 
téristiques Ç  de  cette  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  et  linéaire  : 

dx  __dy  __dz_dt       ^a_a 
U  V         10         1  "~* 

on  tombe  précisément  sur  les  équations  (1);  en  sorte  que 
si  a,  b,  c  sont  les  trois  intégrales  des  équations  (1),  la 
fonction  A  doit  pouvoir  s'exprimer  à  l'aide  de  a,  &,  c  seule- 
ment, et  être  de  cette  forme  : 

k  =  fia,b,  c). 

6.  Fonction  de  forces.  —  Nous  supposerons  dans  tout  ce 
qui  suit  que  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées  partielles  d'une 
même  fonction  U  par  rapport  à  a;,  y,  z.  On  aura  alors  : 

\dx  +  Xdy  +  ldz  =  d\}. 
En  multipliant  par  dx^  dy^  dz  les  équations  (2)  et  remar- 
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quant  que  Ton  a,  en  vertu  des  équations  (1)  : 

du       au  du         du  du 

dt       âx  ây         àz  ôt 

dv       àv  âv  ôv  âv 

--   =  -r-  i;   4-  -r-  r   +  -r-  W?    +   — » 

dt       ox  ày  ôz  ai 

dw     dw  âw  àw  àw 

dt     âx  ôy         ôz  ôt 


on  trouve  : 


(du  ou  du  àn\   - 

-T-  w  -f-  -7-  r  4-  T-  le?  4-  ^-:]  dx 
âx  dy         dz  dt) 

(dv  dv  dv  dv\  , 


(dw  dw  dw  dw\  .  J--  dp 
-;—  M  4-  ,  t'  4-  -r-  M?  4-  -r-  )  rf-3  =  dU 
dx          dy          dz           dt)                         p 


ce  qui,  en  appelant  V  la  vitesse  1/m*  4- 1?*  +-  ««;%  peut  s'écrire, 
d'après  une  transformation  due  à  Lagrange  : 

'    du  j         dv  ^         dw  j         (du       dv.\  ,     , 
-.   1        (dv      dw\,     .  ,  .       /dw      du\  .     .  ,  . 

P         z 

C'est  en  se  fondant  sur  cette  forme  d'équation  que 
Lagrange  a  approfondi  le  cas  important  où  il  existe  un 
potentiel  de  vitesse. 

7.  Potentiel  de  vitesse.  —  On  dit  que  la  vitesse  dérive 
d'un  potentiel  lorsque  u,  v,  w  sont  les  dérivées  par  rapport 
au  temps  d'une  fonction  de  x,  j/,  r,  t. 

do  do  do 

ti  =.  — ^*       t?=T^>       tt?  =  — î« 
dx  dy  dz 
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on  a  alors  : 

du       âv ^       âv       ^W' _  A       àw       du ^ 

ây      ôx        '      ôz      ôy         '      dx      dz 

et  réqualion  précédente  se  réduit  simplement  à  celle-ci  : 
dx  -h  -r— 3-  dy  +  —4-  dz  =  d\J ^^d  (\*), 


âtâx  dtôy    ''       ôtâz  P        2 

c'est  à  dire,  en  faisant  rentrer  dans  5  une  fonction  arbitraire 
du  temps  : 

àt-^     j    ^,        2' 
ce  qui,  eu  égard  à  l'équalion  ((5),  nous  donne  : 

d'ailleurs  on  a  : 

L'équation  de  continuité  nous  donne  aussi  : 

^  '  Ôx  ây  ôz  at 

Par  l'intermédiaire  de  l'équation  (G),  l'équation  (8)  donne  p 

do      V* 

en  fonction  de   U J7  ~~  "^  '  ^'^^^  ^  ^^^^   ^    l'aide    des 

dérivées  de  ç  et  d'une  fonction  connue  U.  En  transportant 
cette  valeur  de  p  dans  l'équation  (9),  celle-ci  sera  simple- 
ment une  équation  dilférentielle  en  o;  et  cette  fonction  se 
trouvera  ainsi  déterminée. 
Si,  par  exemple,  le  fluide  est  caractérisé  par  la  relation 

p  =  F(p)=J,p, 
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on  a  : 


*j  y  =  *log/?, 


et  réquation  (8)  devient,  par  rintroduction  immédiate  de  p  : 


,logp  =  (u-^^_*V.) 


Du  reste,  réquation  (9)  s'écrit  : 

^•9       £^*9       <^*9       f)^d\ogp       <?9  c?  log  p       r^9  (?  log  p 
dx*       ây*       dz^       dx     âx  Oy     ày  ôz     âz 

^      dt  ' 

et  la  substitution  de  la  valeur  précédemment  trouvée  pour 
log  p  n'offre  pas  de  diflicultés. 

Malheureusement,  l'équation  que  Ton  obtient  ainsi,  outre 
les  difficultés  de  son  intégration,  ne  saurait  être  appliquée 
aux  gaz,  dans  lesquels  les  phénomènes  thermiques  jouent 
un  rôle  éminemment  prépondérant. 

Mais  dans  le  cas  de  fluides  incompressibles  et  homogènes, 
p  étant  constant,  l'équation  (9)  se  réduit  tout  de  suite  à  la 
forme  bien  connue  : 

c?*9       c?*9      d^(^ 

dx^'^ôy^'^d?''' 

qui  servira  à  trouver  9  ;  on  aura  ensuite  : 

p""         dt      2^- 

Les  conditions  d'existence  d'un  potentiel  de  vitesse  ne 
pouvaient  manquer  d'attirer  l'attention  des  géomètres. 
Lagrange  a  démontré,  en  s'appuyant  sur  l'équation  (7), 
que  si  à  une  époque  du  mouvement  il  existait  un  potentiel 
de  vitesse,  la  même  propriété  ne  cessait  pas  de  subsister 
pendant  tout  le  cours  du  mouvement. 
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on  a  alors  : 

du      ôv ^      âv      <^'^' _ /v      ^M?      du ^ 

ây       âx        '      âz       <^y  """    '      âx       dz  ' 

et  réquation  précédente  se  réduit  simplement  à  celle-ci  : 

âtâx  dtdy  ôtdz  p        2 

c'est  à  dire,  en  faisant  rentrer  dans  5  une  fonction  arbitraire 
du  temps  : 

ce  qui,  eu  égard  à  l'équation  (0),  nous  donne  : 

■ 

d'ailleurs  on  a  : 

v.  =  ,......,.  =  (S)V(^')'.(^)*. 

L'équation  de  continuité  nous  donne  aussi  : 

,Lh)    ,Lp\    o{M     , 

^  Ox  ôy  âz  ât 

m 

Par  l'intermédiaire  de  l'équation  (G),  l'équation  (8)  donne  p 

do      V* 

en  fonction  de  U 7/  "~  T  '  ^'^^^  ^  ^*^^   ^    l'aide    des 

dérivées  de  ç  et  d'une  fonction  connue  U.  En  transportant 
cette  valeur  de  p  dans  Téquation  (9),  celle-ci  sera  simple- 
ment une  équation  dilférentielle  en  o;  et  cette  fonction  se 
trouvera  ainsi  déterminée. 
Si,  par  exemple,  le  fluide  est  caractérisé  par  la  relation 

p  =  F(p)  =  J,P, 
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on  a: 


*j  y  =  *log/), 


et  réquation  (8)  devient,  par  rintroduction  immédiate  de  p  : 


*logp  =  (u-fj-lv) 


Du  reste,  Téquation  (9)  s'écrit  : 

d'9   ^   £^'9       <^'9       <i9  (?  log  p       <?9  <^  log  p       dç  ()  log  p 

1  ~^  X^ 


<^a?*       (^y'       dz*      dx     âx         ây     ây  âz     dz 

^     dt  ' 

et  la  substitution  de  la  valeur  précédemment  trouvée  pour 
log  p  n'offre  pas  de  diflicultés. 

Malheureusement,  l'équation  que  l'on  obtient  ainsi,  outre 
les  difficultés  de  son  intégration,  ne  saurait  être  appliquée 
aux  gaz,  dans  lesquels  les  phénomènes  thermiques  jouent 
un  rôle  éminemment  prépondérant. 

Mais  dans  le  cas  de  fluides  incompressibles  et  homogènes, 
p  étant  constant,  l'équation  (9)  se  réduit  tout  de  suite  à  la 
forme  bien  connue  : 

<?*9      c?*9      c?'9 ^ 

dx^'^lf'^d?''' 

qui  servira  à  trouver  9  ;  on  aura  ensuite  : 

p-^      dt      i^ ' 

Les  conditions  d'existence  d'un  potentiel  de  vitesse  ne 
pouvaient  manquer  d'attirer  l'attention  des  géomètres. 
Lagi'ange  a  démontré,  en  s'appuyant  sur  l'équation  (7), 
que  si  à  une  époque  du  mouvement  il  existait  un  potentiel 
de  vitesse,  la  même  propriété  ne  cessait  pas  de  subsister 
pendant  tout  le  cours  du  mouvement. 
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D'ailleurs,  si  Ton  a  pu  dans  quelques  cas  très  particuliers 
intégrer  complètement  les  équations  de  Thydrodynamique, 
le  problème  général  n'a  guère  avancé  depuis  Lagrange,  et 
nous  ne  nous  occuperons  plus  que  d'un  cas  particulièrement 
remarquable,  celui  du  régime  permanent. 

Du  régime  permanent. 

8.  Filets.  —  Le  régime  est  dit  permane)it  lorsque  les 
cinq  fonctions  i/,  v,  Wy  p,  p  ne  dépendent  pas  du  temps 
explicitement;  en  sorte  que  tout  point  du  fluide  qui  passe 
en  un  point  (x,  j/,  z)  de  l'espace  y  acquiert  une  vitesse  qui 
ne  dépend  aucunement,  ni  en  grandeur,  ni  en  direction,  de 
l'époque  de  son  passage. 

Par  tout  point  M  (a?,  j/,  z)  il  passe  donc  une  droite  MT 
dirigée  suivant  la  vitesse  que  doit  posséder  toute  molécule 
du  fluide,  si  elle  vient  passer  au  point  M. 

Si  l'on  se  déplace  en  M'  suivant  MT,  au  point  M'  répond 
une  seconde  droite  M'T'  sur  huiuelle  on  pourra  se  déplacer 
encore  infiniment  peu  en  M",  et  ainsi  de  suite. 

Le  point  M  se  trouve  alors  déplacé  sur  une  courbe  C, 
telle  que  la  tangente  en  chaque  point  M  de  cette  courbe  ait 
précisément  la  direction  de  la  vitesse  qui  correspond  au 
point  M.  On  voit  tout  de  suite  qu'un  point  du  fluide  qui 
passe  à  un  moment  quelconque  au  point  M  doit  continuer 
à  se  mouvoir  sur  cette  courbe  C,  puisque  la  direction  de  sa 
vitesse  est  constamment  tangente  à  celte  courbe.  D'ailleurs, 
puisque  par  le  point  M  il  passe  toujours  un  point  du  fluide, 
on  en  conclut  qu'à  un  instant  quelconque  la  courbe  G  se 
trouve  occupée  tout  entière  par  une  succession  de  points 
du  fluide  qui  la  parcourent  en  se  remplaçant  les  uns  les 
autres,  et  acquérant  chacun  une  même  vitesse  lors  de  leur 
passage  par  un  même  point  de  cette  courbe.  Cette  courbe  G 
représente  ce  que  l'on  appelle  un  filet  du  fluide. 
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Supposons  tt,  v,  IV  connus  en  fonction  de  x,  y,  z\  les 
équations  des  filets  s'obtiendront  en  exprimant  que  le 
déplacement  MM'  s'effectue  suivant  la  direction  qui  cor- 
respond au  point  M  ;  ce  qui  donne  : 

dx      dtf      di 

^^^mm       *^^^      ^m^m^       ^^^^      ,  • 

U  V  tt?  ' 

comme  on  devait  s'y  attendre  d'après  les  équations  (1),  qui 
déterminent  les  trajectoires  des  points  du  fluide. 

9.  Un  cas  intéressant,  c'est  celui  où  la  vitesse  dérive 
d'un  potentiel,  c'est  à  dire  où  w,  v,  w  sont  les  dérivées 
partielles  d'une  même  fonction  ç  de  a:,  j/,  z  : 

âo  09  âo 

dx  dy  âz 

Les  surfaces  ©  =  const.  sont  les  surfaces  de  niveau  rela- 
tives à  ce  potentiel  ;  et  les  équations  précédentes  font  voir 
ainsi  que  :  Lorsque  la  vitesse  dérive  d'un  potentiel,  les  filets 
sont  les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  de  niveau 
relatives  à  ce  potentiel, 

10.  Surfaces  de  nulle  résistance.  —  Dans  une  thèse 
intéressante  sur  le  mouvement  permanent  des  fluides, 
M.  de  Salvert  a  introduit  une  série  de  surfaces  remar- 
quables que  l'on  peut  définir  de  plusieurs  manières,  et 
auxquelles  il  a  donné  le  nom  de  surfaces  de  nulle  résis- 
tance. Ces  surfaces  sont  définies  par  la  condition  d'être  le 
lieu  d'une  série  de  filets,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d'être  telles  que  le  plan  tangent  en  chaque  point  contient 
la  direction  de  la  vitesse  qui  correspond  à  ce  point. 

Soit  6  (aj,  y  y  z)  =  0  l'équation  d'une  surface  de  nulle 
résistance,  la  dernière  condition  nous  donne  l'équation 
linéaire  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  doit  satisfaire  0, 
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cîir  si  le  plan  tangent  en  un  point  doit  contenir  la  vitesse 
qui  lui  est  relative,  il  faut  avoir  : 

<?0         d(i  dO      ^ 

(5)  ti  -7-  +  t?  -r-  4-  M?  —  =  0. 

^  ^  dx         dy  dz 

Eu  égard  aux  équations  (1),  l'équation  (5)  peut  s'écrire 

-r-  =  0,  et  la  recherche  des  surfaces  de  nulle  résistance 
ai 

revient  à  celle  des  éléments  qui,  variant  généralement  d'un 
point  à  l'autre,  restent  cependant  invariables  pendant  le 
mouvement,  c'est  à  dire  pour  un  déplacement  effectué 
suivant  un  filet.  Si  l'on  peut  déterminer  à  priori  deux  de 
ces  éléments  a  et  g,  indépendants  entre  eux,  tous  les  autres 
seront  des  simples  fonctions  de  ceux-là,  d'après  la  théorie 
ordinaire  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Mais  nous  renvoyons  à  la  thèse  de  M.  de 
Salvert  pour  ce  qui  concerne  ces  développements. 

11.  Intégrale  des  forces  vives.  —  Supposons  (ju'il  existe 
une  fonction  des  forces,  la  vitesse  dérivant  ou  non  d'un 
potentiel,  et  soit  : 

ôx  ôy  oz 

Partons  des  3  éciuations  de  l'hydrodynamique  : 

du d\}       1  ôp 

dt  dx  p  âx 
dv_dV_l^âp 
dt'^  dy  p  dy 
dw  â\]  1  dp 
dt       dz       p  dz* 

en  multipliant  par  dx,  dy^  dz  et  ajoutant,  il  vient  : 

_       dx       .      dy       ,       dz       .ir  •    *  j 
da  •  -t:  4-  a«^  •  -F7  +  dtr  •  -7-  =  au dp. 

dt  dt  dt  p    '^ 
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Mais  supposons  le  déplacement  dx^  dy,  dz  effectué  suivant 
un  filet,  les  équations  (1)  nous  donnent,  V  représentant  la 
vitesse  : 

1  .  ,^rm  .  «  t         d^^  1        ày  .        dz  . 

-  d  (V*)  =  u  du  +  V  dv  +  w  dw  =  -j-du  -h  -:r:  d^  -^  iz  dw, 

2  '  dt  dt  dt 

d*où  : 

p 

Il  ne  faut  pas  confondre  cette  équation  avec  celle  dont 
on  a  tiré  l'équation  (8).  Cette  dernière  suppose  qu'il  existe 
un  potentiel  de  vitesse,  et  s'étend  à  tout  déplacement.  Ici 
au  contraire,  nous  ne  nous  restreignons  pas  au  cas  d'un 
potentiel,  mais  nos  dilTérentielles  se  rapportent  à  un  dépla- 
cement effectué  suivant  un  filet. 

Supposons,   comme  plus  haut,  que  l'on  ait  p  =  F(p). 

Posons  alors  : 

dp 


I 


et  nous  aurons  : 


=  ?  (y^). 


I  d  (V)  =  dU  -  f  •  (;))  dp, 


d'où  l'intéffi'ale  des  lorces  vives  : 


'C 


V»  —  2U  4-  2?  (p)  =  A  =  const. 

Par  exemple,  si  le  lluide  est  mi  liquide  homogène,  p  est 
constant,  et  Ton  a  : 

Y«  — 2U  +  2?  =  A  =  const. 

P 

S'il  s'agit  d'un  gaz,  nous  avons  dit  que  l'on  prenait  p  =  ap, 

1 

et  alors  o(p)  =  -  log  p,  d'où  : 

V  —  2U  -t-  -  log  p  =  A  =  const. 
a 
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12.  Théorème  de  Bernoulli.  —  En  appliquant  cette  équa- 
tion aux  liquides  pesants,  on  a  le  théorème  de  Bernoulli. 

Prenons  X  =  0,  Y  =  0,  Z  =  —  gf  (l'axe  Oz  étant  supposé 
vertical);  on  a  pour  Téquation  des  forces  vives  : 

V*  +  2^:;  -t-  2  ?  =  A  =  consl. 

P 

Au  lieu  de  cette  équation  on  peut  prendre  la  suivanta  : 

r--f--4-  —  =A  =  const.y 
^9  99 

dont  l'interprétation  est  plus  facile. 

V"  p 

5-  est  la  hauteur  due  à  la  vitesse  V  ;  —  est  la  colonne  de 

2?  99 

liquide  qui  représente  la  pression  p  ;  enfin  z  est  la  distance 

du  point  considéré  à  un  plan  horizontal  fixe.  Si  donc,  à 

partir  du  point  M  considéré,  on  porte  sur  une  verticale  et 

vers  le  haut  une  longueur  MN  égale  à  la  somme   des 

Y*      p 
hauteurs  5-  et  —  »  et  que  l'on  répète  cette   opération   eii 

if  f   *f 

totis  les  points  d'un  même  filet,  l'extrémité  N  de  la  longueur 

ainsi  construite  reste  dans  un  plan  horizontal;  ce  plan  a 

reçu  le  nom  de  plan  de  charge,  relatif  à  ce  filet,  et  la 

V*       p 
somme  5 — h  —  s'appelle  la  charge.  En  hydrostatique  la 

if  ft    if 

charge  se  compose  du  terme  unique  —  »  ici  la  charge  se 

trouve  augmentée  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse,  en  sorte 
que  l'effet  du  mouvement  est  de  faire  remonter  le  plan  de 
charge. 

13.  Théorème  de  Torricelli.  —  Considérons  un  filet  C, 
et  deux  points  M^,  M  de  ce  filet  par  lesquels  nous  lui  mène- 
rons deux  plans  normaux  w^  et  w;  dans  le  plan  w,  décrivons 
une  cou  rbç  infiniment  petite  y©  entourant  le  point  M„  et 
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envisageons  les  filets  qui  partent  des  points  de  cette  courbe  ; 
leur  ensemble  constituera  une  sorte  de  tube  infiniment  petit 
qui  découpera  dans  le  plan  w  une  courbe  y  infiniment  petite 
entourant  le  point  M,  du  moins  je  le  suppose.  On  voit  que 
la  paroi  de  ce  tube  constituera  une  de  ces  surfaces  de  nulle 
résistance  étudiées  par  M.  de  Salvert.  Soient  cx^  et  j  les  aires 
des  deux  courbes  v^  et  y  ;  V^  et  V  les  vitesses  aux  points  M, 
et  M.  La  quantité  de  fluide  qui  pénètre  dans  le  tube  par 
Taire  (?,  devant  être  égale  à  celle  qui  sort  par  l'aire  ex,  il  faut 
avoir  : 

Or,  supposons  qu'il  s'agisse  de  fluides  pesants,  on  aura 
d'après  le  théorème  de  BernouUi  : 

VJ  +  igz,  -h  i^'  =  \^  +  igz  +  2^^ 

9  .    9 

OÙ  z^  et  r,  p^  et  p  sont  les  cotes  et  les  pressions  qui  se 
rapportent  aux  points  Mo  et  M.  Donc  : 

V;  ^v«  =  2^^:i^^H-  ig{z  -  rj. 

Mais  z  —  z^  c'est  la  difi*érence  de  niveau  Ç  des  points  M^ 
et  M;  si  alors  on  peut  faire  en  sorte  que  p  =  p^,  il  vient  : 

ou: 


Vî(i-^])=2(7î:. 


Ces  conditions  sont  réalisées  par  un  récipient  maintenu 
à  un  niveau  constant,  et  percé  vers  le  bas  d'une  ouverture 
extrêmement  petite  par  rapport  à  la  section  de  la  surface 
libre  :  les  deux  sections,  celles  de  la  surface  libre  et  de 
l'ouverture,  sont  toutes  deux  en  contact  avec  l'atmosphère, 
ce  qui  permet  de  faire  p  =p^.  Mais  de  plus,  eu  égard  à 
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Texiguité  de  l'ouverture  par  où  s'effectue  récoulement,  le 
tei'ine  -}  peut  être  négligé,  et  il  reste  pour  la  vitesse  de 
récoulement  : 

ce  qui  est  le  principe  ti*ouvé  expérimentalement  par  Tor- 
ricelli. 


FIN. 


NOTES 


DE  M.^  D^HBOXJX 


NOTE  XIV 

SUR  UN  PROBLËME  RELATIF  A  LA  THÉORIE 
DES  FORCES  CENTRALES. 

Dans  un  article  élég^ant  inséré  aux  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences,  t.  LXXXVII,  p.  849,  M.  Bertrand  s'est  proposé  de  rechercher, 
parmi  toutes  les  lois  d'attraction  émanant  d'un  centre  fixe,  celles  pour 
lesquelles  la  trajectoire  d'un  point  libre  sera  toujours  fermée.  La 
solution  de  cette  question  se  ramène  à  un  intéressant  problème 
d'analyse  qui  a  été  complètement  étudié  par  M.  Bertrand.  Nous  nous 
proposons  d^exposer  ici,  avec  quelques  modifications  dans  le  calcul, 
la  méthode  suivie  par  cet  illustre  géomètre. 

Soient  r  et  8  les  coordonnées  polaires  du  point  attiré,  R  =  f{r)  la 
force;  l'équation  de  la  trajectoire  sera,  comme  on  sait  : 

-(;) 

(l)  rfft=±  ^^ 


v/-r:-7> 


-h2  iRdr  -h  h 


e  désignant  la  constante  des  aires  et  h  la  constante  des  forces  vives. 
Si  donc  on  pose  : 

(2)  1  =  .♦,      2Jr  dr  =  ç (z), 

et  si  Ton  désigne  par  A  et  B  deux  constantes  nouvelles  dont  les 


462  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

valeurs  soient 


réquatioQ  de  la  trajectoire  prendra  la  forme  : 

de 


(3)  rfO  = 


l^— ^*  +  A  ^{z)  -h  B 


Quelle  que  soit  la  loi  de  la  force,  on  sait  que  la  trajectoire  joait  de 
la  propriété  de  se  composer  de  parties  égales  disposées  reg'ulièrement 
autour  du  centre  attractif.  Soient  0  ce  centre  et  M  un  point  do  la 
trajectoire  correspondant,  par  exemple,  à  une  valeur  minimum  du 
rayon  vecteur  OM.  Quand  le  mobile  s'éloignera  du  point  M,  le  rajon 
vecteur  croîtra.  Supposons  que  ce  rayon  vecteur  prenne  sa  valeur 
maximum  quand  le  mobile  sera  arrivé  au  point  N  de  la  trajectoire. 
Les  deux  rayons  vecteurs  OM,  ON  seront  des  axes  de  symétrie  de  la 
trajectoire.  Par  conséquent,  on  engendrera  le  reste  de  cette  courbe 
en  prenant  la  symétrique  MM'  de  la  partie  déjà  connue  MN  par 
rapport  au  rayon  ON;  puis  en  faisant  tourner  Tensemble  MNM'  des 
deux  arcs  ainsi  obtenus,  de  Tangle  MO  M'  autour  du  point  O,  autant 
de  foiâ  que  cela  sera  nécessaire.  Il  suit  évidemment  de  là  que  la  valeur 
du  rayon  vecteur  redevient  constamment  la  même,  toutes  les  fois  que 
ce  rayon  vecteur  passe  par  un  maximum  (ou  par  un  minimum),  et 
que  la  condition  nécessaire  pour  que  la  trajectoire  soit  fermée  est  que 
Tangle  compris  entre  un  rayon  vecteur  maximum  et  le  rayon  vecteur 
minimum  qui  le  suit  soit  dans  un  rapport  commensurable  avec  r. 

lieportons-nous  à  Téquation  (2)  ;  les  maxima  et  les  minima  de  r  ou, 
ce  qui  est  la  mcme  cliose,  de  c  sont  donnés  par  l'équation  : 

—  ij»  -h  A  9  (j)  -h  B  =  0. 

Si  donc  a  et  P  désignent  les  valeurs  maxima  et  minima  de  z^  on 
devra  avoir  les  deux  équations  : 

—  a*  +  A  9  (a)  ^-  B  =  0, 

—  ^»  +  A  9  (g)  +  B  =  0, 

qui  permettent  de  déterminer  A  et  B  en  fonction  de  a  et  de  ^. 
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I 

Portons  les  valeurs  do  A  et  de  B  ainsi  obtenues  dans  Téquation  (3), 
nous  aurons  : 


(4) 


dO  = 


_  dt  |/y  (g)  —  y  (a) 
|/1 


À  désignant,  pour  abréger,  le  déterminant  : 


(5) 


A  = 


a»       ç (a)       1 
&*       9  (3)       1 


et  Tangle  6  compris  entre  le  rayon  maximum  et  le  rayon  minimum 
qui  le  suit  sera  évidemment 


(«) 


e 


_    p  |/ç(^)__çu)      it 


=X 


v\ 


6  ne  dépend  que  de  la  forme  de  la  fonction  ç  et  des  constantes  a  et  3* 
La  condition  du  problème  est  que  Ton  ait: 


(1) 


0  =  jjlt:, 


pi  étant  un  nombre  commeusurable,  et  cela  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  et  de  %. 

Il  ne  peut  en  être  ainsi  que  si  Tanglo  6  demeure  constant  lorsque  a 
et  ^  varient;  car  si  cet  angle  était  variable,  son  rapport  à  :;  passerait 
évidemment  par  une  infinité  de  valeurs  incommensurables.  Nous 
sommes  ainsi  ramenés  au  problème  d'analyse  suivant  : 

Déterminer,  sHl  est  possible,  la  fonction  ç  de  telle  manière  çue  Von  ait, 
pour  toutes  les  valeurs  de  t.  et  de  '^: 


(8) 


e 


=î. 


_    pl^y(g)~9(a)      dz  _ 


Vi 


=  [xz; 


(A  désignant  un  nombre  commensurab!e  constant. 
Pour  résoudre  ce  problème,  posons  : 


a  =  a  —  hf 


^  =  a  4-  *, 


z  =  a  -h  ht^ 
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et  supposons  h  assez  petit  pour  que  Ton  puisse  développer  la  fonction  9 
suivant  les  puissances  de  h.  On  aura  : 

ç,  9',  9',  ...  désignant,  pour  abréger,  ç  (a),  ç'  (a),  9'  (a),  ... 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Tintégrale  (8)  et  dans  la  Yaleur 
de  A,  on  trouvera  : 

et  par  conséquent  : 


m=f_\ 


y  9'  +  '^  +  -    àt 


6 


Kl-r'j/?'-«'/-ÇA/+J^|V-«r(H-<')j+... 


Pour  A  =  0,  cette  expression  se  réduit  à  la  suivante  : 


(10) 


®»-V  7^'X.  j7f=i - '^ Vç-rf^' 


Pour  qu'elle  soit  constante,  il  faut  donc  que  le  rapport 

ï~ 

9 

soit  indépendant  de  a,  ce  qui  donne  : 

9  (j)  =  Cj"»  +  G,. 
C,  m  et  Cj  étant  trois  constantes  arbitraires;  9  désignant  la  fonctioa 
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des  forces  on  peut  mémo  supprimer  C^  et  écrire  : 

(11)  (f{z)  =  Cc'\ 

L'expression  approchée  de  6  devient  alors  : 


(12)  e.  = 


<w 


|/2- 


m 


et  Ton  voit  que  Texposant  m  devra  être  choisi  de  telle  manière  que 
2  —  m  soit  le  carré  dMn  nombre  commensurable  -  . 

Avant  de  poursuivre  la  solution  du  problème  proposé,  nous  allons 
présenter  quelques  remarques  sur  le  résultat  précédent  qui  est  dû  à 
Newton  {Principes,  livre  I,  proposition  XLV).  Newton  considère  un 
corps  soumis  à  Taction  d'une  force  centrale,  décrivant  une  orbite  peu 
différente  d'un  cercle,  et  il  détermine  Tangle  que  nous  avons  désigné 
par  6^.  Cette  détermination  avait  pour  le  but  qu'il  se  proposait  la 
plus  haute  importance;  car  si  Ton  admet  que  la  loi  de  la  force  soit 
celle  de  la  nature,  la  valeur  de  0^  donnée  par  la  formule  (10)  ou  la 
formule  (12)  sera  ::;  les  aphélies  seront  sensiblement  immobiles  et 
à  180^  des  périhélies  ;  mais,  pour  peu  que  la  loi  de  la  force  eût  différé 
de  celle  que  nous  devons  à  Newton,  les  périhélies  auraient  eu  un 
mouvement  direct  ou  rétrograde  dont  l'effet  serait  devenu  nécessai- 
rement sensible  après  un  nombre  suffisant  de  révolutions.  Newton 
obtient  des  résultats  équivalents  aux  formules  (10)  et  (12)  par  une 
méthode  qui  contient  le  premier  germe  de  la  théorie  des  mouvements 
relatifs. 

Revenons  au  problème  que  nous  avons  en  vue  et  qui  n'est  pas 
encore  complètement  résolu.  Si  nous  portons  dans  la  formule  (9) 
l'expression  de  9  et  si  nous  posons,  pour  abréger. 


a 


nous  trouverons  : 


-xr      *^"'   ° 


(m-l)  {m -2)   . 
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Cette  expression  dépend  en  général  de  k,  et  par  conséquent  tontes 
les  valeurs  de  m,  qui  conviennent  quand  Torbite  est  très  peu  diffé- 
rente d'un  cercle,  cessent  d'être  acceptables  lorsqu'on  suppose  qu^il 
existe  une  différence  finie  entre  le  maximum  et  le  minimum  du 
rayon  vecteur.  Mais  si  Ton  développe  suivant  les  puissances  de  A^  en 
employant  les  formules  suivantes  : 

on  trouvera  : 

Pour  que  cette  valeur  soit  indépendante  de  k}^  il  faut  évidemment 
que  Ton  ait  : 

{m  —  1)  (w  4-  2)  =  0. 
L'hypothèse  i»  =  1  donne  pour  la  fonction  des  forces  : 


r  C 


C'est  la  loi  de  Newton,  pour  laquelle  on  a  : 
L'hypothèse  «t  =  —  2  donne  : 


/ 


Udr  =  -  =  Or\      e  =  |- 


L'attraction  est  alors  proportionnelle  à  la  distance.  On  sait  d'ailleurs 
que  ces  deux  lois  donnent  des  solutions  de  la  question  proposée. 

Ainsi  se  trouve  établi  le  théorème  de  M.  Bertrand  : 

Si  Von  considère  U  mouvement  d'ui  mobile  attiré  par  un  centre  flxe  dont 
l'action  est  une/onction  de  la  distance^  la  loi  de  Newton  et  celle po^nr  laqneUe 
V attraction  est  proportionnelle  à  la  distance  sont  les  seules  pour  UsquelUs 
la  trajectoire  du  mobile  soit  constamment  fermée. 


NOTE  XV 


.  SUR  UNE  QUESTION  RELATIVE  AU  MOUVEMENT  D'UN  POINT 

SUR  UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION. 

Après  avoir  considéré  dans  la  Note  précédente  le  mouvement  d'un 
point  libre  soumis  à  Taction  d'un  centre  fixe,  nous  allons  étudier  ici 
une  question  analogue,  relative  au  mouvement  d'un  point  sur  une 
surface  de  révolution.  Nçflis  admettrons  que  le  point  est  soumis  à  la 
seule  action  de  forces  émanant  des  différents  points  de  Taxe  ou  bien 
de  forces  parallèles  à  Taxe  et  fonctions  de  la  distance  du  point  sur 
lequel  elles  agissent  à  un  plan  fixe  parallèle  à  Taxe.  Ces  hypothèses 
se  résument  en  une  seule  :  il  y  a  une  fonction  des  forces  qui  conserve 
la  même  valeur  en  tous  les  points  d*un  parallèle  de  la  surface.  Nous 
allons  rechercher  s'il  est  possible  de  déterminer  la  nature  de  la 
fonction  et  la  forme  de  la  surface  de  telle  manière  que  les  trajectoires 
du  mobile  soient  des  courbes  constamment  fermées. 

I 

Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  de  la  surface.  Désignons  par  r  la 
distance  d'un  point  quelconque  à  cet  axe,  et  soit 

^  =  9  (r) 

réquation  de  la  surface.  La  fonction  des  forces  est,  par  hypothèse, 
une  fonction  de  r  que  je  désignerai  par 

'        .  f{r). 

Si  (I)  est  l'angle  que  fait  le  plan  méridien  contei»ant  le  mobile  avec 
uu   méridien  fixe  pris  pour  origine,  l'équation  dilFérentielle  de  la 
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trajectoire  sera,  comme  on  sait, 


(1) 


(1  +  ç")  ^,  =  CV  f{r)  +  *r*  —  r»; 


C  et  h  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  la  courbe  est  fermée,  les  valeurs  de  r  seront  comprises  entre  deux 
limites  a  p,  et  la  trajectoire  sera  comprise  tout  entière  entre  les  deux 

dr 

parallèles  de  rayon  a  et  0.  Pour  ces  deux  parallèles  extrêmes,  3—  doit 

s^annuler,  r  étant  maximum  ou  minimum.  On  a  donc  : 

c«  f(o^)  +  k-L  =  0, 

a 

C»  /'(P)  +  *  -  i  =  0. 

Ces  équations  permettent  d'exprimer  h  et  0'  en  fonction  de  a  et  de  ^. 
Si  Ton  pose  : 

(2)  A=       /-(a)       1       4 

CL 

m    1   f. 

réquation  de  la  trajectoire  devient  : 


^         *   S-'rfo)*       /(S) -/-(al 


et  l'on  a  par  conséquent  : 


(d 


=/ 


En  employant  le  mode  de  raisonnement  de  la  Note  précédente,  on 
reconnaît  quMl  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  que  la  courbe  soit 
fermée,  que  Ton  ait  : 


(3) 
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[k  étant  un  nombre  commensurable  constant.  Ainsi  il  y  a  à  déterminer 
les  deux  fonctions  arbitraires  f{r),  ^(r)  de  manière  à  satisfaire  à 
régalite  précédente.  Dans  le  problème  traité  par  M.  Bertrand,  il  y 
avait  au  contraire  une  seule  fonction  inconnue. 

Je  conmiencerai  par  réserver  le  cas  où  Ton  suppose  la  fonction  f(r) 
constante,  ce  qui  revient  à  chercher  les  surfaces  de  révolution  pour 
lesquelles  les  lignées  géodésiques  sont  fermées.  Alors  on  pourra  effec- 
tuer le  changement  de  notations  suivant. 

Posons  : 

L'équation  (3)  se  transformera  dans  la  suivante  : 


(5) 


û 


_  r-"»     |/F  (x)  Vx,  —  a?o  dx     _ 


/la?       1      xs{x 
y     I   a?,      1      CT  (a?, 


=  |Ar, 


Supposons  x^  et  x^  peu  différents  et  posons  : 

x^:=za  —  e,      a?,  =  a  -I-  e, 
X  •=za  +  tu. 

On  tfura,  en  développant  suivant  les  puissances  de  s  : 


A  = 


X 
X. 


1 
1 
1 


X5{x) 

u(a?,) 


=  6«  (1  —  tt»)  j  cj' 4- j  ew 


12       ^ 


tt')  -i- ...  1; 


cj',  0*^,  u'^  désignant  les  valeurs  de  ces  fonctions  pour  x:=a.  On 
déduit  de  Téquation  précédente  : 


(«)   n3  = 


J/A       Ka'  (l  —  »')  e 


— el*  — 

6n' 


e*  a" 


24^^^^«*> 


e 

24 


4  b)  •   -^  - 


l 
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en  négligeant  seulement  dans  la  parenthèse  les  termes  en  e*.  On  a 
do  même  : 

Ces  rormules  permettent  de  développer  Q  suivant  les  puissances  de  e. 
On  obtient  d'abord  sans  aucune  difficulté  le  premier  terme  de  Q. 

./2FÛ)    p'       dH       _     i/fFj^ 
Cette  valeur  de  û  devant  être  égale  à  [xr,  on  aura  : 


V 


2  F  (a) 


o'(a) 
eu,  en  remplaçant  a  par  x  : 

(8)  F  (^)  =  ^  o'  (x). 

Tout  se  réduit  donc  à  la  détermination  de  la  seule  fonction  C7(^). 
Pour  Tobtenir  nous  allons  compléter  le  développement  de  Û.  On  aura, 
en  tenant  compte  des  formules  (6),  (7)  et  (8)  : 

V-^  '        du       (  _         o'"  n'"»    ,  , 


6ct' 

,6    • 

• 

+ 

£»tT" 

5»»  — 

24 

l 

-4- 

•  •  • 

En  effectuant  les  quadratures,  on  trouve  : 


les  termes  négligés  contenant  tous  £^  en  facteur.  Û  devant  être  égal 
à  {/.x,  il  faut  que  le  coefficient  de  toutes  les  puissances  de  s,  et  en 
particulier  celui  de  t*,  soient  nuls,  ce  qui  donne  Téquation  ; 

(9)  3.ycj'^'-4CT"'«=:0, 

qui  fera  connaître  la  fonction  nï(j?). 
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Cette  équation  différentielle  admet  deux  solutions  d^espécé  différ 
rente.  La  première  s^obtient  en  supposant  ts'(w)  constante.  On  a  ainsi  : 

(10)  vs{ai)  =  Aoî*  +  Ba?  4-  C; 

A)  B,  C  désignant  trois  constantes. 

Toutes  les  autres  solutions  sont  comprises  dans  la  formule  : 

(11)  xs  (d?)  = 4-  Bo?  4-  C, 

oii  Ay  By  C,  K  désignent  quatre  constantes. 

Il  est  aisé  de  voir  d^ailleurs  que  ces  formes  différentes  de  la  fonc- 
tion zs(x)  sont  toutes  acceptables.  Car  si  Ton  remplace  dans  l'équa- 
tion (5)  F  (a?)  par  sa  valeur  : 

(12)  V(p)  =  ^r5  (x), 

et  si  Ton  adopte  l'une  quelconque  des  valeurs  de  t3{x)  données  par 
les  formules  (10)  ou  (11),  on  trouve  pour  toutes  les  valeurs  de  x^^  x^  : 

Q  =  [A  77. 

n  nous  reste  à  discuter  les  solutions  du  problème  que  nous  venons 
d'obtenir,  à  reconnaître  la  nature  des  surfaces  qui  leur  correspondent 
ainsi  que  celle  des  forces  qui  agissent  dans  chaque  cas  sur  le  mobile. 
Bappelons  d'abord  les  notations  adoptées. 

Nous  avons  posé  : 

(13)  fir)  =  x; 

X  est  donc  la  fonction  des  forces  et  l'on  pourra  sans  inconvénient  lui 
ajouter  ou  lui  retrancher  une  constante. 
Nous  avons  d'ailleurs  : 

(14)  i  =  a  (x), 

T 

et  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  x^  nous  aurons  la  fonction 
des  forces  exprimée  au  moyen  de  r.  Enfin,  d'après  la  définition  de  F(â?), 
nous  pouvons  écrire  : 

LjLL.  —  F  (^)  —  !L  çj»  (j,) 
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QU  encore  : 

(15)  14-0     -— ^,.(^)         > 

^    ^  4  CT«  (4?) 

L*équation  (16)  fera  connaître,  par  une  quadrature,  la  coordonnée  s 
en  fonction  de  x. 

L'élément  linéaire  de  la  surface  de  révolution  qui  est  en  général 
donné  par  la  formule 

(f*»  z=  (1  -f-  o")  rfr'  +  r'  rfto* 

aura  ici  pour  expression  : 

(17)  ^,» = ^;  !zif?>  rf...  +  i^ . 

^      ^  2    CJ*  (i?)  CT  (^) 

Nous  avons  établi  cette  dernière  formule  pour  en  déduire  une  consé- 
quence intéressante. 

Les  deux  valeurs  de  xs{x)  que  nous  avons  trouvées,  jouissent  de  la 
propriété  de  pouvoir  être  multipliées  par  une  constante  quelconque 
sans  cesser  de  convenir  au  problème.  Après  avoir  trouvé  une  solution 
correspondante  à  des  valeurs  données  de  {jl  et  de  xs[x)^  considérons 
celle  qui  correspond  aux  valeurs  <x\h  et  a' ci  (a;),  a  désignant  une 
constante  qui  sera  nécessairement  commensurable.  L^élément  linéaire 
de  la  surface  correspondante  à  cette  nouvelle  solution  sera  donné, 
d'après  la  formule  (17),  par  la  formulé 

(18)  ,,^  =  %%^  dx^  ^  4^. 
^    ^  2  tj'  (a?)  a»  CT  ix) 

et  on  aura  : 

-,  =  a*cy  {x). 

T 

Si  donc  on  fait  correspondre  à  un  point  (r,  od)  de  la  première  surface 
le  point  (r,,  cOi)  de  la  seconde,  défini  par  les  équations  : 

T 

(19)  r,  =  ->      oDj  =  ao), 

oc 

les  arcs  de  deux  courbes  correspondantes  quelconques  tracées  sur  X^^ 
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deux  surfaces  seront  égaux;  en  d'autres  termes  les  deux  surfaces 
seront  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Ce  résultat  pouvait  se  prévoir  à  priori;  car  on  sait  par  les  formules 
de  Lagrange  que  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sur  une 
surface  quelconque  demeurent  les  mêmes  quand  on  déforme  la  surface 
en  conservant  à  la  fonction  des  forces  la  même  expression  en  fonction 
des  coordonnées  curvilignes  du  point  de  la  surface.  Or  étant  donnée 
une  surface  de  révolution,  on  peut  toujours  trouver  une  autre  surface 
de  révolution  qui  sera  applicable  sur  cette  surface,  les  coordonnées  r 
et  (0  de  deux  points  correspondants  sur  les  deux  surfaces  étant  liées 
par  les  formules  (19).  Si  Q  et  0,  désignent  les  valeurs  de  Tangle  Q 
que  nous  avons  calculé,  relatives  à  ces  deux  surfaces,  on  aura  : 

Û,  =  aÛ. 

Si  donc  la  première  surface  donne  une  solution  de  notre  problème, 
il  en  sera  de  même  de  la  seconde  pourvu  que  cl  soit  commensurable. 

Il  suit  de  cette  remarque  que  si,  comme  il  est  naturel,  on  considère 
comme  ne  fournissant  qu'une  seule  solution  toutes  les  surfaces  qui 
sont  applicables  les  unes  sur  les  autres,  on  pourra,  dans  chaque  cas 
particulier,  donner  à  |jt.  telle  valeur  que  Ton  voudra. 


II 

Appliquons  d'abord  nos  formules  à  la  première  solution,  celle  pour 
laquelle  on  a  : 

xs  (x)  =  Aa?*  -H  Ba?  -H  C, 

et  par  conséquent  : 

F(a?)  =  |A*A. 

Comme  F{x)  ne  peut  être  nulle,  A  sera  nécessairement  différent  de  zéro. 
En  utilisant  la  remarque  déjà  faite  d'après  laquelle  on  peut  ajouter 
à  X  une  constante  quelconque,  nous  pourrons  faire  disparaître  le  terme 
en  x;  et  en  changeant  les  notations,  nous  écrirons  : 


cj(i;)  = 


a-'  +  C        1 


?' 
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ce  qui  donne  : 

(20)  a?»  =  -,  -  C. 

De  réquation  (15)  on  tire  : 

1  +  ,-=     ^^' 


A  — Or» 

Commençons  par  supposer  [jl  =  1,  nous  aurons  : 


•  •  ' 


ou^  en  intégrant, 


c'est  a  dire 


?'=Vrirc?' 


9'  +  '''=c' 


a»  +  r*=- 


A 

c 

La  surface  est  donc  une  sphère. 

Quant  à  la  force,  on  peut  en  donner  différentes  expressions  (*).  Voici 
la  plus  élégante.  En  vertu  de  Téquation  de  la  surface,  la  fonction  des 
forces  peut  s'écrire  : 

a;  =  |/c  -, 

r 

et  en  differentiant  cette  expression,  on  obtiendra  les  deux  composantes 
de  la  force  :  Tune,  R,  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  du 


(1)  Oa  sait  en  effet  que,  ddos  le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface,  la  loi  du  mou- 
vement ne  dépend  que  do  la  composante  tangcntielle  de  la  forc^,  la  composante  nornaale 
n'intervenant  que  dans  le  calcul  de  la  pression  du  point  sur  la  surface.  Dans  le  problème 
qui  nous  occupe,  on  pourra  donc  supposer  û  la  force  telle  direction  que  l'on  voudra. 
pourvu  qu'elle  soit  normale  au  rayon  du  parallèle.  Si  par  exemple  la  fonction  des  forces 
est  exprimée  au  moyen  du  rayon  vecteur  pur  la  formule  f{r),  la  dérivée  r  (f)  donnera 
la  fçrandour  de  la  force  supposée  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  du  parallèle 
Mais  on  i)eut,  au  moyen  de  l'équation  de  la  surface,  exprimer  la  fonction  dos  forces  au 
moyeu  de  t  par  la  formule  \{z);  et  alors  la  dérivée  \'[t)  définira  la  force,  qui  sera 
supposée  dans  ce  cas  parallèle  à  l'axe  de  la  surface.  Si  1  on  exprime  de  même  la  fonction 

des  forces  au  moyen  do  -  par  la  formule  0  (").  los  deux  composantes 

î>«  Dr 

définiront  une  force  toujours  normale  au  parallèle,  mais  dirigée  cçttç  fois  dans  le  plaq 
tangent  a  la  surface. 
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parallèle,  Tautre,  Z,  parallèle  à  Taxe  des  z.  On  trouve  ainsi  : 

Ces  expressions  nous  montrent:  1^  que  la  force  est  tangente  au 
méridien;  2°  qu'elle  est  en  raison  inverse  du  carré  de  r,  c'est  à  dire 
du  carré  du  sinus  de  Tare  de  cercle  compris  entre  le  point  attiré  et  le 
pôle.  L'analogie  avec  la  loi  de  Newton  est  évidente. 

On  sait  en  effet  qu'avec  cette  nature  de  forces  la  trajectoire  sera  une 
conique  sphérique  dont  le  pôle  sera  un  des  foyers  (*). 

On  peut  ramener,  nous  l'avons  vu,  au  cas  précédent  tous  ceux  pour 
lesquels  ;/.  ne  sera  pas  égal  à  l'unité  ;  car  ils  donneront  des  surfaces 
applicables  sur  la  sphère.  Mais  il  nous  reste  à  traiter  le  cas  ou  C  =  0> 
qui  est  exclu  par  l'analyse  précédente. 

On  a  alors  : 

iPz=  -,        1  -f-  a'*  =  u}, 

r  ' 

Supposons  d'abord  [jl  =  1,  on  aura  : 

ç'  =  0,      z=:  const. 

C^est  le  cas  où  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan  et  ou  la  force,  dirigée 
vers  un  point  fixe,  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à  ce 
point  fixe. 

Si  [1.  était  quelconque,  on  aurait  : 


^  z=  K|i.»  —  1  r. 

Cette  équation  convient  à  un  cône  de  révolution  qui  est,  comme  il 
fallait  s'y  attendre,  applicable  sur  le  plan;  la  fofce  est  une  attraction 
dirigée  vers  le  sommet  du  cône  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance. 

III 

Examinons  maintenant  la  seconde  hypothèse,  celle  pour  laquelle  on  a 

Ts  Ix)  ±z -{-  Bx  +  C, 

X  —  K 


(')  Paul  Serret,  —  Théorie  géométrique  et  m^canfpie  des  h'çnes  à  double  cottr bure,  p.  CO4 
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expression  qu'on  peut  toujours  ramener  à  la  forme 

CT  (a?)  =  -  +  Ba?  4-  C, 

en  changeant  a;  en  ^  +  K.  On  aura  ici  : 

(21)  ^  =  :^  +  Baî  +  C, 

r         X 

et 

A  (A  -h  Bx*  4-  Gx)  —  (A  —  Bx*y 


<-)  (1)"=^-^ 


4a?  (A  H-  Ba?'  -+■  Cxy 


Il  faudra  effectuer  la  quadrature  qui  donne  z^  et  Ton  aura  ainsi  les 
expressions  de  ^  et  de  r  en  fonction  de  x.  Pour  obtenir  la  fonction  des 
forces,  on  exprimera  x  en  fonction  de  r  en  résolvant  Téquation  (21). 
Les  résultats  sont,  on  le  voit,  assez  compliqués. 

Traitons  d'abord  le  cas  où  Ton  a 

B  =  0, 

et  prenons  2[jt.=:  1.  Nous  pouvons,  d'après  la  remarque  faîte  plus 

haut,  nous  borner  à  considérer  cette  valeur  particulière  de  (ji.  On  a 

alors  : 

1  ,  * 


A 

et  par  conséquent  : 


_      /         p~  A  -H  Ca? 


.'  +  r«  =  i 


Ainsi  la  surface  correspondante  à  ces  hypothèses  est  encore  une 
sphère.  La  fonction  des  forces  peut  s'exprimer,  en  fonction  de  r  et 
de  ^,  par  la  formule  homogène  : 

A  r* 
G  z^ 

Sous  cette  forme  elle  donne  naissance  aux  deux  composantes  : 

2A  r        „  2Ar« 
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La  résultante  de  ces  deax  forces  est  encore  dirigée  suivant  la 
tangente  au  méridien  ;  sa  grandeur  est  donnée  par  la  formule  : 

2A     r       2A  sinO 


l/R'  +  Z«  = 


c  Vg  ^*      ^  ^°®*  ^  ' 


0  désignant  la  distance  du  mobile  au  pôle. 

Dans  cette  loi  de  la  force,  on  obtient  en  effet  comme  trajectoire  une 
conique  sphérique  ayant  le  pôle  pour  centre  {}), 

Si  B  et  C  sont  nuls  en  même  temps  et  si  Ton  prend  encore  2[ji.  =  l, 
on  trouvera  : 

eî«  =  0,       z  =.  const. 

La  surface  se  réduit  à  un  plan  et  la  fonction  des  forces  est  alors 

X  =  Ar', 

c^est  le  cas  où  il  j  a  une  attraction  proportionnelle  à  la  distance. 

Si  |ji  était  quelconque,  on  obtiendrait  un  cône  de  révolution  ;  la  force 
serait  une  attraction  émanant  du  sommet  et  proportionnelle  à  la 
distance. 

Je  laisserai  de  côté  la  discussion,  nécessairement  plus  compliquée, 
du  cas  où  A,  B,  C  sont  quelconques. 


IV 


Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  pris  d*abord  le  rayon  r  du  parallèle 
comme  une  variable  indépendante.  Mais  il  n^arrive  pas  toujours  que, 
sur  une  surface  de  révolution,  cette  variable  puisse  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles.  Par  exemple,  dans  la  sphère,  le  rayon  du  parallèle 
doit  être  inférieur  à  celui  de  la  sphère;  par  conséquent,  si  la  trajectoire 
du  mobile  est  située  dans  les  deux  hémisphères,  le  rayon  r  du  parallèle 
pourra  croître  d*une  limite  inférieure  a  à  R,  R  désignant  le  rayon  de 


(I;  Voir  Paul  Sbrbet,  ouvrage  ci  lé,  p.  SOS. 


478  COURS  DE  MÉGANIQUE. 

la  sphère,  puis  décroître  de  R  à  une  autre  limite.  Or  les  intégrations 
que  nous  avons  faites  pour  obtenir  Q  supposent  que  r  soit  réellement 
indépendante  et  ne  s'appliquent  pas  à  cette  hypothèse.  La  méthode 
que  nous  avons  suivie  est  donc  sujette  à  une  objection  qu^il  est  d^ailleura 
facile  de  lever,  au  moins  dans  un  cas  très  étendu. 

En  effet  si  la  trajectoire  est  toujours  fermée,  comme  nous  le  suppo- 
sons, on  pourra  déterminer  les  constantes  C  et  A  qui  figurent  dans 

,  dr 

l'équation  (1)  de  telle  manière  que  —  s'annule  pour  deux  valeurs  a 

et  0  aussi  rapprochées  qu'on  le  voudra,  pourvu  toutefois  que  la  fonction 
des  forces  satisfasse  à  une  condition  qui  est  évidente  à  priori.  On  aura 
en  effet,  d'après  les  formules  données  a  l'article  I  : 


C'  = 


1  —1 


Pour  que  la  valeur  de  C  soit  positive,  il  est  nécessaire  que  la 
fonction  f(f)  décroisse  quand  r  croît.  C'est  à  dire  que  la  force  puisse 
se  représenter  par  une  attraction  dirigée  vers  l'axe.  Ainsi  : 

Toutes  les  fois  que  la  force  à  laquelle  le  mobile  est  soumis  pourra 
être  considérée,  dans  une  région  de  la  surface,  comme  une  attraction 
dirigée  vers  l'axe  de  la  surface,  on  pourra  faire  en  sorte  que  la  trajec- 
toire du  mobile  soit  placée  entre  deux  parallèles  aussi  rapprochés 
qu'on  le  voudra;  et  l'on  pourra  par  conséquent  choisir  ces  parallèles 
de  telle  manière  qu'ils  ne  comprennent  pas  dans  leur  intervalle  un 
parallèle  de  rayon  maximum  ou  de  rayon  minimum. 

Alors  notre  méthode  deviendra  applicable  et  elle  nous  fera  connaître 
la  loi  de  la  force  et  la  forme  de  la  surface.  Il  y  aura  lieu  cependant, 
dans  chaque  cas  particulier,  de  faire  une  discussion  relative  aux 
trajectoires  qui  traverseraient  un  parallèle  de  rayon  maximum  ou 
minimum,  ou  qui  rencontreraient  les  cercles-limites  de  la  surface. 
Nous  allons  voir  précisément  que  cet  examen  des  parallèles  de  rayon 
maximum  ou  minimum  joue  un  rôle  prépondérant  dans  la  discussion 
du  cas  particulier  de  notre  problème  que  nous  avons  réservé,  celui  oii 
l'on  cherche  les  surfaces*  de  révolution  dont  toutes  les  lignes  géodé- 
siques  sont  fermées.  Nous  allons  maintenant  étudier  d'une  manière 
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détaillée  ce  cas  particulier  auquel  ne  s^applique  pas  la  méthode 
précédente  (*)• 

Considérons  une  surface  de  révolution  et  une  ligne  géodésique 
quelconque  tracée  sur  cette  surface.  Uéquation  différentielle  de  cette 
ligne  s^obtient  en  remplaçant  dans  Téquation  (1)  f{r)  par  0,  ce  qui 
donne  : 

(23)  (1  +  ç'.)  £^  =  kr^  -  r». 

Si  i  désigne  Tangle  que  fait  en  un  point  quelconque  la  ligne  géodé- 
sique  avec  le  parallèle  qui  passe  en  ce  point,  Téquation  différentielle 
précédente  peut  aussi  s'écrire 

r  cos  i  =  a, 

a  désignant  — =  •  Partons  du  parallèle  de  rayon  a  ;  la  ligne  géodésique 

lui  est  tangente  et  elle  se  dirige  du  côté  où  le  rayon  du  parallèle 
augmente.  Si  ce  rayon  croît  toujours,  la  ligne  géodésique  s'éloignera 
indéfiniment  en  coupant  les  parallèles  sous  un  angle  qui  s'approchera 
de  plus  en  plus  d'être  droit.  Si  la  surface  n'avait  pas  de  parallèle  de 
rayon  égal  à  a,  on  partirait  d'un  parallèle  quelconque  et  l'on  obtiendrait 
les  mêmes  conclusions. 

Supposons  au  contraire  qu'il  y  ait  un  parallèle  maximum,  de 
rayon  R,  que  j'appellerai  un  équateur.  Si  nous  prenons  a  un  peu 
inférieur  à  K,  il  y  aura  deux  parallèles  de  rayon  a,  voisins  Tun  de 
l'autre,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  Féquateur;  la  ligne 
géodésique  définie  par  l'équation 

r  cos  »  =  a 

sera  comprise  entre  ces  deux  parallèles  et  par  conséquent  sera,  dans 
tout  son  parcours,  à  distance  finie.  Je  vais  chercher  la  condition  pour 
qu'une  telle  ligne  soit  toujours  fermée. 


(')  Oo  voit  que  nous  laissons  entiéroment  de  côté  le  cas  où  la  fonction  f(r)  serait 
coastamment  croissante,  où  la  force  serait  une  répulsion  pour  toutes  les  valeurs  de  r. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'appliquer  à  relte  bypotbôsu  la  méthode  que  nous 
alloua  développer  relativement  aux  lignes  géodôsiques. 
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On  déduit  de  Téquation  (23),  en  remplaçant  h  par  —  et  intégrant: 


"=r 


Kl  -h  9'»      dr 


y  a*      r* 


L*équation  de  la  surface  est,  comme  on  sait  : 

«  =  *  (♦•). 

Si  nous  désignons  par  u,  Tangle  dont  le  plan  méridien  passant  par  le 
mobile  aura  tourné,  quand  on  arrivera  sur  I*équateur,  on  aura 
évidemment  : 


^*=X 


»l/l-f-9'»      dr 


.  l/i  -  ' 


Le  mobile,  après  avoir  décrit  cette  portion  de  la  ligne  geodésique 
que  nous  supposerons  placée  dans  la  région  de  la  surface  inférieure  à 
réquateur,  passera  dans  la  région  supérieure  ;  et  si  Téquation  de  cette 
nouvelle  région  est  : 

Pangle  o),  dont  le  plan  méridien  aura  tourné  quand  le  point  décrivant 
aura  passé  de  Téquateur  au  parallèle  supérieur  de  rayon  a,  sera  donné 
de  même  par  la  formule  : 


_  p  |/l  +  ({;'»      dr 


L'angle  total  dont  le  plan  méridien  aura  tourné  dans  le  passage  da 
parallèle  inférieur  de  rayon  a  au  parallèle  supérieur  de  même  rayon 
sera  donc  : 


(24)  Û  =  0),  4-  0).  =  /  ^     -t-_K_ijt-V     ^^^ 

•/-  / 1         1 
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et  pour  que  la  ligne  géodésique  soit  fermée,  il  faudra  que  Ton  ait  : 

\k  étant  un  nombre  commensurable  constant. 

Il  suflSt  d^un  peu  d*attention  pour  reconnaître  que  Tintégrale  û  est, 
aux  notations  près,  celle  qifon  rencontre  dans  la  recherche  des  courbes 
tautochrones  pour  un  point  matériel  pesant;  et  Ton  est  ainsi  conduit 
k  la  solution  du  problème  donnée  par  la  formule  : 

4  {xR 


(26)  I/l-h  9"  4- Kl  -*-({;'•  = 


J/R«  —  r* 


On  voit  que  Ton  pourra  choisir  arbitrairement  Tune  des  fonctions  9 
ou  à  ;  Pautre  sera  déterminée  par  une  quadrature. 

Traitons  le  cas  ou  la  surface  est  symétrique  par  rapport  à  Téquateur. 
On  aura  alors  : 


?"  =  -l-'S 


et  réquation  précédente  deviendra  : 

2[i.R 


(27)  Kl  +  9"  = 


KR*  —  r« 

Étudions  d^abord  le  cas  où  Ton  a  : 

2i;.=  l. 
On  trouvera  en  intégrant  : 

(p  =  KR*  —  r\       z^  -H  r*  =  R'. 

C^est  réquation  de  la  sphère. 

Nous  avons  vu  d^ailleurs  que  lorsqu'on  donne  à  [jl  des  valeurs 
quelconques,  on  ne  peut  obtenir  que  des  surfaces  applicables  sur 
celles  qui  correspondent  à  une  valeur  déterminée,  particulière,  de  [jl. 
En  utilisant  cette  remarque,  développée  a  l'article  I,  nous  obtenons  le 
théorème  suivant  : 

Lti  seules  sur/aces  de  révolution  ayant  leurs  lignes  géoiésiques  fermées  et 
admettant  de  plus  un  de  leurs  parallèles  pour  plan  de  symétrie  sont  la  sphère 

Despeyrous.  —  Mécanique.  IL  31 
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et  certaines  sur/àces  applicables  stêr  la  sphère  ass^etties  à  la  eotêditiaM 
suivante  : 

Dans  deux  sur/aces  de  réoolnlion  applicables  l'une  sur  Vautre,  deux 
parallèles  correspondants  ont  toujours  leurs  rayons  dans  un  rapport  amsUmt; 
ici  ce  rapport  constant  devra  déplus  avoir  une  valeur  commentwrable. 

On  sait  que,  parmi  les  surfaces  de  révolution  applicables  sur  la  sphère, 
les  unes  ont  un  point  conique  sur  Taxe,  les  autres  ne  rencontrent  pas 
Taxe.  Pour  les  premières,  toutes  les  lignes  géodésiques  seront  fermées. 
Pour  les  autres,  qui  peuvent  être  assimilées  à  une  zone  linûtée  par 
deux  cercles  de  rebroussement,  il  faudra  écarter  les  lignes  geodésiqnes 
qui  viennent  frapper  les  cercles  limites;  toutes  les  autres  seront 
fermées. 

Parmi  les  surfaces  de  révolution  dont  les  lignes  géodésiques  sont 
fermées,  je  signalerai  les  deux  suivantes  : 

La  première  a  son  élément  linéaire  défini  par  la  relation  : 


ds^  =  /?f  —  A  (df  +  p«  rfO»), 


ou  0  désigne  Tangle  du  méridien  passant  par  le  point  de  la  surface 
avec  un  méridien-origine  et  oii  p  est  liée  au  rayon  r  du  parallèle  par 
la  relation  : 

|x  étant  un  nombre  commensurable  quelconque. 

La  deuxième  surface  serait,  avec  les  mômes  notations,  définie  par 
les  relations  : 

(  ds^  =  (a«  —  p*)  (tip«  H-  p*  rfô*), 


NOTE  XVI 


SUR  UNE  EXTENSION  DU  THÉORÈME  D'IVORT  RELATIF 
A  L'ATTRACTION  DES   ELLIPSOÏDES. 

Je  me  propose  de  faire  connaître  ici  une  extension  de  la  méthode 
dlvorj,  d'où  résulte  un  théorème  nouveau,  relatif  à  Tattraction  des 
ellipsoïdes.  J*ai  déjà  donné  cette  proposition  dans  une  étude  sur  les 
tkéorèmes  cTlvorp  et  de  Jacobl,  relatifi  aux  sur/aces  àomq/bcales  du  second 
degré  qui  a  paru  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques 
il  naturelles  de  B  rdeaux  (t.  VIIÎ,  1870,  p.  253). 

Considérons  un  ellipsoïde  homogène  (G)  défini  par  Téquation  : 

<■>        ?+?■*-?-•=»• 

et  cherchons  Taction  qu'il  exerce  sur  un  point  matériel  M  de  coor- 
données «,  p,  Y,  en  supposant  la  loi  de  Tattraction  représentée  par  la 
fonction  ^'(r).  On  a  vu  dans  le  texte  que  si  Ton  désigne  par  «,  et  u^ 
les  distances,  au  point  M,  des  doux  points  de  Tellipsoïde  qui  se 
projettent  sur  le  point  de  coordonnées  y,  z  du  plan  des  zyy  on  a,  pour 
la  composante  A  de  ^attraction  parallèle  à  0^,  Texpression 

(2)  A  =jj[î  (»,)  -  ?  (tt,)J  dy  it. 

Faisons  correspondre  à  chaque  point  de  Tellipsoîde  le  point  (^,  y;,  X^ 
de  la  sphère  de  rayon  1, 

(3)  r  -H  r/  +  ;»  =  I, 
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défini  par  les  formules  : 

X  y  z 

(4)  Ç  =  -.      .  =  f.      X,  =  - 

L'équation  (2)  prendra  la  fonne  : 


A  =  *dfjf[î  (».)  -  ?  (».)]  rf;  dT„ 


et  si  Ton  désigne  par  dz  Telément  de  surface  de  la  sphère,  on  recon 
naîtra  aisément  que  cette  intégrale  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

(5)  A  =  bcll(^  (u)  ces  (N,  x)  dz\ 

(N,  0^  désignant  Tangle  de  la  normale  extérieure  à  la  sphère  avec  la 
partie  positive  de  Oj;  et  Tintégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface  de 
la  sphère.  Nous  nous  dispenserons  d*écrire  les  expressions  analogues 
que  Ton  aurait  pour  les  composantes  B,  C.  La  valeur  de  u  en  fonction 
des  coordonnées  ^,  y;,  C  ^^^  donnée  par  la  formule  : 

(6)  «*  =  («;  -  a)'  +  (Jïi  -  0)'  +  (c;  -  i)\ 

« 

Cela  posé,  considérons  un  autre  ellipsoïde  (G')  défini  par  Téquation  : 

x"        y»         z^ 

et  un  autre  point  M'  de  coordonnées  a',  P',  y'.  Cherchons  Taction 
exercée  par  cet  ellipsoïde  sur  le  point  M'  suivant  une  loi  d'attraction 
représentée  par  la  fonction  ({;'  (r).  La  composante  A'  analogue  à  A 
sera  donnée  par  la  formule  : 

(8)  A'  =  h'  c'  Cl  6  (%')  cos  (N,  x)  dz, 

analogue  a  la  formule  (5),  et  où  l'on  aura  : 

(9)  «"  =  (a'  ;  -  a')'  +  (*'r,  -  ?')'  +  (c'  ï  -  i)\ 

Cela  posé,  s'il  est  possible  de  déterminer  les  constantes  a',  h\  c', 
3t'>  ?»  y'  et  la  forme  de  la  fonction  'i^  de  telle  manière  que  l'on  ait, 
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pour  toutes  les  valeurs  de  ç,  y),  2^  se  rapportant  aux  différents  points 
de  la  splière  : 

(10)  .;  («')  =  ç  («), 

on  en  déduira  : 

*'  c'        ^1       ^  «'  ^'        /M       .>.  «'  ^' 
de  ac  ab 

et  la  recherche  de  Tattraction  de  Pellipsoïde  (G)  avec  la  loi  d'attraction 
ç'  (r)  sera  ramenée  à  celle  de  Tellipsoïde  (G')  avec  la  loi  différente  (|;'  (r). 
Examinons  par  conséquent  s^il  est  possible  de  vérifier  Téquation  (10) 
pour  toutes  les  valeurs  de  §,  y],  ^  qui  satisfont  à  Téquation  (3),  c'est  à 
dire  qui  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  sphère  de  rajon  1. 

Si  réquation  (10)   a  lieu  identiquement,   Téquation  u  =  const. 
entraînera  la  suivante  : 

vl  ■=.  const., 

et  par  conséquent  les  deux  ellipsoïdes  représentés  parles  équations  : 

w«  =  c%      v!^  =  c'\ 

où  c'  est  une  fonction  convenablement  choisie  de  r,  devront  se  couper 
suivant  une  courbe  située  sur  la  sphère  de  rayon  1.  Il  faut  comme  on 
sait,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,    que  Ton  ait  : 

!,«  _  c«  -  A  (w'*  —  c'»)  =  X  (5«  -h  r,«  -h  ï*  —  1), 

pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  Ç,  r^,  X^^  les  constantes  h  et  X  étant 
convenablement  choisies.  Si  l'on  remplace  t»',  tt'*  par  leurs  valeurs  et 
si  l'on  désigne,  pour  abréger,  par  —  k^  la  constante  c'  —  Ac'*,  on 
aura  l'équation  : 

(a;  -  %r  +  (*>)  -  W'  +  («'î  -  ï)* 

-  A  [a'  ç  -  a')'  +  (*'>;-  &')*  +  (C  Ç  -  f)'] 

=  X  K'  +  r.'  +  !;'  -  1]  -  *', 

qui  devra  être  vérifiée  identiquement.  On  reconnaîtra  aisément  qu'en 
remplaçant  l'ellipsoïde  (G')  et  le  point  M'  par  un  système  semblable, 
on  peut  réduire  h  à  l'unité,  positive  ou  négative.  Supposons  /^  =  1  ; 
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les  équations  dMdentification  dans  cette  hypothèse  deviendront  : 

a*  —  a'*  =  X,      aa  =  a*  a', 

c*  —  (?'*  =  A,       cy  =  c' y\ 
a«  4-  &•  4-  Y«  —  a'*  —  ?'*  —  y"  =  —  i»  —  X. 

On  déduit  de  là  : 

aa, 


,1 


=  Ka'  — X,      a!  = 


à'  =  Vi*  —  X,       P'  = 


Ka'-X 

» 


I/*'-X 


_       ''Y 

» 


^-^y       a«-X       J'-X       c«-X/ 

Supposons  donnés  «,  0,  y>  ^'  ^>  ^>  ^'  ^^  dernière  équation  foarnirm 
toujours  une  valeur  de  X,  qui  sera  réelle  et  inférieure  à  e^.  Par  suite, 
a'»  ^'>  t'i  ^'i  ^'>  ^  seront  réels  et  il  j  aura  un  ellipsoïde  (G')  déter- 
miné par  la  formule  (7).  Cet  ellipsoïde  sera  d'ailleurs  homofocml  à 
Tellipsoïde  donné  (G). 

On  a  ici  : 

w«  =  u'»  — >t«,      w'*  =  i*«4->tS 
et  par  conséquent  : 

On  voit  donc  que  : 

Si  Von  sait  trouver  Vattraction  d'un  ellipsoïde  homogène  quelconque  avec 
la  loi  d'attraction  exprimée  par  la  formule 

on  saura  également  trouver  Vatt'action  dans  le  cas  oU  la  loi  sérail  refré" 
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senUe  par  la/ormule  : 

>l  diiignwt  n/M  constante  arbitraire. 
Par  exemple,  pour  la  loi  de  la  natare,  on  a  : 

Le  théorème  précédent  permettra  de  trouver  Tattraction  avec  la  loi 
exprimée  par  la  fonction 

Si  Ton  développe  cette  fonction  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  i,  les  coefficients  contiendront  toutes  les  puissances  paires 
et  négatives  de  r.  En  opérant  de  même  sur  les  trois  composantes  de 
Fattraction,  on  déterminera  évidemment  l'attraction  de  Tellipsoïde, 
dans  le  cas  ou  la  loi  d'attraction  est  représentée  par  une  puissance 
entière  paire  et  négative  quelconque  de  r. 

Si  Ton  développait  suivant  les  puissances  négatives  de  >t',  on 
trouverait  de  même  l'attraction  de  rellipsoïde,  quand  la  loi  est  repré- 
sentée par  une  puissance  entière  impaire  et  positive  quelconque  de  la 
distance. 
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les  équations  dMdentification  dans  cette  hypothèse  deviendront 

a'  —  a  '  =  A,      a%  =  a  %  f 

c'  —  c"  =  A,       cy  =  c'y', 
a*  +  P«  +  y'  —  a'*  —  ?"  —  y"  =  —  i'  —  X. 

Oq  déduit  de  là  : 

aa, 


.r 


=  Ka«  — X,       a'  = 


J'  =z=  I/ô«  —  X,       p'  = 


^-^y       a«-X       ô'-X       c«-X/ 

Supposons  donnés  a,  g,  y>  ^'  ^>  ^»  ^'  ^^  dernière  éqaation  fournira 
toujours  une  valeur  de  X,  qui  sera  réelle  et  inférieure  a  e*.  Par  suite, 
«'>  ?'>  ï'>  ^'i  ^'i  ^'  seront  réels  et  il  y  aura  un  ellipsoïde  (G')  déter- 
miné par  la  formule  (7).  Cet  ellipsoïde  sera  d'ailleurs  homofocml  à 
Tellipsoïde  donné  (G). 

Dû  a  ici  : 

u*  =  u"  —  k\      u'^  =  u^  +  Jt\ 
et  par  conséquent  : 


On  voit  donc  que: 

Si  l'on  sait  trouver  raUraction  d*un  ellipsoïde  homoçène  quelconque  avec 
la  loi  d'attraction  exprimée  par  la/ommle 

on  saura  également  trouver  l'att'action  dans  le  cas  oU  la  hi  serait  repré- 
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senUe  par  la/ormule  : 

4*'  (Kr*  +  aO 


r 
> 


>l  déiiçnant  une  constante  arbitraire. 
Par  exemple,  pour  la  loi  de  la  nature,  ou  a  : 

Le  théorème  précédent  permettra  de  trouver  Tattraction  avec  la  loi 
exprimée  par  la  fonction 

fr 

Si  Ton  développe  cette  fonction  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  i,  les  coefficients  contiendront  toutes  les  puissances  paires 
et  négatives  de  r.  En  opérant  de  même  sur  les  trois  composantes  de 
Fattraction,  on  déterminera  évidemment  l'attraction  de  Tellipsoïde, 
dans  le  cas  où  la  loi  d'attraction  est  représentée  par  une  puissance 
entière  paire  et  négative  quelconque  de  r. 

Si  Ton  développait  suivant  les  puissances  négatives  de  k*^  on 
trouverait  de  même  Tattraction  de  Pellipsoïde,  quand  la  loi  est  repré- 
sentée par  une  puissance  entière  impaire  et  positive  quelconque  de  la 
distance. 
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SUR  L'HERPOLHODIE  ET  SUR  QUELQUES  PROPOSITIONS 
RELATIVES  A  LA  THÉORIE  DE  POINSOT. 


On  a  vu  dans  le  texte  Texposition  des  résaltats  de  Poinsot,  relatifs 
à  la  rotation  autour  d^un  point  fixe  d'un  corps  solide  qui  n'est  soumis 
à  Faction  d'aucune  force  accélératrice.  Le  mouvement  peut  Stre  repré- 
senté géométriquement  de  la  manière  la  plus  claire  par  le  roulement 
d'un  ellipsoïde  (E),  ayant  pour  centre  le  point  fixe,  sur  un  plan  fixe  (P)  ; 
la  grandeur  de  la  rotation  étant  à  chaque  instant  proportionnelle  au 
rayon  vecteur  qui  va  du  centre  de  l'ellipsoïde  au  point  de  contact  de 
cet  ellipsoïde  et  du  plan.  Nous  nous  proposons  d'abord  de  donner 
quelques  développements  relatifs  à  cette  belle  théorie  de  Poinsot. 

Soit  : 

a?«       y*       z^ 
d        0        c 

réquation  de  Tellipsoïde  d'inertie.  Les  équations  d'Euler  prendront  ici 
la  forme  : 

l  d-p       a  {c  —  b) 
[    dt  bc       ^  ' 


d 


de  ac 

r c  (b  —  a) 

dt  ab 


pq 


) 
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et  admettront  les  deux  intégrales  : 

«»       q^       r* 

a'       r       r 

Si  Ton  désigne  par  x^  y,  z  les  coordonnées  du  pôle»  c^est  à  dire  du 
point  oh  Taxe  de  rotation  perce  Tellipsoïde  (E),  on  aura  éyidemment  : 


1  A*      y*      ^' 

Y    d^       ^       c        1 


^  _y z  _ 

6        c 


et  par  conséquent  : 


p  Q  T 

La  polhodie,  ou  route  du  pôle  dans  le  corps,  sera  donc  définie  par 
les  équations  : 


(5) 


X* 

y* 

z" 

% 

— 

4- 

4- 

=  1. 

a 

b 

c 

x^ 

y' 

z' 

/» 

a^'^  b'-'^  c''^  h' 


que  Ton  obtient  en  remplaçant  dans  les  formules  (3)  p^  q^  r  par  leurs 
expressions  en  fonction  de  x,  y,  z.  Les  équations  (3)  ou  (5)  expriment, 
comme  on  sait,  que  le  plan  tangent  à  Tellipsoïde  (E),  en  un  point 

quelconque  de  la  polhodie,  est  à  une  distance  constante,  -—9  du  centre 

de  Tellipsoïde  (E).  Si  Ton  forme  une  combinaison  homogène  des 
équations  (5),  on  trouvera  la  relation  : 

qui  représente  évidemment  le  cône,  lieu  de  Taxe  instantané  dans  le 
corps. 
Soit  M  un  points  quelconque  de  relUpsoïde;  on  a  vu  que  le  plan 
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taDgent  en  M,  mobile  dans  le  corps,  est  fixe  dans  Tespace.  Proposons- 
nous  de  définir  la  courbe  décrite  par  le  point  M  sur  ce  plan  fixe  et 
la  manière  dont  elle  est  parcourue.  Poinsot  lui  a  donné  le  nom 
d*AerpolAodie  ou  route  serpentante  du  pôle. 

Pour  cela  nous  abaisserons  du  centre  0  de  Tellipsoîde  une  perpen- 
diculaire sur  le  plan  (P),  tangent  en  M  et,  en  désignant  par  I  le  pied 
de  cette  perpendiculaire,  nous  rapporterons  Pherpolbodie  k  un  système 
de  coordonnées  polaires  ayant  pour  pôle  le  point  I.  On  a  évideounent, 
dans  le  triangle  rectangle  01 M  : 


01  =  --•      IM  =  V'OM*  —  Ol'» 


ou  en  désignant  par  p  le  rayon  vecteur  IM  : 


(6) 


p  =  l/«*  +  y'  +  *'  -  ^r 


En  remplaçant  x,  y,  z  en  fonction  des  rotations  et  désignant  par  u 
la  grandeur  de  la  rotation  totale,  on  trouvera  : 

m  f  =  !  {»•  -  ï)- 

On  sait  comment  on  définit  o)  en  fonction  du  temps.  Si  Ton  ajoute 
aux  équations  (3)  la  relation 

G)*  =  p'  4-  î?*  +  r', 
on  peut  exprimer  p,  q^  r  en  fonction  de  o),  par  les  formules  : 

<:^  (a  —  ft)  (a  —  c)  =  G)'  —  (*  4-  c)  *  -*-  bcl^, 

\]^ 

(8)  ï;  (ô  —  a)  (*  —  c)  =  0)'  —  (a  4-  c)  *  -*-  acZ*, 

-  (c  —  a)  (c  —  ^)  =  w*  —  (a  4-  ^)  A  +  abl^. 

On  a  d'ailleurs  : 

(f(i)  dp  dq         dr  (a  —  b)  (b  •—  c)  (e  —  à) 

dt         di         d(         d(  (^bç  '^'^ 


• 
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Il  suffira  de  remplacer^,  (^,  rpar  leurs  valeurs,  pour  retrouver  la 
formule  : 

w^"      

donnée»  à  la  page  236;  elle  fait  connaître  (o  et  par  conséquent  p  en 
fonction  du  temps. 

Pour  définir  rherpolhodie,  Poinsot  a  employé  une  méthode  ingé- 
nieuse :  Comme  le  cdnè,  lieu  de  Taxe  instantané  dans  le  corps,  roule 
sur  le  cône  ayant  pour  base  Therpolhodie,  les  arcs  correspondants 
décrits  par  le  pôle,  sur  la  polhodie  et  sur  rherpolhodie,  seront  néces- 
sairement égaux.  Or,  on  peut  évidemment  exprimer  la  différentielle 
de  Tare  de  la  polhodie,  et  Ton  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

ds=¥  (w)  d(ùy 

ou,  en  exprimant  o)  en  fonction  de  p,  au  moyen  de  la  formule  (7)  : 

ds  =  Fj  (p)  dp. 

Par  suite  de  la  propriété  signalée  par  Poinsot,  cette  équation  convient 
également  à  Therpolbodie  et  suffit  évidemment  à  la  définir.  Nous  nous 
contenterons  d'indiquer  cette  méthode,  quMl  nous  paraît  préférable  de 
remplacer  par  la  suivante  : 

Puisque  le  cône,  lieu  de  Taxe  instantané  dans  le  corps,  roule  sur  le 
cône  fixe  ayant  pour  base  Pherpolhodie,  les  aires  décrites  sur  ces  deux 
cônes  par  le  rayon  vecteur  OM  dans  le  mâme  temps  seront  égales. 

Par  conséquent,  si  Ton  considère  Paire  infiniment  petite  décrite 
dans^le  corps  par  le  rayon  vecteur  OM,  pendant  le  temps  dt^  et  si  on 
la  projette  sur  le  plan  tangent  en  M,  on  aura  Taire  décrite  dans  le 
même  temps  dû  par  le  rayon  vecteur  p,  aire  dont  Texpression  est, 
comme  on  sait  : 

0  désignant  Tangle  polaire  relatif  à  Therpolhodie. 
L'aire  dZ  décrite  par  le  rayon  vecteur  OM  a  évidemment  pour 
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projections  sur  les  trois  plans  principaux  : 

d^y  =z  -{$  dx  —  X  dz)f 
dZz  =z  --{xdy  —  y  dx). 

En  remplaçant  x^  y,  t  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (4),  et 
tenant  compte  des  relations  (3),  on  trouve  pour  ces  projections  les 
valei^rs 

^  (A  —  a/«)  dt,      ^4^  (h—  àl^)  dt,     —(h  —  cl*)  dt. 
ah  ^  ^  bh  ^  ^  eh  ^  ' 

D^autre  part,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  tangent 
en  M  sont  : 

VÎT 
— T>        — y        — • 

al       bl       cl 

On  aura  donc,  pour  la  projection  de  dZ  sur  le  plan  tangent,  Tex- 
pression  : 

(10)    5  p'  rfe  =  dl,  \  +  (fZ,  f  -H  dZ,  -, 
^    ^    2  ^  al  bc  cl 

Or,  si  dans  les  formules  (8)  on  remplace  o)*  par  son  expression  en 
fonction  de  p',  on  a 

-{e  —  a)(c  —  b)z=  Ap'  +  ' '-j^ i . 

Portant  oes  valeurs  dey',  j',  r'  dans  la  fprnjule  (10)  oi»  trouve,  par 
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un  calcul  très  facile  : 

(.1,  p-..=[?,.^  "-'•>"-"•'»- "•']... 

Si  Ton  ajoute  à  cette  équation  celle  qu'on  déduit  de  Téquation  (7), 
en  y  remplaçant  o)'  par  son  expression  en  fonction  de  p  : 

<<f 

on  obtient  un  système  de  deux  équations  qui  définissent  à  la  fois 
rherpolhodie  et  le  mouvement  du  pôle  sur  cette  courbe. 
Ces  deux  équations  appartiennent  à  la  forme  générale  : 


P  jf  =  *  ^^- F  (P*), 


ou  m,  ff,  A  sont  trois  constantes  et  oii  F  (a?)  désigne  un  polynôme  du 
troisième  degré  commençant  par  le  terme  x*.  Nous  allons  voir  que, 
réciproquement,  tout  système  de  la  forme  (13)  définit  une  herpolhodie, 
pourvu  toutefois  que  »  ait  une  valeur  déterminée  et  qu*on  étende  la 
théorie  de  Poinsot  au  cas  où  les  constantes  4,  ^,  c^  qui  figurent  dans 
les  formules  d*£uler,  ne  sont  plus  assujetties  à  des  relations  d'inégalité 
et  peuvent  même  prendre  toutes  les  valeurs  réelles. 

En  effet,  désignons  par  a,  %  y  les  racines  du  polynôme  F  (a;). 
L'identification  du  système  (13)  aux  formules  (11)  et  (12),  nous  donne 
les  relations  : 


A       ^_(&^a/')(A-d/>)(A--cO 

(14)  y 

Ces  six  équations  ne  contiennent  que  cinq  inconnues;  elles  ne 
pourront  donc  être  vérifiées  que  s'il  existe  un  certaine  relation  entre 
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kf  m,  ff,  a,  P,  Y'  C^^^te  relation  se  trouve  d^aillears  immédiatement, 


elle  est  : 


«• 


aPY=-j^- 


On  peut  récrire  : 

(15)   .  «•  =  *«F(0), 


et  Ton  trouye  alors  : 


X 


1 


I      «        w«        • fnr       mn  mr       mn 


Les  formules  (13)  ne  peuvent  évidemment  définir  une  courbe  réelle 
que  si  F{x)  est  négative  pour  certaines  valeurs  positives  de  jr,  et 
d'autre  part  Téquation  de  condition  (15)  nous  montre  que  la  même 
fonction  sera  positive  pour  ^  =  0.  Il  résulte  de  là  que  le  polynôme  F  {x) 
aura  nécessairement  trois  racines  réelles,  dont  deux  positives.  Les 
valeurs  de  a,  6,  c  seront  donc  réelles  ;  mais  elles  ne  seront  pas  néces- 
sairement positives  et,  si  elles  sont  positives,  elles  ne  satisferont  pas 
nécessairement  aux  relations  d'inégalité  qui  caractérisent  rellipsoldo 
d*inertie.  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  équations  : 


(H) 


dp 


p^  =  iK-F(p«). 


àk  F{x)  désigne  un  polynôme  du  troisième  degré,  pour  lequel  le  coejlcieni 
de  X*  est  égal  à  4,  définissent,  pourvu  que  Von  ait  : 


(18)  n=±>lI/F(0), 

l'Aerpolhodle  correspondante  au  mouvement  de  Poinsot,  ou  à  ce  mouvement 
dans  lequel  VelUpsoïde  d'inertie  serait  remplacé  par  une  surface  à  centre 
quelconque  du  second  degré. 

Nous  verrons  qu'il  y  a  utilité  à  introduire  dans  la  théorie  la  consi- 
dération d3  ces  mouvements  plus  généraux. 


NOTE  XVII.  495 

On  peut  présenter  sous  un  autre  point  de  vue  la  définition   de 

ds 
rherpolhodie.  Si  Ton  cherche  la  vitesse  du  pôle  y?  les  équations  (17) 

nous  donnent  : 

L*équation  (18)  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  second  membre  soit  divisible  par  p*,  c^est  à  dire  pour  que  la 
vitesse  soit  donnée  par  une  équation  de  la  forme  : 

(20)  «•=  -  A*p^  +  Mp«  -i-N. 

On  obtient  donc  cette  nouvelle  définition  de  la  trajectoire  du  pôle  : 
rherpolhodie  est  une  courbe  parcourue  par  un  point  dont  la  vitesse 

areolaire  p'  -—  est  à  chaque  instant  une  fonction  linéaire  du  carré  du 
dt 

rayon  vecteur,  la  vitesse  totale  étant  une/onction  bicarrée  du  mime  rayon, 

dans  laquelle  le  coefflcient  de  p^  est  négatif. 

Nous  indiquerons,  en  terminant  cet  article,  la  remarque  suivante  : 

Les  formules  (11)  et  (12)  qui  déterminent  Therpolhodie  relative  au 
mouvement  défini  par  les  formules  (1),  (2),  (3),  ne  présentent  que  les 
constantes  h  et  /,  associées  à  des  fonctions  symétriques  des  axes.  On 
pourra  donc  les  écrire  sans  résoudre  Téquation  du  troisième  degré 
qui  détermine  les  axes  principaux  de  Tellipsoïde  central.  La  déter- 
mination de  p'  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  o)'  en  fonction  du 
temps,  exigera  donc  Tinversion  d^une  intégrale  elliptique;  mais  cette 
inversion  une  fois  exécutée,  la  détermination  des  composantes  de  la 
rotation  relatives  aux  axes  quelconques  auxquels  est  rapporté  Tellip- 
solde  central  ne  dépendra  plus  que  d*un  calcul  algébrique. 

On  peut  du  reste  diriger  les  calculs  et  représenter  les  équations  de 
rherpolhodie  sous  une  forme  qui  mettra  complètement  en  évidence  la 
propriété  que  nous  venons  de  signaler. 

Soit: 

f{x)  =  (4?  —  a)  (a?  —  b)  (a?  —  c)  =  «*  —  Par*  4-  Qâ?  —  R  =  0, 
réquation  qui  détermine  les  carrés  des  axes  de  Tellipsoïde  central. 
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On  a  d*abord  : 


-A^ 


D^autre  part,  on  peut  écrire  : 


et  par  conséquent  : 


Introduisons  la  variable  auxiliaire  : 


U  =  ' — —-Z — » 

un  calcul  facile  nous  donnera  les  équations  : 


•  =  .-'(:*) 


i6       . 

5}  =  ^"' 

qui  définissent  complètement  rherpolhodie.   On  peut  leur   ajouter 
réquation  : 


(22) 


^"=(:f|)-[-«"*--'*-} 


qui  fera  connaître  Parc  de  la  courbe.  Les  valeurs  que  peut  prendre  la 

variable  u  sont  définies  par  la  double  condition  de  donner  des  valeurs 

du 
réelles  pour  p  et  -r-  ;  c'est  à  dire  de  rendre  positif:»  les  deux  produits  : 

On  déduit  facilement  de  cette  condition  la  règle  suivante  : 

a,  àf  c  désignant  les  carrés  des  axes  rangés  par  ordre  de  grandeur, 


NOTE  xvir.  497 

%  doit  varier  dans  celui  des  intervalles  (a,  à)  (by  c)  qui  ne  contient 

k 
pas-. 

II 

Les  formules  précédentes  permettent  de  résoudre  très  aisément  une 
question  qui,  dans  ces  derniers  temps,  a  été  Pobjet  d*un  assez  grand 
nombre  de  travaux.  La  représentation  de  Poinsot,  aussi  bien  que  les 
formules,  montre  que  riierpolhodie  est  comprise  entre  deux  cercles 
ayant  le  pôle  pour  centre  et  qu^elle  serpente  de  Pun  k  Tautre.  PoinsoC 
paraît  croire,  comme  Tindiquent  les  figures  qui  accompagnent  sa 
Théorie  nouoeUe  de  la  Rotation  d'un  corps  solide  {Journal  de  Liouvills, 
V^  série,  t.  XVI),  qu'au  moins  dans  certains  cas  Therpolliodie  a  des 
points  d'inflexion.  La  conclusion  contraire  a  été  établie  en  premier 
lieu  par  M.  de  Sparre  {Comptes  rendus,  t.  XCIX).  Nous  allons  reprendre 
ici  cette  recherche  en  utilisant  les  formules  démontrées  à  la  fin  de 
l'article  précédent. 

L'expression  du  rayon  de  courbure  plane  en  coordonnées  polaires 
est  donnée  par  une  formule  que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

_      —2dpds* 


Cette  forme  se  prête  à  un  calcul  facile,  et  les  équations  (21),  (22) 
nous  donnent  : 


(23) 


Si  l'on  veut  obtenir  les  points  d'inflexion,  il  faut  exprimer  que  le 

rayon  de  courbure  devient  infini;  et  comme  la  variable  u  n'atteint 

h 
jamais  la  valeur  -  >  on  a  l'équation  du  premier  degré  : 

¥ 

2R 
(24)  «  =  — • 

Despeyrous.  —  Mécanique.  II.  32 
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Si  Ton  ne  voulait  pas  calculer  le  rayon  de  courbure,  on  obtiendrait 
immédiatement  la  valeur  précédente  de  u  en  écrivant  réquation  - 


i^a)  =  '' 


qui  fait  connaître  les  points  d'inflexion. 

Il  rest3  à  reconnaître  si  la  valeur  de  u  définie  par  réquation  précé- 
dente correspond  à  des  points  réels.  Pour  cela,  il  faudra,  diaprés  la 
règle  donnée  à  la  fin  de  Tarticle  précédent,  qu^en  rangeant  les  cinq 

quantités  a,  6,  c,  —  *  ^  par  ordre  de  grandeur  croissante,  on  trouve 

Tune  ou  Tautre  des  deux  suites  : 

A         ,       2R        • 
c,       y       h       ~,      a. 

Considérons  par  exemple  le  cas  où  la  surface  qui  roule  est  un 
ellipsoïde.  Les  relations  d'inégalité  qui  caractérisent  rellipsoïde 
d'inertie  peuvent  s'écrire  : 

211  2R       ,       2R 

Q^^'       Q-^''      -q"''- 

Donc,  therpolhodie  correspondante  au  mouvement  d*un  corps  solide  n'a 
jamais  de  point  d'inflexion. 

Mais  quand  la  surface  qui  roule  est  un  ellipsoïde  qui  ne  satisfait 

pas  aux  conditions  précédentes,  on  a  toujours  —  <  ^,  —  <  a  et 

h 

les  herpolhodies  pour  lesquelles  la  constante  -    est  supérieure  à  b 

V 

présentent  nécessairement  des  inflexions.  Des  distinctions  analogues 
se  présentent  pour  les  hyperboloïdes  ;  nous  ne  nous  j  arrêterons  pas. 
On  peut  encore  se   demander  s'il  existe  des   herpolhodies  pour 

lesquelles  la  vitesse  angulaire  --  du  rayon  vecteur  peut  changer  de 

Cv  V 

signe,  en  sorte  que  le  rayon  vecteur,  au  lieu  de  progresser  toujours 
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dans  le  même  sens,  ait  un  mouvement  oscillatoire.  L^expression  de  -j- 

ai 

donnée  par  la  première  des  formules  (21)  nous  montre  que  cette 
circonstance  se  présentera  toutes  les  fois  que  u  pourra  prendre  la 
valeur  0  ;  ce  qui  aura  lieu,  d'après  la  règle  donnée  à  l'article  précédent, 
si  les  deux  produits  : 

sont  positifs.  Le  premier  ne  pourra  Têtre  que  si  la  surface  est  un 
hyperboioîde  à  une  nappe  ;  et  la  valeur  du  second  nous  montre  alors 

que  la  constante  |  devra  être  comprise  entre  les  carrés  a  et  »  des  axes 

réels  de  la  surface,  c'est  à  dire  que  la  polhodie  devra  être  tracée  autour 
de  Taxe  réel  majeur. 

Il  est  aisé  de  confirmer  ce  résultat  par  quelques  considérations 
géométriques.  Pour  que  le  rayon  vecteur  ait  un  mouvement  oscillatoire, 
il  faut  évidemment  que  Tangle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur 
puisse  s'annuler  ou  devenir  égal  à  t..  Or,  dans  Therpolbodie  le  rayon 
vecteur  et  la  tangente  sont  deux  tangentes  conjuguées  de  la  sur/ace  qui 
rouk.  Elles  ne  pourront  donc  se  confondre  que  si  les  courbures  de  la 
suriface  sont  opposées,  c^est  à  dire  si  la  surface  est  réglée. 


III 

Le  mouvement  du  corps  est  maintenant  complètement  défini.  On 
connaît  le  cône  lieu  de  Taxe  instantané  dans  le  corps.  Ce  cône  (G)  est 
du  second  degré  et  a  pour  base  la  polhodie.  On  connaît  aussi  le 
cône  (H)  ;  il  est  transcendant  et  a  pour  base  Therpolbodie.  Il  suffira 
de  faire  rouler  le  premier  cône  sur  le  second  avec  une  vitesse  de 
rotation  : 

(D  =z  [//t.  ÔM, 

constamment  proportionnelle  à  OM. 

On  a  fait  à  cette  solution  de  Poinsot  un  reproche  qui,  au  premier 
abord,  paraît  fondé.  On  objecte  qu'elle  ne  représente  pas  le  temps;  et  il 
est  certain  que  si  on  avait  réalisé   matériellement  les  deux  cônes 
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Si  Ton  no  voulait  pas  calculer  le  rayon  de  courbure,  on  obtiendrait 
immédiatement  la  valeur  précédente  de  u  en  écrivant  Téquation  * 


«. 

2R 

■q' 

*, 

h 

c, 

A 

J. 

2R 
Q* 

qui  fait  connaître  les  points  d'inflexion. 

Il  rest3  à  reconnaître  si  la  valeur  de  u  définie  par  Téquation  précé- 
dente correspond  à  des  points  réels.  Pour  cela,  il  faudra,  diaprés  la 
règle  donnée  à  la  fia  de  Tarticle  précédent,  qu^en  rangeant  les  cinq 

2R    h 
quantités  a,  ^,  (?,  —  »  -  par  ordre  de  grandeur  croissante,  on  trouve 

Tune  ou  Tautre  des  deux  suites  : 


a, 


a. 


Considérons  par  exemple  le  cas  où  la  surface  qui  roule  est  un 
ellipsoïde.  Les  relations  d'inégalité  qui  caractérisent  Tellipsoîde 
d'inertie  peuvent  s'écrire  : 

211  2R       ^       2R 

Q^^'       Q-^''      -q""'- 

Donc,  therpolhodie  correspondance  au  mouvement  d*un  corps  solide  n'a 
Jamais  de  point  d'inJUxion, 

Mais  quand  la  surface  qui  roule  est  un  ellipsoïde  qui  ne  satisfait 

pas  aux  conditions  précédentes,  on  a  toujours  —  <  ^,  —  <  a  et 

h 

les  lierpolhodies  pour  lesquelles  la   constante  -  est  supérieure  à  b 

présentent  nécessairement  des  inflexions.  Des  distinctions  analogues 
se  présentent  pour  les  hyperboloïdes  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 
On  peut  encore  se   demander  s'il   existe   des   lierpolhodies   pour 

lesquelles  la  vitesse  angulaire  -—  du  rayon  vecteur  peut  changer  de 

G/  Ç 

signe,  en  sorte  que  le  rayon  vecteur,  au  lieu  de  progresser  toujours 
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dans  le  même  sens,  ait  un  mouvement  oscillatoire.  L^ozpression  de  -j- 

dt 

donnée  par  la  première  des  formules  (21)  nous  montre  que  cette 
circonstance  se  présentera  toutes  les  fois  que  u  pourra  prendre  la 
valeur  0  ;  ce  qui  aura  lieu,  d'après  la  règle  donnée  à  l'article  précédent, 
si  les  deux  produits  : 

* 

sont  positifs.  Le  premier  ne  pourra  Têtre  que  si  la  surface  est  un 

bjperboioïde  à  une  nappe  ;  et  la  valeur  du  second  nous  montre  alors 

h 
que  la  constante  -  devra  être  comprise  entre  les  carrés  a  et  ^  des  axes 

réels  de  la  surface,  c'est  à  dire  que  la  polhodie  devra  être  tracée  autour 
de  Taxe  réel  majeur. 

Il  est  aisé  de  confirmer  ce  résultat  par  quelques  considérations 
géométriques.  Pour  que  le  rayon  vecteur  ait  un  mouvement  oscillatoire, 
il  faut  évidemment  que  Tangle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur 
puisse  s'annuler  ou  devenir  égal  à  t..  Or,  dans  rherpolhodie  le  rayon 
vecteur  et  la  tangente  sont  deux  tangentes  conjuguées  de  la  sur/ace  qui 
roule.  Elles  ne  pourront  donc  se  confondre  que  si  les  courbures  de  la 
surface  sont  opposées,  c^est  à  dire  si  la  surface  est  réglée. 


III 

Le  mouvement  du  corps  est  maintenant  complètement  défini.  On 
connaît  le  cône  lieu  de  l'axe  instantané  dans  le  corps.  Ce  cône  (G)  est 
du  second  degré  et  a  pour  base  la  polhodie.  On  connaît  aussi  le 
cône  (H)  ;  il  est  transcendant  et  a  pour  base  l'herpolhodie.  Il  suffira 
de  faire  rouler  le  premier  cône  sur  le  second  avec  une  vitesse  de 
rotation  : 


0)  =  J///.  CM, 

constamment  proportionnelle  à  CM. 

On  a  fait  à  cette  solution  de  Poinsot  un  reproche  qui,  au  premier 
abord,  paraît  fondé.  On  objecte  qu'^elle  ne  représente  pas  le  temps;  et  il 
est  certain  que  si  on  avait  réalisé   matériellement  les  deux  cônes 


.»• 
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précédents  et  si,  par  un  engrenage  par  exemple,  on  les  obligeait  k 
rouler  Tun  sur  Pautre,  on  n^aurait  pas  encore  la  représentation 
complète  du  mouvement;  il  est  difficile  de  comprendre  comment  on 
pourrait  imprimer  au  cône  du  second  degré  une  vitesse  de  roulement, 
constamment  proportionnelle  à  OM.  Mais  nous  allons  voir  qu^on  peut 
atteindre  ce  résultat  en  établissant  un  rapprochement  entre  la  repré- 
sentation précédente  du  mouvement  et  une  seconde  représentation,  qui 
est  encore  duc  à  Poinsot. 

Conservons  toutes  les  notations  précédentes.  Soit  M  le  point  de 
contact  de  Tellipsoïde  (E)  et  du  plan  (P),  I  la  projection  du  centre  O 
de  Tellipsoïde  sur  le  plan  (P).  Si  par  le  centre  de  rellipsoîde  nous 
menons  un  plan  (P')  parallèle  au  plan  (P),  ce  plan  (P')  demeurera 
fixe  dans  Tespace,  comme  le  plan  (P).  Soit  M'  la  projection  de  M  sur 
ce  plan  (P').  Il  est  clair  que  la  rotation  totale  OM  l^Â  peut  se  décom- 
poser en  deux;  Tune  dirigée  suivant  01  dont  la  valeur  sera  constante 
et  égale  à 

KÂ.OI=-, 
Pautre  dirigée  suivant  OM'  et  égale  à 

N 

J/I  OM'. 

Si  donc  nous  imprimons  au  plan  (P')  une  rotation  constante,  ég^ale 

h 
à    I  autour  de  01,  le  mouvement  de  l'ellipsoïde  par  rapport  au  plan  (P'  ) 
t 

devenu  ainsi  mobile  se  réduira  à  la  seule -,  rotation  autour  de   OM'. 

Par  conséquent,  si  nous  construisons  le  cône  (C)  lieu  des  diverses 

positions   qu'occupe  la  droite  OM'  dans  Tellipsoïde,  le  mouvement 

relatif  de  rellipsoîde  par  rapport  au  plan  (P')  se  réduira  au  roulement 

du  cône  (C)  sur  le  plan  (P'),  la  vitesse  de  roulement  étant  constamment 

égale  k  V^h  OM'.  Ainsi  : 

Le  mouvement  du  corps  peut  amsi  se  représenter  par  le  roulement  du 
cône  (C)  lieu  de  OM'  sur  le  plan  (P'),  ce  roulement  s' effectuant  avec  la 

vitesse  OM'  Vhy  pendant  que  le  plan  tourne  avec  une  vitesse  constante  -= 

9 

autour  de  sa  normale  01. 
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C'est  la  seconde  représentation  do  Poinsot.  Pour  la  définir  complète- 
ment il  suffira  évidemment  de  trouver  le  lieu  des  diverses  positions 
du  point  M'  par  rapport  à  rellipsoïde. 

Or  le  point  M'  est  à  Tintersection  de  la  normale  en  M,  définie  par 
les  équations  : 

X  —  a?  _  Y  —  y  _  Z  —  ^ 
X  y  z 

'a  h  c 

i^vec  le  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  M  : 

Xj?       Yy       Zz       ^ 
abc 

Ces  équations  combinées  donnent  pour  les  coordonnées  j;',  y',  ^' 
du  point  M'  les  valeurs  suivantes  : 

X  =x 


i  al* 


h 

V'  =zv  — -T^ 

I 


y=y-jp-' 


cP  —  h 

z  z=.  z 

cl" 


Tirons  de  ces  équations  les  valeurs  de  x^  y,  z^  et  portons-les  dans 
le  système  formé  par  Téquation  (5)''  et  la  seconde  des  équations  (5). 
Nous  aurons  ainsi  les  deux  relations  : 


j;"  y'«  z'^ 

^    T^4- r^O. 


h  h  h 


(26) 


\  n  n  n 

\  "-/i     *-7ï     '-T* 

I        'g"  y"  g"        _  l' 

l  ("-/-')     ['-t)    \'-j^ 


qui  définissent  complètement  le  lieu  de  M'.  D*ailleurs  OM'  est  évidem- 
ment égal  au  rayon  vecteur  IM  de  rhcrpolhodie,  que  nous  avons 
désigné  par  p  et  Ton  a  : 

oM'^=,'=j(o.'-[;). 
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On  peut  déterminer  aussi  la  trace  laissée  par  le  point  M'  sur  le 
plan  tournant  (P').  Si  Ton  désigne  en  effet  par  6'  l'angle  polaire  que 
fait  OM'  avec  une  droite  fixe  OU,  entraînée  dans  le  mouvement  da 
plan  (P')y  on  a  évidemment,  puisque  OM'  et  IM  sont  parallèles  : 


db'  =  (^e  — 


/ 


dt; 


0  désignant  toujours  Tangle  polaire,  relatif  à  Therpolbodie,  qui  figure 
dans  la  formule  (11).  Tirons  de  l'équation  précédente  la  valeur  de  d^ 
et  portons-la  dans  cette  formule  (11).  Nous  aurons  : 


(2") 


p  dn J-Ji —  dt. 


Cette  relation,  jointe  a  la  formule  (12),  définit  complètement  la  route 
tracée  par  le  point  M'  sur  le  plan  (P').  On  voit  que  Vaire  décrite  par 
le  rayon  OM'  est  proportionnelle  au  temps. 

Cette  seconde  représentation  géométrique  du  mouvement  étant  bien 


Tig.  275 

comprise,  considérons  les  deux  cônes  du  second  degré,  (C)  lien  de  G  M, 
(C)  lieu  de  OM',  invariablement  liés  Tun  à  l'autre;  et  faisons  rouler 
le  cône  (C),  avec  la  vitesse  requise,  sur  le  cône  fixe  (H),  ayant  pour  base 
l'herpolhodie.  Le  cône  (C  )  restera  en  contact  avec  le  plan  invariable  (P'  ); 
mais  il  aura  un  double  mouvement  :  il  roulera  sur  ce  plan  avec 
la  vitesse  Vh.   OM',  et  il  tournera  en  même  temps  autour  de  01 
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ë 

z 

avec  la  vitesse  constante  -•  Rendons  le  plan   (P')   mobile  autour 

de  01  et  imaginons  en  même  temps  une  disposition,  par  exemple  un 
engrenage  ou  un  état  rugueux  des  surfaces  en  contact,  forçant  le 
cône(C')  à  rouler  sur  le  plan  (P').  Alors,  pendant  le  mouvement  le 
plan  (P')  sera  entraîné  par  le  cône  (C)  et  tournera  autour  de  01  avec 

A 
la  vitesse  constante  -•  Par  conséquent,  si  l'on  considère  une  partie 

quelconque  du  mouvement,  Tangle  dont  ce  plan  aura  tourné,  muUiplié 

par  -  >  mesurera  le  temps  qui  s^est  écoulé   dans  le  passage  de  la 
à 

position  initiale  à  la  position  finale  du  corps.  Inversement,  si  nous 
réalisons  matériellement  toute  cette  disposition  ;  le  cône  (H)  fixe  dans 
l'espace,  les  cônes  (C)  et  (C)  invariablement  liés  l'un  à  l'autre,  le 
cône  (0)  assujetti  à  rouler  sur  (H),  le  plan  (P')  mobile  autour  de  01 
et  assujetti  à  rouler  sur  le  cône  (C);  il  suffira,  comme  il  s'agit  d'un 

système  à  liaison  complète,  de  faire  tourner  le  plan  (P')  sur  lui-même, 

h 
avec  la  vitesse  constante  y»  pour  voir  le  cône  (C)  rouler  sur  (H)  avec 

la  vitesse  qui  est  exigée  par  la  représentation  de  Poinsot.  Ainsi,  pour 
obtenir  cette  vitesse  variable,  il  sufiira  d'imprimer  à  un  plan  mobile 
autour  d'un  axe  une  vitesse  constante  de  rotation. 

Cette  disposition,  qu'un  constructeur  pourrait  aisément  réaliser, 
fournit  l'interprétation  complète  des  deux  équations  que  nous  avons 
données  relativement  à  l'herpolhodie  et  qui  contiennent  le  temps.  Ce 
qui  a  motivé  peut-être  l'objection  faite  à  la  solution  de  Poinsot,  c'est 
que  cet  illustre  géomètre,  après  avoir  obtenu  par  un  procédé  ingénieux 
la  relation  entre  ô  et  p  qui  définit  l'herpolhodie,  s'est  contenté  d'indi- 
quer, sans  faire  les  calculs,  un  moyen  de  trouver  l'autre  équation, 
celle  qui  définit  le  mouvement  du  pôle  sur  la  courbe. 


IV 

Dans  un  Mémoire  inséré  aux  Phihsophical  Transactions  (t.  CLVI, 
1866),  On  ihe  Motion  of  a  Rigid  Boly  acted  on  hy  no  external  Forces, 
M.  Sjlvester  a  démontré  relativement  à  la  représentation  de  Poinsot 
quelques  propositions  curieuses  et  qui  la  complètent  de  la  manière  la 
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plus  heureuse.  Nous  allons  exposer  ces  propositions  en  nous  plaçant 
à  un  nouveau  point  de  vue. 
Nous  commencerons  par  démontrer  le  théorème  de  géométrie  suivant  : 
Étant  donnée  unepolhodie  (P),  tracée  sur  un  ellipsoïde  ou  sur  toute  autre 
surface  à  centre  du  second  degré  (E),  si  Fon  porte  des  lonçueurs  égales  tur 
les  normales  à  la  sur/ace  ayant  leur  pied  sur  la  polkodU^  le  lieu  des 
extrémités  de  ces  longueurs  est  une  nouvelle  polhodie  (P,),  tracée  sur  une 
nouvelle  sur/ace  (E,)  homo/ocale  à  une  surface  homothétique  de  (E).  De 
plus  les  normales  à  h  sur/ace  (E),  aux  diférents  points  de  (P),  sont  aussi 
normales  à  la  sur/Uce  (E,),  aux  points  correspondants  de  (P,)  (*). 

Si  nous  conservons  les  notations  précédentes,  la  polhodie  (P)  sera 
déânie  par  les  équations  (5).  La  normale  en  un  point  quelconque 
{x,  y,  z)  de  la  polhodie  aura  pour  équations  : 

X  — a?_  Y— y_Z—  z 
x  y  z 

abc 

La  valeur  commune  des  rapports  précédents  est  : 

.    K(X  -  xf  4-  (Y  -  vY  -h  (Z  -  zY 

-v • 

Vh 

l 

Si  donc  on  porte  sur  la  normale  une  longueur  constante  X  — -  l'ex- 

Vh 

trémité  (x,,  y,,  ^,)  de  cette  longueur  sera  définie  par  les  équations  : 

X,  —  X  __  y.  —  y  _  ^,  Z"  f  —  _  - 
X  y  z 

abc 

X  étant  considéré  comme  positif  quand  la  longueur  constante  est 
portée  dans  le  sens  contraire  a  celui  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  le  plan  tangent. 


(')  Oa  peut  eacore  rultnchor  à  cotle  Ihéorio  le  théorème  de  géométrie  suivant,  dont 
le  lecteur  trouvera  sans  peine  la  démonstration  : 

Étant  données  deux  surfaces  eoneentHques  {E)t  (I^t)  et  telles  que  Vune  soit  homothétique  à 
une  swface  homqfocale  de  Vautre^  elles  ont  une  infinité  de  normales  communes  dont  les 
pieds  décrivent  sur  les  deua  surfaces  des  polhodies. 
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On  déduit  dos  équations  précédentes  : 

(28)  -  =  r->         ,=7 :»        -  =  q» 

et  si  Ton  porte  les  valeurs  de  x^  y,  z  déduites  des  équations  précédentes 
dans  celles  de  la  polhodie,  on  obtiendra  deux  relations  qu^on  ramènera 
aisément  à  la  forme  suivante  : 


(a  — X)»       (ô-  X)«  "*"  (c—  X)'~  A 

Ces  équations  démontrent  le  théorème  proposé.  Elles  représentent 
en  effet  une  polhodie  tracée  sur  la  surface  (E,)  dans  laquelle  les  carrés 
des  axes  a',  h\  c'  ont  pour  expressions  : 


«•  =  («-  X)  (i  -  ~y 


L,_ 


(30)  ;  j'  =  (ô_x)^i_M.'y 


!.=(.->,,(.-^i-) 


la  distance  du  centre  au  plan  tangent  étant  la  valeur  absolue  de 

Vh 


1  ('  -  ^) 


XiOs  formules  (30)  nous  montrent  que  (E,)  sera  bien  homofocale  à 
une  surface  homothétique  de  (E);  d^autre  part  les  équations  (28) 
expriment  que  les  normales  aux  points  correspondants  de  (E)  et  de  (E,) 
coïncident  et  que  par  conséquent  les  plans  tangents  en  ces  puints 
sont  parallèles. 

Cela  posé,  considérons  le  mouvement  dans  laquelle  la  première 
surface  (E)  roule  sur  le  plan  fixe  (P),  et  soit  M  le  point  de  contact. 
Portons  sur  la  normale  en  M  la  longueur  : 
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à  des  axes  fixes,  on  le  rapporte  à  des  axes  tournant  uniformément 
autour  de  la  perpendiculaire  0 1  au  plan  invariable. 
Désignons  par 

la  grandeur  de  la  rotation  imprimée  aux  axes.  Comme  elle  est  dirigée 
suivant  01,  ses  projections  sur  les  axes  principaux  de  la  surface  (E) 

s^obtiendront  en  multipliant  par  XI  les  cosinus  —->  —9  — -  des  angles 

al    bl    cl 

de  01  avec  ces  axes.  On  aura  ainsi  : 

A  -  »        A  -  >         A  -  > 

abc 

pour  les  expressions  de  ces  projections.  Par  conséquent  la  rotation 
de  (B)  par  rapport  aux  axes  mobiles  aura  pour  composantes  : 


(32) 


,.=,(:-J).    ,=,{^-^.    ^='(i-i) 


En  substituant  dans  les  équations  d'Euler  les  expressions  de  p,  q^  r 
eu  fonction  de  p't  ç' ,  r\  on  trouvera  : 


dp 
dû 


'  ^  /         >A       ajc^b)    q'r' 

-1  -'t.(.-^)(.-^y 


et  les  équations  analogues.  Or,  si  Von  pose  : 

(33)  a'=m(a  — >0,      b'  =m{b^\),      c'=m{c—X), 

ces  équations  reprennent  la  forme  primitive  : 

dp'  __  a'  {c'  ~  b')    ,  , 
dC'^        c'b'        ^'''     - 

et  par  conséquent  les  rotations  relatives  y,  ç\  r'  définissent  le  roule- 
ment d^une  surface  dont  les  axes  seraient  donnés  par  les  formules  (33). 
Les  équations  {32)  qu^on  peut  écrire  : 

v'       p  û'        û  r'       r 

(34)  w^=-»      m-,=l^      m-7=:"i 
^     ^  a'       a  b        b  c        c 
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montrent  que  la  direction  du  plan  invariable  n'a  pas  changé  ;  ce  qui 
achève  d'établir  la  proposition  de  M.  Sjlvester. 

Si  Ton  désigne  par  V  et  A'  les  nouvelles  valeurs  de  l  et  de  h^  on 
trouve,  comme  conséquence  des  relations  établies  : 


Les  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  permettent  de 
présenter  Tinterprétation  géométrique  d'un  résultat  de  Jacobi  qui 
résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la  théorie  de  Poinsot.  Imaginons 
que  l'on  considère  cette  période  du*  mouvement  pendant  laquelle  le 
pôle  instantané  décrit  entièrement  la  polhodie.  Il  est  clair  que,  lorsque 
la  révolution  du  pôle  sera  achevée,  le  corps  sera  dans  la  même  situation 
que  s'il  avait  tourné,  tout  d'une  pièce,  d'un  certain  angle  autour  de  la 
perpendiculaire  01  au  plan  invariable.  Si. donc,  au  lieu  de  rapporter 
le  mouvement  k  des  axes  fixes,  on  suppose  que  les  axes  Ox^  Op  situés 
dans  le  plan  invariable  soient  animés  d'une  rotation  uniforme,  de 
manière  à  tourner  du  même  angle  que  le  corps  dans  la  période  du 
mouvement  considérée,  on  voit  que  le  mouvement  relatif  à  ces  axes 
mobiles  sera  oscillatoire  et  périodique.  Le  mouvement  absolu  peut 
donc  être  considéré  comme  se  composant  d'une  rotation  constante 
autour  de  01  et  d'un  mouvement  oscillatoire  auquel  Jacobi  a  donné 
le  nom  de  mouvement  oscillatoire  moyen.  Les  remarques  précédentes 
permettent  de  le  définir  géométriquement. 

Nous  avons  vu  que  ce  mouvement  peut  être  représenté  par  le 
roulement  d'une  surface  sur  un  plan.  Mais  ici  l'herpolhodie  doit  être 
une  courbe  fermée  pour  laquelle  l'angle  polaire  0  reprendra  la  même 
Taleur  après  une  révolution  complète.  Et  par  conséquent  la  surface 
qui  roule  devra  être,  comme  nous  l'avons  établi,  un  hjperboloîde  à 
une  nappe.  On  peut  même  ajouter  que,  dans  ce  cas,  la  polhodie  sera 
tracée  autour  de  l'axe  réel  majeur  de  la  surface. 

Les  équations  déjà  données  de  Therpolhodie  vont  nous  permettre 
de  déterminer  le  mouvement  oscillatoire  mo^^en. 

Reprenons  en  efi'et  les  équations  (31)  et  soient  a  et  0  les  valeurs 
extrêmes  de  p.  L'angle  total  6o  dont  tournera  le  rayon  vecteur  quand  p 
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▼arie  de  3  ^  z  est  donné  par  la  relation  : 


(36) 


Il  suffira  de  déterminer  X  par  la  condition  que  cet  angle  s^annule 
et  Ton  connaîtra  ensuite  le  mouvement  (B,). 
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SUR  LA  THÉORIE  DE  POINSOT  ET  SUR  DEUX  MOUVEMENTS 
DIFFÉRENTS,  CORRESPONDANTS  A  LA  MÊME  POLHODIE. 


Dans  la  note  précédente  nous  avons  considéré  la  généralisation  du 
mouvement  de  Poinsot  qui  consiste  k  faire  rouler  sur  un  plan,  non 
plus  un  ellipsoïde,  dont  les  axes  sont  même  assujettis  à  certaines 
relations  dMnégalité,  mais  une  surface  quelconque  à  centre  du  second 
degré.  Ce  mouvement  est  défini  par  les  équations  : 

dp       a  {c—à) 

—  = ûr, 

[    d£  bc 

,,x  )  d(f       b  (a—  c) 

9 

dr       c  (b  —  a) 
dt  ab 

ou  a,  bf  c  désignent  les  carrés  des  axes  de  la  surface  qui  roule  sur  le 
plan  fixe.  Les  rapports  de  ces  constantes  entrant  seuls  dans  les  équa- 
tions, il  est  clair,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  géométriquement,  que 
Ton  pourra,  dans  la  définition  du  mouvement,  remplacer  la  surface 
par  une  surface  homothétique. 

Si,  au  lieu  des  équations  précédentes,  on  prenait  les  suivantes  : 

/   dp 

(2)  '   ^^  __  /a   ^^ 

dr 
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on  aurait,  il  est  aisé  de  le  recoDiiaître,  un  mouvemoiit  plus  gtoéral. 
Pour  que  les  équations  (2)  puissent  en  effet  être  identifiées  mox 
équations  (1),  il  faudra  que  Ton  puisse  trouver  des  nombres  s,  3,  ^ 
dont  les  rapports  satisfassent  aux  trois  équations  : 

/f»\  a  {c  —  b)  b  (a  —  c)  e  {b  —  a) 

(3)    »'  =  — j7— '  ^'  =  -^r-'  ■^•  =  ■-7» — 

L'élimination  des  rapports  de  a,  b^  c  conduit  à  la  relation  suivante  : 

(4)  a»  -f-  3,  4- Yi  +  «.P.Ï.  =  0, 

qui  doit  être  satisfaite  pour  que  les  équations  (2)  définissent  le 
mouvement  correspondant  aux  formules  (1)  et  auquel  nous  don- 
nerons, par  un  juste  hommage,  le  nom  de  moHvemeHi  de  PoinsoL 

Il  résulte  de  Ik  que,  lorsqu'on  aura  obtenu  un  mouvement  de  Poinsot, 
dans  lequel  les  rotations  satisfont  aux  équations  (1),  on  en  aura  une 
infinité  d'autres  pour  lesquelles  les  rotations  p',  q\  r'  seront,  à  chaque 
instant,  égales  aux  rotations  p,  ç,  r,  multipliées  par  des  nombres 
constants.  Si  Ton  pose  en  effet  : 


(5)  /=a>,      ç'  =  p'çy       r^=ir, 

p\  q\  r'  satisfont  à  des  équations  de  la  forme  (2)  dans  lesquelles  les 
constantes  a|,  3i)  ït  o^^  ^^^  valeurs  suivantes  : 

W    «1= TZ ftTïï'       ?i  = — -f-i'      ït= TT -7Â7" 

OC      ^  ^  ac      a  Y  ^^        ^  h 

En  exprimant  que  ces  valeurs  vérifient  l'équation  (4),  on  aura 
l'unique  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  a',  3,  ï'  • 

(7)a'((;-ô)(a'«-l)-l-ôH«-c)(P'*— 1)-+-^'(*-«)(y'"— 1)  =  0. 

Il  restera  donc  deux  constantes  arbitraires. 

L'étude  des  relations  entre  tous  les  mouvements  qui  sont  ainsi 
associés  à  un  mouvement  donné,  mériterait  d'être  faite  avec  soin. 
La  théorie  de  M.  Sj^lvester  que  nous  avons  développée  dans  la  Note 
précédente  repose  précisément  sur  la  considération  de  quelques-uns 
d'entre    eux.    Nous    ne   voulons    pas   entreprendre    ici    leur    étude 
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générale;  nous  allons  seulement  examiner  un  cas  très  particulier 
qui,  comme  nous 'le  verrons,  est  susceptible  d*une  application  très 
digne  dMntérêc. 


II 

Considérons  un  mouvement  de  Poinsot,  déâni  parles  équations  (I) 
jointes  à  IMntégrale  des  forces  vives  : 

(8)  ^4-^4-!!  =  /, 

^  ^  abc 

et  à  Tintégrale  des  aires  que  Ton  peut  évidemment  écrire,  en  multi- 
pliant a,  d,  e  par  une  constante  convenablement  choisie  : 

«'       Q^       r' 

(9)  ^4-|.    4-         :^1. 

a'       ô*       c' 

Les  résultats  établis  à  Tarticle  précédent  montrent  que  si  Ton  prend 
le  mouvement  dans  lequel  les  rotations  sont  : 

riO)  /=—;?,       (?'=  — ^,       r'=  — f, 

ce  sera  encore  un  mouvement  de  Poinsot.  La  relation  (7)  est  en  effet 
vérifiée  par  les  valeurs  : 

Ainsi,  d'un  premier  mouvement  (E),  défini  par  les  formules  (1),  (8) 
et  (9),  on  peut  en  déduire  un  autre  (E'),  dans  lequel  la  rotation  est  à 
chaque  instant  égale  et  contraire  à  celle  du  premier  mouvement.  Nous 
allons  étudier  la  relation,  qui  est  évidemment  réciproque,  entre  ces 
deux  mouvements.  Si  nous  dé:signons  para',  b\  c\  h'  les  constantes 
relatives  au  mouvement  (E'),  l'intégrale  des  forces  vives  et  l'intégrale 
des  aires  dans  ce  nouveau  mouvement  seront  : 


(II) 


p' 

û' 

r' 

h\ 

a! 

i- 

b' 

-h 

? 

P' 

q' 

r' 

1 

a'' 

+ 

h'' 

4- 

c'* 

1, 

Despeyrous.  —  Mécanique.  II.  :i3 


514  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

et  il  faudra  évidemment  exprimer  que  ces  deux  équations  s^obtiennent 
en  combinant  linéairement  les  relations  (8)  et  (9).  On  obtient  ainsi 
système  : 


(12) 


1       X       [i 

1        X'       •,' 

1       X       li 

1        X'       li.' 

1       X        (i 

1        X'       1*' 

\   h'  =U-h  [JL,      1  =  X'A-f-  |jl', 

qui  contient  implicitement  toutes  les  relations  entre  les  deux  mou- 
vements. 

Ces  formules  nous  donnent  deux  expressions  différentes  pour  chacun 
des  axes  a' ,  b\  c' ,  En  les  égalant,  nous  avons  un  système  de  trois 
équations,  qui  expriment  que  a,  b,  c  sont  les  racines  de  Téquation  du 
troisième  degré  : 

(13)  (X'x  +  ix')  X*  —  (kx  4-  ja)*  =  0. 
Posons  pour  abréger  : 

•    a  -h  b  -h  c  =^  V, 

(14)  )    ab  -^  ac  -\-  bc  —  Q, 

(   abc  =  11. 

En  écrivant  que  Téquation  (13)  a  mêmes  racines  que  la  suivante  : 

x^  —  Px'  -f-  Qa?  —  R  =  0, 

on  aura  les  conditions  : 

X*  —  [l'  =  X'  P,       2Xix  =  —  X' Q,       jjl'  =  X'  R, 

qui,  jointes  aux  deux  dernières  formules  (12),  vont  nous  donner  a,  X', 
jA,  |ji'  et  A' . 
Désignons  par  Q'  la  quantité  définie  par  la  formule  : 

(15)  0«  =  Qî_-.4R(P  — ^), 
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nous  trouverons  : 

2Q  2R 

...  /=-û'      '*=-û- 

^^  ^  ^,        4R         ,       Q'-  4RP 

>^   =  0»'      1*  =  — Qi 

et  les  formules  (12)  nous  donneront  a\  J>\  c\  h' ,  Introduisons  les 
notations  suivantes  : 

2R 

0L^=zab-\-ac — ^e?  =  Q y 

a 

2R 

(17)  P  =  a*  4- ^c  — fl(?  =  Q 7-> 

'  2  2  ^  2R 

nous  aurons  les  formules  : 

a'  =  —  y      6'  =2  —f      e  =  —  » 

\   ^  = û ' 

qui  résolvent  complètement  la  question  proposée.  Si  Ton  désigne  par 
a' 9  y  y  "('y  ^'  ^^^  quantités  analogues  à  a,  P,  y,  Q  et  relatives  au 
second  mouvement,  on  en  déduit  les  formules  : 

(19)  Û'  =  Û,       aa'  =  3P'  =  yy'  =  û«, 

qui  mettent  en  évidence  la  réciprocité  entre  les  deux  mouvements. 
Signalons  encore  les  relations  : 

rao^       g'  {V  -  a')  _  g'  {V  -^  6')  _  y'  (h'  ^  c^)  _       agy 
^^  A  —  a      "■      h  — 6      ■"      A-c      ""        Û 

Toutes  les  fois  que  le  premier  mouvement  sera  réel,  il  en  sera  de 
même  du  second.  Il  suffira,  pour  le  prouver,  de  faire  voir  que  la 
quantité 

Q'  =  Q«  — 4R(P  — *) 
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est  positive.  Or,  h  étant  nécessairement  comprise  entre  a  et  e^  le  carré 
de  D  sera  compris  entre  les  deux  quantités  : 

Q'  —  4R  (P  —  a),      Q«  —  4H  (P  —  c), 

qui  sont  essentiellement  positives;  car  Tune  est  le  carré  de  a  et  l'autre 
le  carré  de  y. 

Bien  plus,  les  relations  (19)  nous  montrent  que  a,  0,  y  auront 
respectivement  le  même  signe  que  a',  ^',  y'  *  ^^  P^  conséquent  si  la 
surface  correspondante  au  premier  mouvement  est  un  ellipsoïde 
d^inertie,  il  en  sera  de  même  de  la  surface  correspondante  au 
second. 


III 


Après  avoir  défini  les  relations  entre  les  deux  mouvements  (E), 
(E,),  nous  allons  déduire  quelques  conséquences  qui  résultent  de  leur 
considération  simultanée.  Soit  (C)  le  système  des  axes  mobiles  formé 
par  les  axes  principaux  des  deux  surfaces  (E),  (Ë,),  correspondantes 
aux  deux  mouvements.  Si  Ton  construit  le  point  dont  les  coordonnées 
par  rapport  à  ces  axes  sontp,  ç,  r,  il  décrira  une  même  polhodie  (P) 
qui  sera  commune  aux  deux  mouvements.  Dans  le  premier  mouve> 
ment  (E),  le  cône  (0)  ayant  pour  base  cette  polhodie  roulera,  avec 
une  vitesse  égale  au  rayon  vecteur,  sur*  un  cône  fixe  (A)  ayant  pour 
base  une  herpolhodie  (H);  dans  le  second  mouvement  (K'),  le  même 
cône  (C)  roulera  avec  une  vitesse  égale,  mais  en  sens  contraire,  sur 
un  autre  cône  fixe  (B),  ayant  pour  base  une  autre  herpolhodie  (H'); 
Qt  la  génératrice  de  contact  du  cône  (C)  avec  les  deux  cônes  Jlxes  sera  la 
même  à  chaque  instant  dans  les  deux  mouDements,  Au  lieu  de  considérer 
les  deux  mouvements  différents  du  système  (C)  par  rapport  aux 
systèmes  (A)  et  (B),  rendons  le  système  (C)  fixe  et  observons  les 
mouvements  de  (A)  et  de  (B)  par  rapport  à  (C).  Dans  ces  deux 
mouvements  (E'),  (E',),  inverses  des  précédents,  les  deux  cônes  (A) 
et  (B)  rouleront  sur  le  cône  (C),  ayant  pour  base  la  polhodie  (P); 
mais  de  plus  la  génératrice  de  contact  sera  la  même  à  chaque  instant  et 
par  conséquent  les  deux  cônes  rouleront  Vun  sur  Vautre,  Il  suit  de  là  que  : 

Le  mouvement  de  (B)  par  rapport  à  (A)  s* obtiendra  en  faisant  rouler 
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directement  le  cône  ayant  pour  base  therpolhodie  (H')  sur  k  cône  ayant 
pour  base  tkerpolkodU  (H). 

Dans  ce  mouvement  les  deux  courbes  (H),  (H')  seront  constamment 
en  contact  et  la  vitesse  de  rotation  sera  double  du  rayon  vecteur  qui 
va  du  centre  au  point  de  contact. 

Nous  verrons  que  c*est  à  ce  mouvement  de  (B)  par  rappolt  à  (A) 
que  peut  se  ramener  dans  tous  les  cas  celui  d'un  corps  pesant  de 
révolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe. 


IV 


Il  nous  reste  à  faire  connaître  une  proposition  qui  se  rattache  aux 
précédentes  et  qui  concerne  la  polhodie. 

ZHntersection  de  deux  sur/aces  du  second  degré  concentriques  et  ayant 
les  axes  principaux  dirigés  suivant  les  mêmes  droites,  peut  en  général  être 
considérée t  et  de  deux  manières  diférentes,  comme  une  polhodie. 

Soient  en  effet  : 

(    A  a?'  -f-  B  y'  +  C  ^'  =  D, 
(   X'x*  -I-  B'r  ■+-  C'^«=D', 

les  équations  d*une  telle  courbe.  La  proposition  sera  démontrée,  si 
nous  établissons  qu^on  peut  les  ramener  à  la  forme  : 


a 
a» 


T  +  -  =  A, 


yj 


c 


-  -h  -  —  z» 


OU  a,  bf  e^  A,  /sont  des  constantes  quelconques.  Il  faudra  donc  exprimer 
que  ces  dernières  équations  sont  des  combinaisons  linéaires  des  pre- 
mières. On  trouve  ainsi  pour  a,  by  c  les  deux  équations  : 


ABC 
A'    B'    C 
1      1      1 
abc 


=  0, 


ABC 
A'    B'    C 

i    i     1 
ô*    b^     c» 


=  0, 
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qui  sont  évidemment  de  la  forme  : 

m       n       p       ^ 

-  +  ^  +  -  =  0, 
.a        0       c 

(19) 

a*      6^      c* 

Elles  déterminent  en  général  deux  systèmes  de  valeurs  différentes 
pour  les  rapports  des  axes.  Ces  valeurs  seront  réelles  toutes  les  fois 
que  Ton  aura  : 

mnp  {m  -h  n  h  p)  <  0. 

Dans  ce  cas,  la  courbe  sera  une  polhodie  tracée  sur  deux  surfaces 
réelles;  et  les  deux  mouvements  correspondants  seront  ceux  dont 
nous  venons  d^étudier  les  relations. 

Si  rinégalite  précédente  n'était  pas  vérifiée,  les  deux  mouvements 
précédents  deviendraient  imaginaires. 

Enfin  si  Ton  a  : 

mnp  (w  4-  «  4-  p)  =  0, 

la  courbe  est  plane  ou  tracée  sur  une  sphère  et  elle  ne  peut  pas  en 
général  devenir  une  polhodie. 

Le  cas  où  la  somme  de  deux  des  trois  quantités  m,  fi,  p  est  nulle, 
mérite  une  mention  spéciale.  Supposons  par  exemple  : 

m  -h  n  =  0. 

Les  équations  (19)  admettent  alors  la  solution  : 

L'une  des  deux  surfaces  pour  lesquelles  la  courbe  est  une  polhodie 
se  réduit  à  un  cylindre,  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z.  Dans  le 
mouvement  correspondant  le  cylindre  de  révolution  demeure  en  contact 
avec  un  plan  fixe;  mais  la  génératrice  de  contact  tourne  autour  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  fixe  sur  ce  plan,  avec 
une  vitesse  angulaire  constante. 

L'herpolhodie  correspondante  est  définie  par  les  formules  de  la 
page  493,  ou  Ton  aurait  : 

n  =  F  (0)  =  0. 
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Quant  au  second  mouvement  correspondant  à  la  même  courbe,  il 
présente  cette  seule  particularité  que  la  quantité  désignée  par  y  dans 
les  formules  (17)  est  égale  à  zéro. 

Pour  toute  polhodie  tracée  sur  une  surface  dont  les  axes  satisfont  à 
cette  relation  : 

Y  =  0, 

le  second  mouvement  ne  sera  autre  que  celui  dont  nous  venons 
d'indiquer  rapidement  la  définition. 

La  proposition  que  nous  venons  d^étudier  est  due  à  M.  de  La  Gour- 
nerie  qui  Ta  démontrée  dans  ses  Recherches  sur  les  sur/aces  réglées 
téiraédrales  symétriques,  page  165.  Cet  excellent  géomètre  n^a  rien  fait 
connaître  sur  la  partie  mécanique  ou  cinématique  de  la  question  dont 
nous  nous  occupons;  mais  en  utilisant  quelques  propositions  de 
géométrie  qu^'l  a  données  en  différentes  parties  do  son  ouvrage,  on 
peut  compléter  en  plusieurs  points  les  résultats  précédents  et  définir 
les  relations  géométriques  qui  existent  entre  les  deux  surfaces  du 
second  degré  dont  la  courbe  d'intersection  est  une  polhodie  à  la  fois 
pour  les  deux  surfaces.  Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

La  courbe  d'intersection  de  deux  sur/aces  du  second  degré  ayant  les 
mimes  axes  principaux  est  normale  à  une  infinité  de  sur/aces  homojbcales 
du  second  degré  formant  une  des  trois  familles  d'un  système  orthojonal. 

Rapportons  en  effet  cette  courbe  (C)  à  ses  axes  principaux.  On  peut 
évidemment  exprimer  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  de  ses  points,  en 
fonction  d'un  paramètre  variable  p,  par  des  équations  de  la  forme  : 

^  j;*  =  m  (a  —  p), 

(20)  .   y^  =  n{b—  p), 

[  z"  =p  (c  — p), 

a,  b,  Cy  m,  tt,  p  désignant  des  constantes. 

La  surface  du  second  degré  déterminée  par  Téquation  : 

j/'  v'  z^ 

(21)  h  -. 1 z=m  -h  n  -h  Pj 

a  —  p       0  —  ç>       c  —  p 

passe  évidemment  par  le  point  considéré  de  la  courbe  et  on  vérifiera 
aisément  qu'elle  est  normale  h  la  courbe  en  ce  point.  La  proposition 
est  donc  démontrée. 
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Dans  le  cas  ou  Ton  a  : 

f»  -h  n  4-  p  =  0, 

la  courbe  (C)  est  tracée  sur  une  sphère,  et  les  surfaces  Dormales  sont 
des  cônes  homo focaux.  En  écartant  ce  cas  exceptionnel^  on  peut 
multiplier  a,  b,  c,  p  par  une  constante  et  disposer  de  £ette  constante 
de  telle  manière  que  Ton  ait  : 

m  -h  n  -h  p  =  l. 

Alors  réquation  prendra  la  forme  : 


(22) 


-   -f-  -, h 


a  —  p       6  —  p      e  —  p 


=  1. 


Il  résulte  des  formules  (20)  que  Pintervalle  dans  lequel  varient  les 
valeurs  de  p  correspondantes  aux  points  réels  de  la  courbe  (C)  ne  peut 
comprendre  aucun  des  trois  nombres  a,  by  c.  Par  conséquent  réqua- 
tion (22)  ne  pourra  représenter  que  Tune  des  trois  familles  d^un 
système  triple  orthog^onal. 

Puisque  la  courbe  (C)  est  normale  a  toutes  les  surfaces  représentées 
par  réquation  (22),  nous  pouvons  conclure  qu^elle  est  Tintersection  de 
deux  surfaces  réelles,  appartenant  respectivement  aux  deux  autres 
familles  du  système  orthogonal,  et  nous  retrouvons  ce  théorème  de 
M.  de  La  Gournerie  (*). 

Toute  courbe  tracée  sur  deux  sur/aces  du  second  degré  ayant  les  mêmes 
axes  principaux  peut  toujours  être  considérée  comme  Vintersection  de  deux 
surfaces  homo/ocales  réelles  pour  lesquelles  elle  est  une  ligne  de  courbure 
commune. 

Les  paramètres  p,,  p^  de  ces  deux  surfaces  seront  définis  par  les 
équations  : 


(a  —  5,")  ia  —  p,) 

{a  —  ô)  (a  —  c) 


(d  —  a)  {ô  —  c) 


~"  (c  —  a)  (c  —  â) 


■—  » 


(«)  Ouvrage  cité,  p.  163. 
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ce  seront  les  racines  de  Téquation  du  second  degré  en  v  : 

-+-  -7^ h  --—  =  0. 


a  —  u       b  —  w       c  —  M 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  deux  surfaces  pour 
îesquelles  la  courbe  (C)  est  une  polhodie.  L^équation  générale  des 
surfaces  qui  contiennent  cette  courbe  est  : 

(a  —  IC)  x"  (b  —  k)  y*  (c  —  1ù)  z"       _ 


(a  —  p,)  (a  —  pj       (b  —  p,)  (b  —  p.)       ((?  —  p,)  (c  -  p,) 

k  désignant  un  paramètre  variable. 

La  distance  P  du  centre  au  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface 
est  donnée  par  Téquation  : 

1  __       (a  ~  ky  x"  (b  —  li)^  1/  (c  —  ky  z" 

Bemplaçons  x^^  y*,  z^  par  leurs  valeurs  relatives  à  un  point  de  la 
courbe;  et,  pour  exprimer  que  la  distance  P  est  invariable,  annulons 

le  coefficient  de  p  dans  --,  •  Nous  aurons  Péquation  : 

(a  —  ky  (b  —  ky 


(a  —  p,)  (a  —  p,)  {a  —b){a'-  c)      (^  —  p,)  (^  —  p,)  {b  -  a)  (^  -  c) 

+  ___J^Zlil__ =0 

(C  — pj((?  — p,)(C  — fl)((?  — *) 

à  laquelle  on  peut  donner  la  forme  plus  simple  : 

(p,  -  ky  __  (p,  -  ky 


(a  -  pO  (b  —  pj  (c  -  p,)      (a  —  p.)  (b  —  p.)  (C  —  p,) 

Cette  équation  nous  donnera,  comme  il  fallait  s*y  attendre,  deux 
valeurs  de  k.  Ces  valeurs  ne  seront  réelles  que  si  le  quotient 

(a  —  p.)  (b  —  p,)  (g  •—  p.) 
(a  —  p.)  {b  —  p.)  ((?  -  p,) 

est  positif,  c^est  à  dire  si  p,  et  p,  sont  respectivement  les  paramètres 
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d'un  ellipsoïde  et  d'an  hjperboloïde  à  deux  nappes.   Nous  sommes 
ainsi  conduits  à  cette  nouvelle  proposition  : 

La  courbe  (C),  toutes  lesjbis  qu'elle  n'est  pas  sphériçue,  est  une  polkoik 
tracée  sur  deux  surJUces  différentes;  mais  ces  sur/aces  ne  sont  réelles  que  dm 
lecasoU  les  sur/aces  normales  à  la  courbe  sont  des  kyperbolofbies  à  une  nappe. 

Au  moyen  des  formules  données,  on  vérifiera  aisément  la  propo- 
sition suivante  qui  confirme  le  résultat  précédent. 

Si  l'on  construit  l* hyper boloïde  qui  est  normal  en  un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  (C),  les  deux  génératrices  rectiliçnes  de  cet  hyperhlMe  qui 
passent  en  M  sont  les  normales^  en  ce  mime  point,  aux  deux  sur/aces  pour 
lesquelles  la  courbe  est  une  polhodie. 


Tous  ces  hjperboloïdes  homofocaux,  normaux  a  une  même  polhodie, 
possèdent  une  remarquable  propriété  cinématique  que  nous  allons 
d'abord  établir. 

On  connaît  la  correspondance  qu'a  établie  Ivorj  entre  les  points  de 
deux  ellipsoïdes  homofocaux;  la  méthode  d'Ivory  peut  «évidemment 
être  appliquée  à  deux  surfaces  homofocales  d'une  même  famille  et  en 
particulier  à  deux  hyperboloïdes  à  une  nappe  homofocaux.  Les  points 
correspondants  sur  ces  deux  surfaces  se  trouveront  sur  une  même 
trajectoire  orthogonale  de  la  famille  des  hyperboloïdes  homofocaux, 
et  le  théorème  précédent  pourra  évidemment  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

Za  polhodie  (C)  est  le  lieu  des  points  correspondants  d'un  point  donné 
d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  sur  tous  les  hyperboloïdes  homofocaux. 

La  correspondance  établie  par  Ivory  étant,  comme  on  sait,  une 
transformation  homographique,  les  génératrices  rectilignes  de  Tan 
des  hyperboloïdes  auront  nécessairement  pour  correspondantes  les 
génératrices  rectilignes  sur  tous  les  autres  hyperboloïdes  homofocaux. 
Considé l'eus  sur  un  des  hyperboloïdes  un  segment  déterminé  de  Tune 
quelconque  d'entre  elles  ;  quand  on  passera  de  cette  surface  à  toutes 
les  autres,  ce  segment  demeurera  rectiligne;  de  plus  les  trajectoires 
de  ses  extrémités  seront  normales  à  la  surface  sur  laquelle  il  se  trouve 
et  par  suite  au  segment  lui-même.  Donc,  la  longueur  de  ce  segment 
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demeurera  constante  et  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante, 
due  à  M.  Greenhill  (*). 

L'kyperboloïde  à  une  nappe  est  susceptible  d'une  déformation  dans 
laguelle  les  génératrices  rectiUgnes  demeurent  recUliçnes,  les  longueurs 
des  côtés  de  tous  les  quadrilatères  gauches  f(rrmés  par  ces  génératrices 
demeurant  invariables.  Si  on  le  dispose  dans  (espace  de  telle  manière  que 
son  centre  et  les  directions  de  ses  axes  restent  fixes,  il  demeurera  constam- 
ment homojbcal  à  lui-même,  et  les  trajectoires  de  ses  différents  points 
seront  normales  à  ses  positions  successives, , 

■V. 

Il  y  a  deux  faits  intéressants  dans  cette  proposition.  Signalons 
d^abord  la  possibilité  de  déformer  le  réseau  formé  par  les  génératrices 
rectilignes  des  deux  systèmes,  de  telle  manière  que  leurs  pointa 
d'intersection  demeurent  toujours  les  mêmes.  Â.vant  d'être  étudiée  par 
la  théorie,  cette  propriété  avait  été  utilisée  par  la  pratique,  au  moins 
dans  le  cas  où  la  surface  est  de  révolution.  Tout  le  monde  connaît 
ces  ingénieux  appareils  qui  servent  de  cache-pot,  qui  sont  formés 
de  deux  systèmes  de  tiges  rigides,  rattachées  les  unes  aux  autres 
à  leurs  points  d'intersection  et  qui  sont  susceptibles  d'une  défor- 
mation très  étendue.  Il  est  aisé  d'ailleurs  de  reconnaître  que  cette 
déformation  de  Thyperboloïde  est  la  seule  possible;  il  suffit  de 
remarquer  que  la  forme  de  tout  le  système  est  déterminée  dès 
que  l'on  donne  l'angle  formé  par  deux  génératrices  déterminées. 
Si  l'on  considère  en  effet  la  figure  formée  par  deux  génératrices 
d*un  même  système  et  trois  génératrices  de  l'autre  système  qui 
rencontrent  les  deux  premières,  on  reconnaîtra  aisément  qu'elle 
est  complètement  déterminée  de  forme  dès  qu'on  donne  un  seul  de 
ses  angles. 

La  proposition  précédente  donne  lieu  à  une  seconde  remarque  ;  c'est 
que  l'on  peut  disposer  dans  l'espace  les  formes  successives  que  prend 
l'hyperboloïde  de  telle  manière  que  la  trajectoire  de  chaque  point  soit 
normale  aux  positions  successives  de  la  surface.  Cette  propriété  donne 
un  moyen  simple  d'engendrer  la  polhodie.  Il  suffira  de  déformer 
l'hyperboloïde  de  telle  manière  que  le  losange  formé  par  ses  quatre 


0\  Voir  dans  le  Journal  Tht  Messenger  oj  M'.thematies,  t.  8,  p.  51,  udo  note  de  M.  Cayley , 
On  the Déformation  pfa  Model  qfa Hyperholoid,  q ui  contient  une  déœoustraiiQn  analytique 
du  théorème  de  SJ.  Gruculiill. 
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sommets  ait  toujours  les  mêmes  droites  pour  diagonales;  un  point 
quelconque  de  Thyperboloïde  décrira  une  polhodie  tracée  sur  une 
surface  (E)  qui  sera  normale  a  toutes  les  positions  de  Tune  des 
génératrices  recti  lignes  qui  passent  par  le  point.  Il  suit  de  là  que 
toutes  les  polhodies  tracées  par  les  différents  points  d*une  même 
génératrice  rectiligne  formeront  le  système  que  nous  avons  étudié  k 
l'article  IV  de  la  Note  XVII.  Cette  remarque  trouvera  plus  loin  son 
application. 

Puisque  dans  le  mouvement  précédent  un  point  quelconque  décrit 
une  polhodie,  le  plan  normal  à  Tune  des  génératrices  recti  lignes  en  ce 
point  demeurera  à  une  distance  constante  du  centre  de  la  surface. 
Comme  d'ailleurs  deux  points  diamétralement  opposés  par  rapport  au 
centre  dans  une  des  positions  de  Thyperboloîde  conservent  toujours 
cette  relation  dans  toutes  les  autres,  deux  génératrices,  parallèles  dans 
Tune  des  positions  de  la  surface,  demeureront  toujours  parallèles  et  les 
plans  normaux  à  ces  génératrices  en  deux  points  déterminés  demeure- 
ront toujours  à  une  distance  constante  Tuu  de  Tautre.  Cette  propriété 
de  la  déformation  jouera  un  rôle  essentiel  dans  ce  qui  va  suivre.  On 
en  déduit  par  exemple  le  théorème  suivant  : 

Si  Von  déforme  un  hyperbohïde  en  laissant  flxe  une  génératrice  (ç),  tous 
les  points  de  la  génératrice  {ff^),  parallèle  à  (ç),  décrivent  des  plans^  per- 
pendiculaires à  {g). 

Il  est  clair  que  tous  les  autres  points  de  Phyperboloïde  décrivent  des 
sphères  ayant  leur  centre  sur  {g)  ;  et  comme  d'autre  part  toute  généra- 
trice {g^  de  même  système  que  (g)  rencontre  (g^^  il  y  aura  toujours 
un  point  de  (^,)  qui  décrira  un  plan.  Donc  : 

Si  une  droite  invariable  {g^  a  trois  de  ses  points  assujettis  a  décrire 
des  sphères  ayant  leur  centre  sur  (^),  il  y  aura  toujours  un  point  de  {g^ 
qui  décrira  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  {jf)\  tous  les 
autres  décriront  des  sphères  ayant  leur  centre  sur  (jg)  (*). 

Revenons  au  mouvement  de  Poinsot  et  considérons  une  surface  (E) 
sur  laquelle  est  tracée  ime  polhodie  (C).  Soit  0  le  centre  de  (E),  M  un 
point  de  la  polhodie  et  (P)  le  plan  tangent  en  M  sur  lequel  roule  la 


f)  Ce  théorème  présente  un  cas  d'exception  correspondant  au  cas  où  l'hyperholoïde 
qui  se  déforme  serait  remplacé  par  un  paraboloïde.  Alors  la  droite  {g%)  fait  UQ  angle 
constant  avec  la  ligne  des  centres. 
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surface  (E),  avec  une  vitesse  de  roulement  que  nous  supposerons  égale 
au  rayon  vecteur  qui  va  au  point  de  contact.  Considérons  Thyper- 
boloïde  (H)  de  centre  0  normal  au  point  M  de  la  courbe  (C)  et 
construisons  Thyperboloïde  (H')  Lomothétique  de  (H)  par  rapport  au 

point  M,  le  rapport  d'homothétie  étant  -  •  Quand  la  surface  (E)  roulera 

eu 

sur  le  plan  (P),  Thyperboloïde  (H')  variera  et  puisqu'il  est  semblable 
à  (H),  ses  différentes  formes  pourront  se  déduire  de  Tune  d'entre  elles 
par  le  mode  de  déformation  que  nous  venons  d'étudier.  Les  deux 
génératrices  passant  en  M  seront  celles  de  Thyperboloïde  (H)  ;  de  plus, 
comme  la  surface  (H)  passait  par  le  point  M'  diamétralement  opposé 
k  M,  la  surface  (H')  passera  par  le  centre  0,  et. les  deux  génératrices 
rectilignes  menées  par  ce  point  seront  parallèles  à  celles  qui  passent 
en  M.  L'une  d'elles  sera  par  conséquent  perpendiculaire  au  plan 
invariable  (P)  et  demeurera  fixe  dans  l'espace.  Si  nous  remarquons 
de  plus  que  le  plan  tangent  en  M  est  perpendiculaire  à  la  route  de 
ce  point  dans  le  plan  (P),  nous  serons  conduits  au  théorème  suivant  : 

Si  Von  déforme  Vhyperholoïde  (H')  de  telle  manière  que  Vune  de  ses 
génératrices  {g)  demeure  fixe  et  coïncide  avec  la  perpendiculaire  abaissée 
de  0  sur  le  plan  (P),  le  point  m  diamétralement  opposé  à  0  sera  toujours 
dans  le  plan  (P).  Si  on  l oblige  à  décrire  une  courbe  qui  soit  normale 
aux  positions  successives  été  t  hyper  boloïde,  cette  courbe  sera  une 
herpolhodie. 

Si  l'on  assujettissait  les  autres  points  de  la  génératrice  (^  j,  parallèle 
à  (^),  à  décrire  de  même  des  courbes  normales  k  l'hyperboloïde,  on 
obtiendrait  évidemment  toutes  les  herpolliodies  dont  l'équation  géné- 
rale a  été  donnée  à  la  page  508.  Soient  (A),  {h!)  deux  de  ces 
herpolhodies  décrites,  Tune  par  le  point  m  dans  le  plan  (P),  l'autre  par 
le  point  m'  dans  le  plan  parallèle  (P').  Rendons  ce  plan  mobile  autour 
de  la  perpendiculaire  abaissée  par  le  point  0  et  imaginons  une 
disposition  qui  force  le  point  m*  à  rester  sur  (h!).  Quand  le  point  m 
décrira  la  courbe  (A),  le  point  m\  devant  demeurer  sur  (V),  fera  tourner 
e  plan  (F')  avec  une  vitesse  de  rotation  constante  qui,  nous  l'avons 
vu,  sera  représentée  par  la  droite  m*  m  (p.  507).  Inversement  si  l'on 
imprime  au  plan  (P')  cette  rotation  constante,  le  point  m  décrira 
l'herpolhodie  (h)  avec  la  vitesse  qui  est  prescrite  par  la  théorie  de 
Poinsot. 
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Si  nous  remarquons  d'ailleurs  que  Ton  peut  rattacher  Thyper- 
boloïde  (H)  à  Thyperboloïde  (H');  que  l'un  de  ces  hjperboloîdes 
entraîne  l'autre  en  déterminant  à  la  fois  sa  forme  et  sa  position, 
puisqu'ils  ont  en  commun  les  deux  génératrices  rectîlignes  qui  se 
croisent  en  m,  on  reconnaîtra  que  le  mouvement  de  rhyperboloîde  (H) 
est  complètement  défini.  Or  les  axes  de  cet  hyperbololde  coïncident  avec 
ceux  de  la  surface  (E).  On  voit  donc  que  la  théorie  précédente  donne 
un  moyen  nouveau  de  réaliser  le  mouvement  de  Poinsot  par  remploi 
de  systèmes  articulés.  Le  corps  dont  il  s'agit  d'étudier  le  mouvement 
sera  représenté  par  le  trièdre  tri  rectangle  dont  les  arêtes  sont  les  axes 
principaux  de  l'iiyperboloïde  (H). 


NOTE  XIX 


SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  PESANT  DE  RÉVOLUTION, 

FIXÉ  PAR  UN  POINT  DE  SON  AXE. 


I 

Dans  Tarticle  III  de  la  Note  précédente,  nous  avons  défini  un  certain 
mouvement  qui  est  produit  par  le  roulement  du  cône  (B),  ayant  pour 
base  une  herpolhodie  (H'),  sur  un  cône  (A)  ayant  pour  base  une  autre 
herpolhodie  (H).  Considérons  les  deux  mouvements  (E),  (E,)  corres- 
pondants à  une  même  polhodie  (P),  le  premier  se  représente  par  le 
roulement  du  cône  (C),  ayant  pour  base  la  polhodie  sur  le  cône  (A), 
avec  une  vitesse  constamment  égale  au  rayon  vecteur.  Le  mouvement 
(E',)  inverse  de  (E^)  se  représente  par  le  roulement  du  cône  (B)  sur  le 
cône  (0);  et  dans  les  deux  mouvements  la  génératrice  de  contact  avec 
le  cône  (C)  est  la  même.  Si  l'on  déHnit  la  rotation  par  ses  composantes 
relatives  aux  axes  principaux  du  cône  (C),  dans  les  deux  mouvements 
ces  composantes  sont  : 

par  suite,  dans  le  mouvement  do  (B)  par  rapport  à  (A),  les  compo- 
santés  de  la  rotation  totale,  relatives  aux  mêmes  axes,  seront  : 

2j».      2^,      2r. 
On  a,  comme  on  Ta  vu  : 

?'   X.  ^'  ^  ***  -  i       ^''  ^  ^'  -^.  "*'  -  A' 
,    a        0        c  a        ri        c 

^^   .   ^!   .    -  —  1       ^''  a-  ^1  ^  ''  —  1 
\  a}'^  b''^  c""    '      o!^      b'^      c'^~    ' 
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a\  b'y  e\  A'  ayant  les  valeurs  définies  précédemment.  De  plus  les 
cosinus-directeurs  de  la  perpendiculaire  au  plan  de  Therpolkodie  (H) 
sont,  par  rapport  aux  mêmes  axes  : 

f        q       r 
a       â       e 

et  les  cosinus- directeurs  de  {a  perpendiculaire  au  plan  de  Therpo- 
Ihodie  (H')  sont  : 

—  P       —  Q       —r 
doc 

Cela  posé,  nous  supposerons  que  le  système  mobile  (B)  entraîne 
un  corps  solide  dans  son  mouvement;  et  nous  allons  chercher  quelles 
sont  les  forces  capables  de  produire  le  mouvement  que  nous  venons 
de  définir. 

La  supposition  la  plus  naturelle  et  en  même  temps  la  plus  simple 
consiste  à  admettre  que  le  corps  solide  entraîné  est  une  sphère  ayant 
pour  centre  le  point  fixe;  ou  du  moins,  ce  qui  revient  au  même,  que 
Tellipsoïde  dMnertie  de  ce  corps,  qui  peut  être  hétérogène  et  de  forme 
quelconque,  est  une  sphère  pour  le  point  fixe  0. 

Soit  A  la  valeur  du  moment  dMnertie  pour  un  rayon  quelconque  de 
cette  sphère.  Les  composantes  de  la  rotation  étant  : 

2p,       2q,       2r, 

les  projections  sur  les  mêmes  axes  coordonnés  de  Taxe  du  couple  des 
quantités  de  mouvement  seront  : 

2kp,       2kq,       2Ar. 

Pour  plus  de  clarté  nous  appellerons  axe  du  corps  la  perpendiculaire 
au  plan  de  Therpolliodie  (H')  et  nous  supposerons  que  la  perpen- 
diculaire au  plan  de  (H)  coïncide  avec  la  verticale. 

Ces  définitions  étant  admises,  les  équations  (1)  nous  montrent 
immédiatement  que  la  composante  de  la  rotation,  relative  à  Taxe  du 
corps,  qui  s^obtient  en  multipliant  2py  2^,  2r  respectivement  par  les 

—  P    —  Q    —  ^ 
cosinus  directeurs — p-»  —  —  »  — —  et  faisant  la  somme  des  produits 

a'         b         c 

obtenus,  est  constante  et  égale  à  —  2 A';  elles  nous  montrent  aussi 
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que  la  projection  de  Taxe  du  couple  des  quantités  de  mouvement  sur 

p   q    r 
la  verticale,  dont  les  cosinus  directeurs  sont -9  -)  ->  est  aussi  constante 

abc 

et  égale  à  2  A/<.  Ces  deux  propriétés  appartiendraient  évidemment  au 

mouvement,  si  le  corps  mobile  avait  son  centre  de  gravité  sur  Taxe  et 

était  soumis  à  la  seule  action  de  son  poids.  Mais  elles  ne  suffisent  pas 

a  définir  complètement  les  forces  qui  agissent  sur  le  corps. 

Considérons  la  force  vive  du  corps  : 

4  A  (/?'  +  q-  +  7-*). 

Si  l'on  introduit  Tanglc  6  que  fait  la  verticale  avec  l'axe  du  corps, 
cet  angle  sera  défiui  par  la  relation  : 

aa        b&       ce 

et  il  est  évident  que,  si  Ton  tient  compte  des  deux  premières  équa- 
tions (1),  la  force  vive  totale  peut  s'exprimer  par  une  fonction  linéaire 
de  cos6;  on  peut  déterminer  deux  constantes  D  et  H',  telles  que 
Ton  ait  : 

4  (p^  -h  q^  4-  r')  =:  2Drt  +  2H' . 

Or  on  trouvera  évidemment  une  équation  de  cette  forme,  si  l'on 
ajoute  aux  suppositions  déjà  faites  la  suivante  :  que  le  corps  ait  son 
centre  de  gravité  sur  Taxe  à  une  distance  d^  donnée  en  grandeur  et  en 
signe  par  la  formule  : 

AD  =  Vd, 

.  P  étant  le  poids  du  corps  et  la  verticale  étant  supposée  dirigée  vers 
le  bas. 

La  détermination  des  forces  est  maintenant  complète;  et  puisque 
nous  avons  obtenu  les  trois  intégrales  premières  qui  définissent  le 
mouvement  d'un  corps  pesant,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Le  ynouvement  de  (B)  par  rapport  à  (A)  esi  un  de  ceux  que  prendrait 
naturellement  un  corps  pesant  qui  admettrait  une  sphère  pour  ellipsoïde 
d'inertie  d'un  de  ses  points  et  qui  serait  fixé  par  ce  point, 

Despeyrous.  —  Mécanique.  H.  3i 
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II    • 

Les  formules  précédentes  contiennent  quatre  constantes  indépen- 
dantes a,  bf  c,  h.  Le  corps,  au  point  de  vue  mécanique,  est  défini  par 
une  seule  constante  D.  Si  donc  on  fuit  varier  a,  b^  Cy  h  de  telle  manière 
que  D,  qui  est  évidemment  une  fonction  de  ces  quantités,  conserve 
une  même  valeur,  on  aura  une  série  de  mouvements  d'un  même  corps, 
qui  dépendront  de  trois  constantes  arbitraires.  II  semble  donc  qu'au 
moyen  de  la  représentation  précédente,  on  pourra  obtenir  tous  les 
mouvements  que  peut  prendre  le  corps  soumis  à  la  seule  action  de 
son  poids,  quand  les  circonstances  initiales  varient. 

Pour  établir  ce  résultat  en  toute  rigueur,  donnons-nous  à  priori  la 
composante  2 B  de  la  rotation  relative  à  Taxe  du  corps,  la  projection 
2  AL  de  IJaxedu  couple  des  quantités  de  mouvement  sur  la  verticale, 
enfin  les  deux  constantes  D  et  H' ,  qui  figurent  dans  Téquation  des 
forces  vives  écrite  sous  la  forme  : 

Zmv-  =  2k  (Dtf  H-  H'). 

Ces  constantes  définissant  complètement  le  mouvement  du  corps, 
il  suffira  de  montrer  que  l'on  peut  exprimer  a,  b,  c,  A  en  fonction 
deB,  L,  D,  H'. 

Les  propositions  établies  nous  donnent  déjà  : 

(2)  h  =  L,       A'  =  —  B, 

Il  faut  en  outre  exprimer  que  Ton  a  : 

et,  pour  cela,  il  faut  écrire  que  cette  équation  est  une  combinaison 
linéaire  des  deux  premières  équations  (I).  On  obtient  ainsi  le  système  : 

D  H'        XA  —  a 

1  4-  = 1 > 

2aa'       2a'       2     «' 

(3)  ?  1  .  ^-iL  .  >^iz:i, 


/ 


2i6'       26^       2     b' 

D  H'        XA  — c 

2cc'       2c^       2     c* 
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En  remplaçant  dans  la  première  de  ces  équations  a'  par  sa  valeur, 
donnée  dans  la  Note  précédente  (p.  515),  on  obtient  la  formule  : 


D  /Q  _  2R\  _  H- 


X  (A  -  a) 


a' 


et  les  autres  équations  (3)  nous  conduiraient  à  la  même  relation,  dans 
laquelle  a  serait  remplacée  par  b  et  par  c.  Il  suffira  donc  d^exprimer 
que  réquation  en  x  : 


X  (A  —  d?) 
x^ 


admet  les  racines  a,  b^  c.  On  est  ainsi  conduit  au  système  : 

z=D,       X  =  — 2P, 


^^^  (   H'  =  2PA  —  Q, 

et  tout  se  réduit  à  montrer  que  les  équations  (2)  et  (4)  déterminent 
des  valeurs  réelles  pour  a,  b,  c,  A> 

En  remplaçant  dans  la  seconde  équation  (2),  /i'  par  sa  valeur  tirée 
de  la  Note  précédente  (p.  515),  on  aura  : 

(.)  '-^  =  -  B. 

Si  Ton  remplace  d^autre   part  Q  par  son   expression,   également 
donnée  dans  cette  Note  (p.  514),  on  obtiendra  les  trois  équations  : 

/    Q*  — 4R(P  — L)  =  D*, 
(6)  j   2PL  — Q  =  H', 

(   QL  — 2R  =  — BD, 

qui  déterminent  P,  Q,  R.  Si  Ton  tire  des  deux  dernières,  par  exemple, 
les  valeurs  de  P  et  de  R  en  fonction  de  Q  et  qu^on  les  porte  dans  la 
première,  il  reste  une  équation  du  premier  degré  qui  donne  la  valeur 
de  Q,  d^où  Ton  déduit  ensuite  celles  de  P  et  de  R.  On  trouve  ainsi  : 

/     ^        LD«  —  BD  (2L'  —  H') 
^  2L»  —  BD  —  LH' 

D»  —  2BDL  4-  2L«  H'  —  H" 
^^  (  2P  —  2L»  — BD  — LH'  ' 

D'(L^-B«) 
"  2L»  —  BD  —  LH' 
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et  il  DG  resto  plus  qu*à  substituer  ces  valeurs  daus  l'équation  : 

a?*  —  Po?*  -h  Qa?  —  R  =  0  ; 

a,  by  c  seront  les  racines  de  cette  équation. 

Il  est  préférable,  pour  déterminer  a,  6^  c  et  pour  reconnaître  la 
réalité  des  racines  de  Téquation  précédente,  de  raisonner  de  la  manière 
suivante  : 

L^équation  à  laquelle  satisfait  la  variable  «,  qui  est  le  cosinus  de 
Tangle  de  la  verticale  avec  Taxe  du  corps,  a  été  déjà  donnée  dans  le 
texte  (p.  253).  Si  nous  faisons  les  changements  nécessités  par  nos 
nouvelles  notations  (^),  cette  équation  devient  ici  : 

(8)  ^  =  2  (1  —  tt»)  {Du  4-  H'  —  2B»)  —  4  (B»  —  L)* 

=  2  (1  —  u^)  {Du  -h  H')  —  4B'  —  4L*  -+-8BL11. 

On  peut  évidemment  la  former  d'une  autre  manière,  en  partant  de 

Texpression  donnée  plus  haut  pour  u.  Si  Ton  différentie  en  effet  cette 

dp 
expression  et  si  l'on  remplace  a\  ...,  --,  ...  par  leurs  valeurs,  on 

dt 

trouvera  : 

(9)  û  •—  =z=  4 j pgr. 

'  dt  abc 

D'autre  part  on  peut  exprimer;?*,  »/,  r*  en  fonction  de  «,  en  faisant 
usage  de  l'intégrale  des  aires,  de  l'intégrale  des  forces  vives  et  de 
l'expression  donnée  pour  u  en  fonction  deji?,  ^,  r.  On  trouve  ainsi  : 

p'_2aA  — a  +  Ûtt    ^*_2^A— g  4- Ûw    r«__2cA  -   7  -h  Qt* 
â*""2(â^^<5)(a  — (?)'  ^""2(^  — a)  (<J  — c)'  ?""2((?— a)  ^c—b{ 

et  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  il  viendra  : 

(10)  ~  -—  =  (a  —  lah  —  Ûw)  (P  —  2^A  -  ûtt)  (y  —  2cA  —  Qi»). 


0)  Il  faut  remplacer  n  iiarliB,  faire  C  =  A  ci  poser  : 


A  ^       A  'A 
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du 
Cette  équation  devra  donner  pour  —  la  même  valeur  que  Tequa- 

dê 

tion  (8).  C'est  ce   qu'il  serait  aisé   de   vérifier  en   se  servant  des 

formules  (4)  et  (6).  Mais  au  lieu  de  faire  cette  vérification  qui  n'oifre 

aucune  difficulté,    nous  conclurons   que  Jes    racines    de    l'équation 

complètement  connue  : 

(11)       2  (l  —  w*)  (Dw  4-  H')  —  4B-  —  4L»  -{-  SBLu  =  0, 

sont  exprimées  en  fonction  des  axes  par  les  formules  : 


>      > 


D  D  D 

Or  on  a,  par  suite  de  la  définition  de  a  (p.  515j  : 

.-2ah  =  2A'  -  2PA  +  Q  -  2  U^  -  a)  (h -^i)^  -  0 , 

h  —  a 

et  les  formules  (2)  et  (6)  nous  donnent  : 

ii=:L,       2/r  —  2P/i  4- Q  =  2L'  — H', 

2  (A  -  a)  (A  —  &)  (J«  —  c)  =  2  (L>  —  PL«  4-  QL  —  P) 

=  2L»  — LH'  —  BD. 

Par  conséquent,  u^  désignant  celle  des  racines  de  l'équation  (11), 

,     , , a— 2flA 
qui  est  égale  a ^  —  >  on  a  : 

2L»  — BD  — LH' 
D»„  =  2L«  —  H' 


'0 


L  —  a 


Les  autres  racines  w,,  «,  s'exprimeraient  de  même  en  fonction  de  b 
et  de  c.  Ce  résultat  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

P(mr  obtenir  téquaUqji  qiû  donne  les  carrés  des  axes  principaux  a,  b,  c, 
on  ej'ecluera  dans  l'équation  (11)  h  substitution  linéaire  : 

(12)  D.  =  2L'-H'-'^"'-""-^-"'. 

^     ^    •  L  —  a 

V  équation  en  a  fera  connaî're  les  carrés  des  trois  axes  principaux. 
Comme  l'équation  (11)  a  ses  racines  réelles,  par  la  nature  même  du 
problème,  il  en  sera  de  même  de  l'équation  aux  axes  principaux. 
La  question  que  nous  nous  étions  proposée,  est  ainsi  complètement 
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résolue.  Les  quantités  a\  b\  c  seront  connues,  puisque  nous  avons 
leurs  expressions  en  a,  b,  c,  A.u  reste  nous  pouvons  obtenir  aisément 
leur  détermination  directe.  En  effet  les  équations  qui  servent  de  basa 
à  tous  nos  calculs  ne  changent  pas,  si  Ton  remplace 

«,      ^,      c,  B,         L,        a\     b\    c\ 

par 

a,  ^     b\     c  y    —  L,     —  B,         d^      bf      €• 

Par  suite  on  voit  que  Ton  aura,  pour  obtenir  a',  b\  c\  à  effectuer 
dans  réquation  (11),  la  substitution  : 

(12)  ^0  D,*  =  2B'  -  H'  -  ^B'-LD-BH-, 

En  terminant  cet  article  nous  signalerons  une  conséquence  évidente 
des  résultats  précédents.  Quand  on  a  observé  le  mouvement  du  corps 
par  rapport  aux  axes  axes,  le  mouvement  inverse  des  axes  fixes  par 
rapport  au  corps  représente  aussi  un  de  ceux  que  le  même  corps 
pourrait  prendre  si  les  conditions  initiales  étaient  convenablement 
choisies. 

Cela  résulte  évidemment  de  ce  que,  pour  tous  les  mouvements  d^un 
même  corps,  les  constantes  a,  ^,  c,  h  ou  a\  b\  c\  K  sont  assujetties 
uniquement  à  vérifier  la  relation  : 

û*  =  D*  =  (ab  -^  ac  -\'  bcf  —  4  abc  (a  -¥  b  -^  c  —  h) 

=  (a'  b'  4-  a'  c'  -+-  b'  c'y  —  Aa'b'  c'  {a'  ^  b'  -h  c'  -^  A'). 


m 

Les  propositions  précédentes  donnent  donc  la  représentation  géomé- 
trique, complète  et  aussi  simple  que  possible,  du  mouvement  d'un  corps 
pesant,  dans  le  cas  où  Tellipsoïde  dMnertie  du  point  par  lequel  il  est 
fixé  est  une  sphère.  Les  recherches  de  Lagrange  et  de  Poisson  ont  fait 
connaître  la  solution  du  problème  dans  le  cas,  beaucoup  plus  étendu, 
oîi  l'ellipsoïde  d'inertie  de  ce  point  fixe  est  de  révolution  autour  de  la 
droite  qui  joint  ce  point  au  centre  de  gravité.  Mais  nous  allons  voir 
qu'on  peut  ramener  très  aisément  la  solution  du  problème  dans  cette 
hypothèse  à  celle  du  cas  particulier  que  nous  venons  d'étudier. 
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Prenons  eh  effet  dans  le  corps  (B)  un  système  d^axes' fixes  rectan- 
gulaires tel  que  Taxe  des  z  soit  Taxe  de  révolution  de  Tellipsoïde 
dMnertie  du  point  fixe  0.  Soient  A.  la  valeur  commune  du  moment 
d^inertie  par  rapport  aux  axes  des  x  et  des  y^  0  le  moment  d^inertie 
par  rapport  à  Taxe  des  z^  et  enfin  p,  g,  r  les  composantes  de  la 
rotation  du  corps  par  rapport  aux  trois  axes  considérés.  Les  trois 
intégrales  de  Lagranpre  sont  les  suivantes  : 

(13)  I   Ap,a'  -\-  Bq.i'  -t-  Cnu  =  2AL, 

M,  L,  H  désignant  les  constantes  arbitraires  et  a*,  V ^  «  les  cosinus 
des  angles  de  0^  avec  la  verticale. 

Considérons  un  corps  auxiliaire  (B')  qui  serait  animé  par  rapport 
au  corps  (B)  d'une  rotation  constante 

»,  —  », 

autour  de  Oz,  Pour  ce  corps  les  composantes  de  la  rotation  totale 
seraient  à  chaque  instant  : 

Si  Ton  détermine  n^  par  la  condition  : 

(14)  A»,  =  0», 
les  équations  (13)  pourront  s'écrire  : 

(15)  ]   Ap  fl"  +  B^  V  4-  A»,  w  =  2AL, 

j»'  4-  ^*  =  2Dtf  +  2H. 

Ce  sont  encore  les  intégrales  du  mouvement  de  Lagrange,  mais 

relatives  au  cas  où  ^ellipsoïde  du  point  fixe  est  une  sphère.  Si  nous 

remarquons  que  Ton  a  : 

C  — A 
»,  —  »  =  —j^ —  », 

nous  pourrons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donné  un  corps  pesant  de  révolution  (B),  JIxé  par  un  point  de  son 
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axe  eu  abandonne'  dans  des  conditions  initiales  guelcongues  à  raciion  de  U 
pesante  ^tr,  désignons  par  n  la  projection  constante  de  la  rotatio»  sur  faxe; 
un  corps  auxiliaire  (B'),  a?iimé  par  rapport  au  prenier  d*ane  vites'e  de 
rofation  constante 

0  —  A 

autour  de  Vdxe  d<î  réoolutlo.i,  prcnM-a  le  même  mouvement  qu'un  corps 
pesant  pour  l  quel  l'eltlpsoïie  d:i  point  fixe  serait  une  sphère,  le  centre  de 
gravité  se  trouvant  sur  Vaxe,  Par  conséquent  le  mouvement  du  corps  (B'), 
lié  d':t^ie  manière  si  simple  à  celui  de  (B),  pourra  se  représenter  par  le 
roulement  d^un  cône  ayant  pour  base  une  hevpolhodle  (H')  sur  un  cône  ayant 
pour  base  une  autre  herpolhodie  (H). 

Nous  pouvons  déduire  des  remarques  précédcotes  une  proposition 
énoncée  et  démontrée  par  Jacobi  dans  un  Mémoire  posthume  dont  les 
fragments  ont  été  publiés  par  M.  Weierstrass.  (Voir  le  t.  II  de  la 
nouvelle  édition  des  Œuvres  de  Jacobi.) 

Pour  cela  il  nous  suffira  d'appliquer  les  propositions  de  la 
Note  précédente,  qui  nous  ont  permis  de  définir  le  mouvement 
de  (B'). 

Si  nous  introduisons,  en  même  temps  que  les  deux  cônes  avant 
pour  base  les  lierpollioJies  (H),  (H'),  le  cône  (C)  déjà  défini,  ajant 
pour  base  la  polhodie  (P),  qui  roule  à  la  fois  sur  les  deux  cônes 
précédents,  nous  obtiendrons  la  proposition  suivante  : 

Dans  le  cas  où  l'ellipsoïde  central  du  point  fixe  est  une  sphère,  il 
existe  un  système  (C),  mobile  autour  de  O  et  jouissant  de  la  double 
propriété  suivante  :  Son  mouvement  absolu  est  cebii  d'un  corps  solide 
qui  ne  serait  soumis  à  aucune  force  ;  ou,  plus  exactement,  c'est  un 
mouvement  de  Poinsot,  pour  lequel  le  plan  invariable  est  horizontal  ; 
son  mouvement  par  rapport  au  corps  pesant  est  encore  un  mouvement 
de  Poinsot,  pour  lequel  le  plan  invariable  est  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  contient  le  point  fi\Q  et  le  centre  de  gravité. 

Dans  le  cas  général,  cette  proposition  subsiste  dans  ses  points 
essentiels  et  devient  le  théorème  de  Jacobi,  tel  qu'il  a  été  énoncé  par 
M.  Halphen  dans  une  note  récemment  parue  aux  Comptes  rendus  de 
t Académie  des  Sciences,  t.  C. 

En  effet,  la  proposition  précédente  s'applique  sans  modification  au 
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corps  auxiliaire  (B')  dont  la  rotation  par  rapport  à  (B)  est  : 

C  —  A 


n. 


Il  suit  de  là  que  le  mouvement  du  système  (C)  par  rapport  à  (B) 
s'obtiendra  en  composant  le  mouvement  de  (C)  par  rapport  h.  (B'),  qui 
est  un  mouvement  de  Poinsot,  avec  une  rotation  constante  : 


C  —  A 
», 


autour  de  la  perpendiculaire  au  plan  invariable  de  ce  mouvement.  Or 
Dous  avons  vu  que  la  combinaison  de  ces  deux  mouvements  donnera 
encore  un  mouvement  de  Poinsot.  Nous  obtenons  ainsi  dans  toute  sa 
généralité  la  belle  proposition  de  Jacobi,  dont  l'énonce  le  plus  simple 
est  le  suivant  : 

Si  l*on  considère  le  mouvement  k  plus  général  d'un  corps  pesant  de 
1  écoUtion  flxé  par  un  point  de  son  axe^  il  existe  un  système  auxiliaire  (C) 
qui  est  a?imf^,  et  par  rapport  aux  axes  fixes,  et  par  rapport  an  corps 
mobile  d'un  mouvement  de  Poinsot.  Les  constantes  relatives  à  ces  deux 
mouvements  sont  différentes  ;  les  plans  invariables  sont,  le  plan  horizontal 
pour  le  premier  mouvement,  et  le  plan  perpendiculaire  à  taxe  pour  le 
second. 


IV 


Si  nous  conservons  les  notations  de  l'article  I,  nous  voyons  que  la 
rotation  absolue  du  corps  (B'),  k  un  instant  donné,  a  pour  composantes 
relatives  aux  axes  principaux  de  (C)  : 

2/?,       2g,      2r. 

Pour  obtenir  la  rotation  de  (B),  il  suffira  de  composer  la  rotation 
précédente  avec  celle  qui  a  pour  valeur  : 

C  —  A 
n, 

A     ^ 
et  dont  la  direction  est  perpendiculaire  a  Taxe  de  (B)«  Les  composantes 


538  COURS  DE  MÉCAkiQUE. 

de  cette  rotation  seront,  par  conséquent  : 


G  —  Aj»         0  —  A      ç        C— A       r 

A         a'  A         6'  A  c 


et  Ton  en  déduira,  pour  les  composantes  de  la  rotation  de  (B),  les 
expressions  : 

[,.<-^^.]„  [..<^-^-].  [..<^*-^]. 

Ces  formules  vont  nous  permettre  de  définir  complètement,  -et  d\ine 
manière  directe,  le  mouvement  de  (B). 

D^abord  Textrémité  de  Taxe  de  rotation  décrit  dans  le  corps  une 
herpolhodie.  La  proposition  est  évidente  dans  le  cas  du  mouvement 
de  (B').  Pour  passer  de  là  au  mouvement  de  (B),  il  faut  composer  la 
rotation  précédente  avec  une  rotation  constante  dont  Taxe  est  parallèle 
à  Taxe  de  (B'),  ce  qui  ne  fait  que  transporter  parallèlement  à  elle- 
même  la  courbe  décrite  par  Textrémité  de  Taxe  de  rotation;  puis 
introduire  une  rotation  constante  du  rayon  vecteur,  ce  qui,  nous 
Ta  vous  vu,  ne  change  pas  la  définition  de  rherpolhodio.  Ainsi,  la 
courbe  décrite  dans  le  corps  par  V extrémité  de  Taxe  de  rotation  est,  dan^ 
tous  les  cas,  une  herpoUiodie. 

D^autre  part  nous  avons  les  composantes  de  la  rotation  totale  et 
nous  pouvons  en  déduire  que  la  projection  de  cette  rotation  sur  la 
verticale,  aussi  bien  que  le  carré  de  la  rotation,  sont  des  fonctions 
linéaires  de  p*,  ^*,  r'  et  sont  par  conséquent  liées  par  une  relation 
linéaire.  En  d^autres  termes  : 

^extrémité  de  la  rotation  décrit  dans  V espace  une  courbe  située  sur  une 
sphère  ayant  son  centre  sur  la  verticale. 

Par  suite  : 

Dans  le  cas  général  le  mouvement  peut  se  représenter  par  k  roulemeîit 
d'un  cône,  ayant  pour  base  une  herpolhodie,  sur  une  sphère  ayant  son  centre 
sur  la  verticale  du  point  Jlxe,  ce  roulement  s' effectuant  avec  une  vitesse 
égale  au  rayon  vecteur. 

Nous  allons  retrouver  ces  résultats  et  définir  la  courbe  sphérit^ue 
en  reprenant  Tétude  des  équations  données  dans  le  texte. 
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Si  Ton  pose  : 
(16)  ^  =  2B, 

A 

ces  équations  données  à  la  page  253  du  texte  prennent  la  forme 
suivante  : 

dà       2Bi*  — 2L       do  2Bi**  —  2Lw 

-1  = -— >      --Î-  =  »H ; — » 

^    at  1  —  w'  dû  1  —  tt' 

(H)        {       . 
du 

—  =  2  (1  -  tt')  (Du  4-  H)  —  4  (Btt  —  L)'.    f 

Elles  mettent  d^abord  en  évidence  la  proposition  que  nous  avons 
démontrée  .à  l'article  III.  Si  l'on  considère  le  corps  auxiliaire  (B'), 
pour  lequel  les  angles  d'Euler  ont  les  valeurs  : 

0,       (j;      et      (f'  =^  -\-  (2B  —  n)  t, 

on  aura  : 

dz>'        2B  —  2Lw 
(18)  «y___^o ^^ 

^     ^  dû  l  —  u^ 

C'est  la  valeur  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  dans  les  formules  (il)  : 

2B  =  «, 


c'est  a  dire  en  supposant  que  n  soit  nul,  ou  que  l'ellipsoïde  central  du 
point  âxe  soit  une  sphère. 

Appelons  maintenant  p,  ç,  r  les  composantes  de  la  rotation  relatives 
aux  axes  du  corps,  p',  ç' ,  r'  les  composantes  de  la  même  rotation 
relatives  aux  axes  axes.  Les  formules  établies  dans  le  texte  nous 
donnent  : 

dà  rfO 

p  =  sin  9  sin  G  —  —  cos  o.  — > 
(20)  )  dt  '     dt 

q  z=.  cos  ?  sm  G.  — ^  4-  sin  o  -—  > 
^  dt  ^  dt 
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et  par  conséquent  : 

,_,.  ^    q  sin  6  rftî; 

(21)  —  arctff-=9  4-  arc  tg.  — — -^. 

La  seconde  des  équations  (19)  exprime  que  la  courbe  décrite  dans 
le  corps  par  Textrémité  de  la  rotation  est  située  dans  un  plati  perpen- 
diculaire à  Taxe.  La  première  équation  (19)  et  réquation  (21)  nous 
donnent  le  rayon  vecteur  p  et  Tangle  polaire  b)  de  cette  courbe  plane, 
en  la  supposant  rapportée  à  des  coordonnées  polaires  dont  le  pôle  se 
trouve  sur  Taxe  du  corps.  On  a  donc  : 

(22)  p'  =  2Dw4-2H,       w  =  —  o  —  arc  tg.  -— ^, 

et,  en  différentiant  cette  dernière  équation  après  avoir  remplacé  d^l 
et  d^  par  leurs  valeurs  : 

(Du  +  H)  ^  =  (B  —  «)  (Dî*  4-  H)  -H  BH  +  DL, 
OU  encore  : 

(23)  p«  —  i=z  (B  —  «)  p«  +  2  (BH  4-  DL). 

Ces  formules  permettent  de  calculer  la  vitesse  totale  du  pôle,  qui  est 
donnée  par  l'équation  : 

(24)  --,-  =  D'  (1  —  tt»)  4-  2»  (n  —  2B)  (D»  4-  H) 

—  4(»  — 2B)(BH  4-  DL). 

On  reconnaît  ainsi  que  les  formules  (22),  (23),  (24)  conviennent  à 
une  herpolhodie;  la  vitesse  aréolaire  étant  une  fonction  linéaire,  et  la 
vitesse  totale  une  fonction  du  second  degré,  de  p*. 

Proposons-nous  maintenant  de  définir  la  courbe  décrite  par  l'extré- 
mité de  Taxe  instantané  dans  Tespace.  Les  coordonnées  de  ce  point 
sont;?',  ç\  r',  et  Ton  obtiendra  par  un  calcul  facile  les  expressions  : 

/     ,  dç  rfô 

'    p'  =z  sin  à  sin  G  -—  —  cos  à  —  > 
^  ^  dt  ^  dt 

,     ,  do  d^ 

(25)  <.   q  =  cos  (^sinO.  -^  4-  sin  tL  — > 

j  dt  dl 

I     ,  d'b  ^    do 

r'  = 7-  4-  cos  e.  -r» 

dô  dt 


L^.- 
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de  ces  composantes  en  fonction  des  angles  d^Ëuler.  On  a  d^abord  : 

\  p'^  4-  (?"  -h  r'«  =p^  -hq'  +r'  =  2Du  +  2H  +  n\ 
^     ^     {  r'  =2L  — (2B  — 7t)«*- 

Si  l'on  élimine  «,  on  trouvera  l'cquation  d'une  sphère  ayant  son 
centre  sur  la  verticale,  ce  qui  est  conforme  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Pour  définir  complètement  la  courbe  décrite  par  le  pôle  instantané, 
Dous  considérerons  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  que  nous 
rapporterons  à  des  coordonnées  polaires,  avec  le  point  fixe  pour  pôle, 
p'  et  (o'  désignant  ces  coordonnées  polaires,  on  aura  évidemment  : 

I   0)   z=  arc  tg  —  • 
\  P 

Désignons  par  A  et  P  les  deux  polynômes  suivants  : 

^   A  =  2Dî*  +  2H  4-  w«  —  [(2B  —  «)  «  —  2L]';      ' 
^  *  ^  (  P  =  (2B  —  «).tt«  —  2L  tt  4-  n. 

On  aura  : 

(29)  ?"  =  A, 

et  les  deux  premières  formules  (25)  nous  dQnoeront  : 

^  V  .  sin  0  ^:;  P 

(30)  (o   r=  -—  6  —  arc  tg — -  =z  —  6  -f-  arc  tg  --  • 

^     ^  ^  ^       ^0  '  du 

Jt 
Si  l'on  différentie  cette  formule  en  se  servant  de  l'identité  : 

(31)  S  +  ^*  =  <^  -  "')  ^' 


on  trouvera  : 


rf(o'        .        P'A  — PA' 


(32)  _  =  L+         .^^ 

P'  et  A'  désignant  les  dérivées  de  P  et  de  A  par  rapport  à  u, 

La  vitesse  aréolaire  p'* est  ici  une  fonction  du  second  degré  de  ». 

dt 
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et  par  conséquent  : 

.-rv.N  Q  sin  6  <f'i; 

(21)  —  arc  tnr  -=  ?  -H  arc  tg.  — — — ^ . 

La  secon^le  des  équations  (19)  exprime  que  la  courbe  décrite  dans 
le  corps  par  rextrémité  de  la  rotation  est  située  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  Taxe.  La  première  équation  (19)  et  Téquation  (21)  nous 
donnent  le  rayon  vecteur  p  et  Tangle  polaire  b)  de  cette  courbe  plane, 
en  la  supposant  rapportée  à  des  coordonnées  polaires  dont  le  pôle  se 
trouve  sur  Taxe  du  corps.  On  a  donc  : 

sin  0  d^ 


(22)         p*  =  2Dî«  +  2H,       (*)  =  — G  — arc  tg. 


d^ 


et,  en  différentiant  cette  dernière  équation  après  avoir  remplacé  d^h 
et  d^  par  leurs  valeurs  : 

(D»  +  H)  ^  =  (B  —  n)  (Dtt  -+-  H)  +  BH  +  DL, 
ou  encore  : 

(23)  p«  —  =  (B  —  n)  p«  +  2  (BH  +  DL). 

Ces  formules  permettent  de  calculer  la  vitesse  totale  du  pôle,  qui  est 
donnée  par  Téquation  : 

ds^ 

(24)  -,-  =  D'  (1  —  tt«)  +  2»  (»  —  2B)  (Dm  -h  H) 
dl 

—  4(n  —  2B)(BH  +  DL). 

On  reconnaît  ainsi  que  les  formules  (22),  (23),  (24)  conviennent  k 
une  herpolhodic  ;  la  vitesse  aréolaire  étant  une  fonction  linéaire,  et  la 
vitesse  totale  une  fonction  du  second  degré,  de  p'. 

Proposons-nous  maintenant  de  définir  la  courbe  décrite  par  l'extré- 
mité de  Taxe  instantané  dans  Pespace.  Les  coordonnées  de  ce  point 
sontp',  g\  r\  et  Ton  obtiendra  par  un  calcul  facile  les  expressions  : 

/  do  rfO 

I    »'  =  siu  6  sin  0  -  -  —  cos  d/  —  > 
i    '^  dt  ^  dt 

\  do  d^ 

(25)  =    ^'  =  cos  '^sinO.  -^  -i-  sin  '^  — » 

1  Qfv  du 

I     ,  dà  ^    do 

r'  = ^  -i-  cos  0.  -^» 

dû  dt 
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de  ces  composantes  en  fonction  des  angles  d^Ëuler.  On  a  d'abord  : 

^   J»'*  +  q!^  4-  r'«  =f  ^-q^  +  r*  =  2Di*  -H  2H  +  »», 
^     ^     (   r'  ==2L  — (2B  — 7t)»- 

Si  Ton  élimine  «,  on  trouvera  Téquation  d'une  sphère  ayant  son 
centre  sur  la  verticale,  ce  qui  est  conforme  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Pour  définir  complètement  la  courbe  décrite  par  le  pôle  instantané, 
nous  considérerons  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  que  nous 
rapporterons  à  des  coordonnées  polaires,  avec  le  point  fixe  pour  pôle, 
p'  et  (o'  désignant  ces  coordonnées  polaires,  on  aura  évidemment  : 

i  u>   =  arc  tg  -;  • 
\  P 

Désignons  par  A  et  P  les  deux  polynômes  suivants  : 

.  ^  A  =  2D«  +  2H  +  »»  —  t(2B  —  «)  »  —  2L]';     • 

^''  (  P  =  (2B  — m).»'  — 2L»  +  ». 

On  aura  : 

(29)  p'*  =  A, 

et  les  deux  premières  formules  (25)  nous  dqnneront  : 

sin  (i  do  P 

(30)  0)'  =  —  d;  —  arc  tg — -  =  —  6  -+-  arc  tg  — 

^     ^  ^  "^       d^  •  ^  du 

~dt 
Si  Ton  différentie  cette  formule  en  se  servant  de  Tidentité  : 

(31)  1^  +  P»  =  (1  _  ««)  A, 


on  trouvera  : 


tf(o'       .        P'A  — PA' 


(32)  -  =  L-.         .^^ 

P'  et  A'  désignant  les  dérivées  de  P  et  de  A  par  rapport  a  «. 

La  vitesse  aréolaire  p'*  —  est  ici  une  fonction  du  second  degré  de  ». 

dt 


542  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

La  courbe  plane,  projection  de  la  route  décrite  8ur  la  sphère  par  le 
pôle  instantané,  est  donc,  en  général,  une  courbe  transcendante  de 
nature  plus  complexe  qu^ane  herpolhodie. 

Si  Ton  cherche  Parc  de  la  courbe  sphérique,  on  trouvera,  comme  il 
fallait  s*j  attendre,  la  valeur  déjà  donnée  par  la  formule  (24). 

La  courbe  sphérique  décrite  par  le  pôle  dans  Tespace   est  ainsi 

complètement  définie. 

Si  Ton  fait  : 

«  =  2B, 

cette  courbe  se  réduit  à  une  herpolhodie,  conformément  aux  résultats 
déjà  établis  ;  et  la  vitesse  du  pôle  instantané  est  alors  donnée  par  la 
formule  très  simple 

(33)  ^-- =  D' (1  -  «'). 

qu^on  pourrait  déduire  immédiatement  des  théorèmes  généraux  de  la 
mécanique  (*). 

Nous  terminerons  ce  sujet  en  donnant  une  constniction  directe  et 
purement  géométrique  de  la  route  décrite  par  le  pôle  instantané  dans 
Pespace. 

Considérons  tous  les  mouvements  pour  lesquels  les  constantes 
B,  D,  H,  L  ont  la  même  valeur.  Si  les  corps  correspondants  ont  au 
début  le  même  axe  de  rotation,  il  résulte  des  formules  (17)  que  cet 
axe  leur  demeurera  commun  dans  tout  le  mouvement  ;  et  le  mouvement 
de  chacun  d^eux  par  rapport  à  Tun  quelconque  des  autres  se  réduira 
à  une  rotation  constante  autour  de  Taxe.  Étudions  les  courbes  décrites 


(')  En  effet  Irs  trois  équations  des  moments  dos  quantités  de  mouvement  peuvent  être 
énoncées  géométriquement  do  la  manière  suivante  : 

Si  Ion  construit  d  un  instant  quelconque  le  couple  des  quantités  de  moutetnent  trantforfées 
en  un  point,  la  titesse  de  r extrémité  de  Taxe  de  ce  couple  est  égale  d  chaque  instant  en 
grandeur,  direction  et  sens^  d  l'axe  du  couple  résultant  de  tous  les  couples  qui  naissent  de  la 
translation  des  forces  au  même  point. 

Eu  appliquant  ici  ce  Ihéorômo  au  point  fixe  et  remarquant  que  l'axe  du  couple 
résultant  de  la  translation  du  poids  a  pour  grandeur: 

AO  sin  0, 
on  a: 

A  ^-  =  AD  sin  6. 
Ce  qui  est  l'équation  même  du  texte. 
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dans  Tespace  par  les  pôles  instantanés  des  rotations  relatives  à  ces 
différents  mouvements.  Il  faudra,  pour  cela,  faire  varier  n  dans  les 
formules  (25). 

Soient  j?'„  g\,  r[  les\aleurs  dep',  ç' ,  r'  relatives  à  l'hypothèse 

n  =  2B. 

Dans  ce  cas  la  courbe  décrite  par  le  pôle  est,  nous  le  savons,  une 
herpolhodie  (H)  qui,  d'après  les  formules  (26),  sera  située  dans  le  plan 

Z  =  2L. 

* 
Comme  elle  demeure  en  contact  avec  une,  autre  herpolhodie  dont  le 

plan  est  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolution,  sa  tangente  sera  néces- 
sairement perpendiculaire  à  cet  axe. 

Prenons  maintenant  une  valeur  quelconque  de  n.  Les  formules  (25) 
nous  donnent  :  * 

ip'  =p\  -}-(»--  2B)  sin  '^  sin  G, 
q'  =  gl  -h  {n  —  2B)  cos  tS^  sin  6, 
r'  =  r[  -t-  (»  —  2B)  cos  0. 

Nous  savons  que,  pour  chaque  valeur  de  n,  cette  courbe  se  trouve 
sur  la  sphère  définie  pur  les  formules  (26)  et  dont  Téquation  est,  en 
remplaçant  y,  g' ,  r'  par  X,  Y,  Z, 

(35)  X«  +  Y«  -H  Z«  =  2H  -H  n^  -h  -^-*^-^-^-^ . 

^     ^  2B  — w 

D'autre  part  les  relations  (34)  nous  montrent,  ce  qui  est  évident 
par  la  géométrie,  qu'à  un  instant  quelconque,  tous  les  pô!es  corres- 
pondants à  des  valeurs  différentes  de  n  se  trouvent  placés,  à  des 
distances  invariables  les  uns  des  autres,  sur  une  même  droite  qui  est 
parallèle  à  l'axe  commun  de  révolution  et,  par  conséquent,  normale  à 
rherpolhodie  (H).  Or  le  mouvement  de  cette  droite  est  défini  par  la 
condition  que  deux  de  ses  points  décrivent  les  sphères  correspondantes, 
qu'un  autre  point  demeure  dans  le  plan  de  Therpolhodie  (H)  ;  et  enfin 
qu'elle  soit  normale  à  la  trajectoire  de  l'un  quelconque  de  ses  points, 
par  exemple'de  celui  qui  décrit  un  plan.  On  s'assure  aisément  qu'il 
n'y  a  entre  les  deux  sphères,  le  plan  et  les  segments  de  la  droite 
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d*autre  relation  que  la  suivante  :  Le  plan  est  perpendiculaire  k  la  ligne 
des  centres  des  deux  sphères.  De  la  cette  curieuse  proposition  qui  se 
ramène  d^ailleurs  aisément  à  celles  qui  ont  été  démontrées  à  la  fin  de 
la  Note  précédente  : 

Si  trois  points  d*une  droite  invariable  sont  assujettis,  les  deux  premiers 
à  demeurer  sur  deux  sphères  différentes,  le  troisième  à  rester  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères;  si  de  plus  la  droite 
se  déplace  de  manière  d  demeurer  tangente  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points, 
ce  qui  définit  complètement  son  mouvement  à  partir  d'une  position  donnée, 
le  point  de  la  droite  assujetti  à  rester  dans  un  plan  décrira  une  herpolhodie ; 
tous  les  autres  décriront  des  courbes  sphériques,  gui  seront  les  routes  du 
pôle  dans  l'espace,  pour  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution. 

Telle  est  la  définition  directe  et  géométrique,  que  nous  vpulions 
obtenir,  de  la  route  décrite  par  le  pôle  dans  le  problème  qui  nous 
occupe,  aussi  bien  que  de  Plierpolbodie  de  Poinsot.  Nous  signalerons 
en  terminant  'e  théorème  suivant  de  cinématique  qui  se  ra'tache 
directement  k  la  proposition  précédente  et  dont  la  démonstration 
n'off*re  aucune  difficulté  : 

Si  trois  points  dune  droite  invariable  sont  assujettis  à  demeurer  sur  trois 
sphères  dont  les  centres  soat  en  ligne  droite,  tous  les  autres  points  de  la 
droite  décrivent  des  sphères;  et,  en  écartant  un  cas  exceptionnel  où  la  droite 
fait  un  angle  constant  avec  la  ligne  des  centres,  il  y  a  toujours  un  point  de 
la  droite  qui  décrit  un  plan. 

Rémarquons  que  cette  proposition  donne  le  mojen  de  décrire  un 
plan  k  Taide  d'un  système  articulé  comprenant  quatre  tiges  seulement. 


NOTE  XX 


SUR  UN  PROBLÈME  ANALOGUE  AU  PRÉCÈDENT. 

Les  intégrales  du  problème  précédent  ont  été  données  pour  la 
première  fois  par  Lagrange,  dans  la  première  édition  de  la  Mécanique 
Analytique  qui  a  paru  en  1788.  II  est  intéressant  de  remarquer  que  la 
méthode  de  Lagrange  s'applique,  avec  de  très  légères  modifications, 
dans  le  cas  beaucoup  plus  étendu  oîi  le  solide  de  révolution,  que  l'on 
suppose  toujours  fixé  par  un  point  de  son  axe,  est  soumis  à  l'action 
d^une  ou  de  plusieurs  forces  extérieures  dont  le  potentiel  dépend 
uniquement  de  l'angle  que  fait  l'axe  du  corps  avec  une  droite  fixe. 
C'est  ce  qui  aurait  lieu,  en  particulier,  si  le  corps  était  soumis  à 
l'action  d'un  autre  solide  de  révolution  dont  l'axe  viendrait  passer 
par  le  point  fixe. 

Pour  le  montrer,  rapportons  le  corps  à  un  système  d'axes  OiP,  Oy,  0 ^ 
mobiles  avec  lui  et  dirigés  de  telle  manière  que  l'axe  des  ^  coïncide 
avec  l'axe  du  corps.  Étudions  le  mouvement  de  ces  axes  mobiles  par 
rapport  à  un  système  d'axes  fixes  OX,  OY,  OZ;  OZ  étant  la  droite 
fixe  dont  il  a  été  question  plus  haut.  Le  potentiel  des  actions  exté- 
rieures sera  donc  une  fonction  f{u)  de  u,  u  désignant  le  cosinus  de 
l'angle  0  que  fait  O^r  avec  OZ.  Ce  potentiel  dépendant  exclusivement 
de  w,  la  résultante  des  actions  extérieures  sur  le  corps  rencontrera 
nécessairement  OZ  et  G  j.  Par  conséquent  les  deux  premières  intégrales 
de  Lagrange  subsisteront  sans  modification  et  Ton  aura  encore,  en 
employant  les  trois  angles  d'Eulcr,  et  conservant  les  notations  de  la 
Note  précédente  : 

d^  _^2Bu'-2L 

57  ""     1  —  u- 

^^^        '   -'^  2B«  — L  ^^       2B  — 2Lî* 

=  M  4-  «.       -  -  -  -  -  =  Il  —  2B  4- 


\  dt 


1  —  tt-  I  —  ?*' 

Despeyrous.  —  Mécanique,  II.  î^ 
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Quant  à  Téquation  des  forces  vives,  elle  prendra  la  forme  : 

(2)  A  (;;'  -f-  q^)  -^  2f{n)  +  2H. 

Et  si  Ton  remplace  p  et  q  par  leurs  expressions  en  fonction  des  angles 
d'Euler,  on  aura  : 

(^)         g  =  2pj:«](i-«.)--i(B«-L).. 

La  solution  du  problème  sera  ainsi  ramenée  aux  quadratures. 
,    Comme  application  on  pourra  étudier  le  mouvement  d'une  sphère 
homogène  ûxée  par  un  point  quelconque  de  sa  masse  et  soumise  à 
l'action  d'un  point  qui  l'attire  suivant  la  loi  de  Newton. 

Des  propositions  générales  que  nous  avons  fait  connaître,  une  seule 
s'applique  encore  au  cas  actuel.  Si  Ton  considère  le  corps  dont  la 
position  à  l'instant  t  est  déterminée  par  les  valeurs 

0,       t!;,       ç,  =  ç  -}-  (»  —  2B)  ^ 

des  angles  d'Euler,  le  mouvement  de  ce  corps  sera  le  même  que  si 
dans  les  formules  primitives  on  supposait  : 

2B  =  71, 

ce  qui  revient  à  admettre  que  Tellipsoïde  central  du  point  fixe  est  une 
sphère. 

Le  mouvement  relatif  à  cette  hypothèse  jouira  encore  de  la  propriété 
de  réciprocité  que  nous  avons  signalée  :  Lorsqu'on  a  déterminé  le 
mouvement  des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes,  le  mouvement 
inverse  des  axes  fixes  par  rapport  aux  axes  mobiles  sera  un  de  ceux 
que  le  même  corps  pourrait  prendre,  si  les  circonstances  initiales 
étaient  changées. 


NOTE  XXI 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  SUR  LES  PERCUSSIONS  ET  LE  CHOC 

DES  CORPS. 


Ea  1874,  j'ai  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  les  principaux 
résultats  d'une  étude  sur  le  choc  des  corps  (voir  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXVIII,  p.  1421,  1559,  1645, 
1767,  et  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2®  série,  t.  IV).  Je  me 
propose  de  faire  connaître  ici  les  principaux  résultats  que  j'ai 
obtenus. 


I.  —  Des  percussions. 

Considérons  un  point  matériel  de  masse  9»,  soumis  à  l'action  de 
différentes  forces.  Soient  Xy  y,  z  les  coordonnées  de  ce  point  à  l'instant  /, 
^jc>  ^fi  ^4  les  composantes  de  la  vitesse  au  même  instant,  X„  Y,,  Zj 
celles  de  l'une  quelconque  des  forces  qui  agissent  sur  le  point.  On 
aura  les  équations  : 

ddj. 
m   --  =X,  -H  ...  -H  X^, 

(l)  ;  m-^'^=Y,4-...  4-Y,, 

dv^ 

et,  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  Vox»  t^ui/,  t^os  les  composantes 
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de  la  vitesse  du  mobile  à  Tinstant  0,  on  aura  : 


m  D^  —  m  Vç^ 


=  /   X,dt-h  ...  +  f  X^dt, 
(2)  mv„—mvç,,=  (  Y^di-h  ...  +  /   Y^dt, 

j  Jo  Jo 

Ces  équations  peuvent  s^interpréter  de  la  manière  suivante. 
Appelons,  avec  différents  auteurs,  impulsion  de  la  force  (X,  T,  Z)  la 
quantité  géométrique  dont  les  composantes  sont  : 

fXdt,       lYdt,       fzdt; 

Jo  Jo  Jo 

les  équations  (2)  donneront  lieu  au  théorème  suivant  : 

L'accroissement  géométrique  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  matériel 
dans  un  intervalle  de  temps  fini  quelconque  est  égal  à  la  somme  géométrique 
des  impulsions  des  forces  qui  agissent  sur  ce  point  pendant  VintervalU  de 
temps  considéré. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  si  des  forces  agissent  sur  un  point 
matériel,  et  si  Ton  connaît  seulement  leurs  impulsions  dans  un  intervalle 
de  temps  donné,  on  pourra  déterminer  Taccroissement  géométrique  de 
la  quantité  de  mouvement  du  point  sur  lequel  elles  agissent,  et  par 
conséquent,  si  Ton  connaît  la  masse  et  la  vitesse  initiale  du  point,  on 
obtiendra  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  finale.  Mais  il  importe 
de  remarquer  que  Von  n'aura  aucune  notion  sur  la  position  de  ce  mobile  à 
Vinstant  final. 

Imaginons  maintenant  que  Pintervalle  de  temps  pendant  lequel  les 
forces  agissent  devienne  de  plus  en  plus  petit,  mais  que  les  impulsions 
de  quelques-unes  des  forces  conservent  une  valeur  finie,  ce  qui  exige 
que  ces  forces  deviennent  de  plus  en  plus  grandes  :  le  changement  de 
vitesse  se  produira  dans  un  intervalle  de  temps  de  plus  en  plus  court, 
mais  il  sera  toujours  fini.  D'ailleurs,  si  Ton  suppose  que  les  impulsions 
des  forces  relatives  à  tout  intervalle  de  temps  compris  dans  celui  que 
nous  considérons  demeurent  inférieures  à  des  grandeurs  fixes^  les 
changements  de  vitesse  du  point  matériel  demeureront  finis  et  le 
déplacement  du  point  matériel  deviendra  de  plus  en  plus  petit  quand 
Uintervalle  de  temps  diminuera. 
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En  effet,  réduisons  toutes  les  forces  à  une  seule  dont  les  composantes 
à  rinstant  0  soient  X9,  Y^,  Z9,  et  considérons  la  projection  du  mouve- 
ment sur  Taxe  des  x  par  exemple.  On  a  : 

j?  —  iTç  —  »or^  =  /    ^Q  /     X^  ^0. 

m 

Nous  supposons  que  Timpulsion  1  X^e^O  demeure,  quel  que  soit  0, 
inférieure  à  un  nombre  ûxe  M.  On  aura  donc,  en  valeur  absolue  : 

X  —  Xq  —  VQ^.t  <  /   M  rfô 

J  0 

ou 

a?  — ^0  —  ^ar^<  M^, 

et,  par  conséquent,  x  —  x^  diminuera  quand  l'intervalle  de  temps 
deviendra  de  plus  en  plus  court  (^). 


(1)  NousiatroduisooSf  od  le  voit,  une  condition  qui,  d'habitude,  n'est  pas  énoncée 
explicitement  :  c'est  que  l'impulsion  de  la  force  dans  udo  partie  quelconque  de  l'inter- 
valle de  temps  considéré  demeure  inférieure  à  une  grandeur  fixe  quand  l'intervalle  de 
temps  diminue.  Cette  condition  est  toujours  satisfaite  dans  les  applications,  car  on  n'y 
considère  que  des  percussions  dont  la  direction  no  varie  pas  sonsiblemont  dans 
toute  la  durée  de  l'intervalle  pondant  lequel  oile:$  agissent.  Par  exemple,  dans  le  choc 
de  deux  corps,  la  force  qui  s'exerce  au  point  de  contact  sur  )'un  des  corps  no  peut 
agir  que  dans  un  sens  déterminé,  do  manière  à  écarter  les  deux  corps.  Alors  Tinté- 


r 


grale  I     Xq  d^  conserve  son  signe  et  no  cesse  de  croître  ;  elle  demeure  donc  inférieure 

à  sa  valeur  finale,  qui,  par  hypothèse,  est  finie. 

Mais,  si  Ton  se  plare  à  un  point  de  vue  exclusivement  théorique,  il  est  aisé  de  trouver 
des  forces  qui,  dans  un  temps  très  court,  imprimeront  des  changements  finis  ou  même 
nais  de  vitesse,  tout  en  déplaçant  le  mobile  d'une  quantité  finie.  Considérons,  par 
exemple,  un  point  qui  se  meut  en  ligne  droite  et  qui  est  soumis  à  l'action  de  la  force 
dont  l'expression  à  l'instant  0  est  : 

A0  =  -rpf-  Sin  Tj,   cos  -m  t 

0  et  T  étant  des  constantes.  On  aura  : 

et  par  suite,  si  l'on  appelle  ti  la  vitesse  initiale, 

9x  —  t»,  =  Y  ^^^     T  * 

0?  —  a?„  —  f?,6  =  >p  —  g—  sm  -^r-- 
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On  se  rapproche  donc  de  plus  en  plus  d^un  état  limite  dans  lequel 
le  mobile,  sans  changer  de  position,  éprouverait  une  modification 
brusque  de  sa  vitesse.  C'est  cet  état  limite  que  Ton  étudie  dans  la 
théorie  des  percussions,  et  il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède 
que,  pour  déterminer  le  changement  de  vitesse  du  mobile,  il  suffit  de 
connaître  les  impulsions  des  différentes  forces  auxquelles  il  est  soumis. 
Ce  sont  ces  impulsions  auxquelles  on  donne  le  nom  de  percussions. 
Il  est  clair  que  les  percussions  provenant  de  forces  finies,  telles  que  la 
pesanteur,  peuvent  être  considérées  comme  nulles. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  discuter  une  objection  que  Ton  adresse 
quelquefois  à  la  théorie  des  percussions.  Quelques  auteurs,  en  s'ap- 
puyant  sur  ce  qu*il  n^existe  pas  de  force  rigoureusement  instantanée,. 
préfèrent  ne  pas  employer  la  notion  des  percussions  et  les  théories  qui 
déterminent  leurs  effets.  Il  n'existe  pas  de  point  géométrique  ni  de 
ligne  droite  dans  la  nature,  et  cependant  nous  trouvons  utilité  et  intérêt 
à  étudier  ces  abstractions.  Il  y  a  sans  doute,  quand  on  passe  aux 
applications,  à  examiner  les  erreurs  que  l'on  peut  commettre  en 
appliquant  les  théorèmes  de  la  Science  pure,  mais  cette  question  ne 
nous  paraît  «pas  devoir  être  mêlée  au  développement  de  la  Science 
elle-même. 

On  sait  comment  se  mesurent  et  se  représentent  les  percussions.  Au 
fond,  ce  sont  des  quantités  de  mouvement,  qu'il  suffît  de  composer  avec 
celles  des  points  sur  lesquels  elles  agissent.  Je  rappellerai  rapidement 


On  a  donc,  pour  6  =  T, 


c  =  f?„ 


a  =  a?, +  t>,T  +(r. 


Si  l'on  suppose  que  lo  temps  T  devienne  de  plus  en  plus  pelil,  e  doroourant  constant, 
on  aura  une  force  très  (grande  agissant  ])endant  un  temps  tr6s  court,  ne  prûduisant 
aucun  changement  de  vitesse  et  déplaçant  le  point  d'une  quantité  quelconque  c. 

Mais  il  est  facile  du  reconnaître  que  la  condition  énoncée  dans  le  texte  no  so  trouve 
plus  remplie,  puisque  l'impulsion  partielle 

I    Xq  aO  =  Y  8in*  .p 

T 
ne  demeure  pas  finie,  pour  6  =  -s  P'ir  exemple,  quand  T  tend  vers  zéro.  D'ailleurs,  il 

est  aisé  de  reconnaître  que  la  force  change  do  sens  au  milieu  de  son  action. 

C'est  une  force  do  ce  genre  qu'une  locomotive  doit  déployer  pour  exécuter  une  do 
ces  opérations  qui  sont  si  fréquentes  dans  les  gares  et  amener  rapidement  uu  ou 
plusieurs  wagons,  sans  vitesse,  d'une  position  dans  une  autre. 
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les  règles  relatives  à  leur  effet  sur  le  corps  solide  et  je  présenterai 
en  même  temps  quelques  remarques  nouvelles  sur  lei^  application. 

Si  le  corps  solide  a  un  axe  fixe,  le  produit  du  moment  dMnertie 
relatif  à  cet  axe  par  l'accroissement  de  la  vitesse  de  rotation  est  égal  à 
la  somme  des  moments  des  percussions  par  rapport  à  cet  axe. 

Si  le  corps  a  un  point  fixe,  désignons  par  p,  q,  r  les  composantes 
de  la  rotation  suivant  les  trois  axes  principaux  de  ce  point,  et  par 
A^  B,  C  les  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  trois  axes;  les  vitesses 
prendront  des  accroissements  Ap,  A^,  Ar  définis  par  les  formules  : 


(3) 


OÙ  L,  M,  N  désignent  les  sommes  des  moments  des  percussions  par 
rapport  aux  trois  axes. 

Les  formules  précédentes  peuvent  être  remplacées  par  une  construc- 
tion géométrique  très  élégante  dont  Poinsot  a  souvent  fait  usage. 
Soit  0  le  point  fixe.  Supposons  qu'on  y  transporte  les  quantités  de 
mouvement  de  tous  les  points  du  système  et  que  Ton  compose  les 
couples  qui  naissent  de  ces  translations  :  le  couple  résultant  sera  le 
covkple  des  quantités  de  mouvement  transportées  en  0.  Il  est  lié,  comme 
on  sait,  d'une  manière  très  simple  à  la  rotation.  1°  L'axe  de  rotation 
est  le  diamètre  conjugué  du  plan  de  ce  couple  par  rapport  à  l'ellipsoïde 
central  du  point  0,  et  il  est  du  même  côté  de  ce  plan  que  l'axe  du 
couple.  2^  Si  G  désigne  le  moment  du  couple,  l  la  longueur  du  demi- 
diamètre  intercepté  dans  l'ellipsoïde  par  Taxe  de  rotation,  et  B  la 
distance  du  centre  au  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  à  l'extrémité  de  l'axe 
de  rotation,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  a  pour  valeur  : 


0) 


=  G/$. 


On  voit  donc  que,  si  l'on  connaît  le  couple  des  quantités  de  mouve- 
ment, on  aura  immédiatement  le  mouvement  du  corps  solide. 

Or,  les  formules  précédentes  peuvent  se  traduire  comme  il  suit. 
Transportons  toutes  les  percussions  au  point  fixe  et  composons  tous 
les  couples  qui  naissent  de  cette  translation  :  on  obtiendra  un  couple 
résultant.  H  suffira  de  composer  ce  couple  avec  ce'ui  des  quantités  de 
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mouvement  antérieurement  acquises  pour  avoir  le  nouveau  couple  des 
quantités  de  mollement. 

Dans  le  cas  où  le  corps  solide  est  entièrement  libre,  désignons  par  m 
la  masse  du  corps,  par  V^,  Vy,  Y^  les  composantes  de  la  vitesse  du 
centre  de  gravité,  par  X,  Y,  Z  celles  de  la  résultante  générale  des 
percussions  transportées  au  centre  de  gravité.  On  aura  : 

(4)  mAV,=  Y, 

(  wAV,zz=  Z, 

et  ces  équations  s^inter^rëtent  comme  il  suit  :  La  nouvelle  vitesse  du 
centre  de  gravité  sera  la  même  que  si  la  masse  entière  y  était  concentrée 
et  toutes  les  percussions  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes. 

Quant  au  changement  que  subit  la  rotation  autour  du  centre  de 
gravité,  on  le  déterminera  en  considérant  ce  centre  comme  un  point 
fixe  et  en  appliquant,  soit  les  formules  (3),  soit  la  construction  géomé- 
trique de  Poinsot  qui  leur  est  équivalente. 

La  forme  linéaire  de  toutes  ces  équations  nous  montre  tout  de  suite  : 
1°  que  Ton  obtiendra  la  nouvelle  vitesse  d'un  point  quelconque  en 
composant  la  vitesse  antérieure  avec  celle  que  détermineraient  les 
percussions  si  elles  agissaient  sur  le  corps  au  repos;  2^  que  Ton 
obtiendra  le  même  résultat,  soit  en  faisant  agir  simultanément  les 
percussions,  soit  en  les  faisant  agir  successivement  dans  un  intervalle 
de  temps  suffisamment  court;  3°  enfin  que,  si  Ton  multiplie  les 
percussions  par  un  nombre  quelconque;?,  les  vitesses  qu'elles  déter- 
minent sur  le  corps  au  repos  sont  toutes  multipliées  par  p.  Tous  ces 
résultats  s'étendent  d'ailleurs,  sans  difficulté,  au  cas  où  le  corps  solide 
est  soumis  à  des  liaisons  d'une  nature  quelconque,  et  les  composantes 
de  la  vitesse  que  prend  un  point  quelconque  sont  toujours  des  fonctions 
linéaires  des  composantes  des  percussions  qui  agissent  sur  le  corps 
solide. 

Nous  remarquerons,  en  terminant,  que  les  constructions  géomé- 
triques données  précédemment  permettent  de  résoudre  d'une  manière 
simple  certaines  questions.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de 
trouver  les  percussions  qui,  appliquées *k  un  corps  solide  libre,  lui 
impriment  au  début  une  rotation.  On  reconnaîtra  aisément  que  les 
lignes  d'action  de  ces  percussions  doivent  être  perpendiculaires  à  leur 
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polaire  par  rapport  à  Tellipsoïde  central  du  centre  de  gravité  ;  elles 
forment  donc  un  complexe  bien  connu  et  qui  a  été  étudié  par  divers 
géomètres. 

Considérons,  en  effet,  une  percussion  P  appliquée  à  un  corps  solide. 
Elle  imprimera  au  centre  de  gravité  une  vitesse  de  translation  qui  lui 
sera  parallèle.  Quant  à  la  rotatfon  autour  du  centre  de  gravité,  nous 
avons  vu  qu^elle  commence  autour  de  la  droite  qui  est  le  diamètre 
conjugué  du  plan  passant  par  la  percussion  P  et  le  centre  de  gravité. 
Pour  que  le  mouvement  initial  soit  une  rotation,  il  faut  que  la 
translation  imprimée  au  centre  de  gravité  soit  normale  à  l'axe  de 
rotation  ;  c^est-à-dire  que  la  ligne  d^action  de  la  percussion  P  soit  une 
droite  perpendiculaire  au  diamètre  conjugué,  par  rapport  à  Pellipsoïde 
central  du  centre  de  gravité,  du  plan  passant  par  cette  droite  et  par  le 
centre  de  gravité  ;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  il  faut  que  cette  ligne 
d^action  soit  une  droite  perpendiculaire  à  sa  polaire  par  rapport  à 
Tellipsoîde  central  du  centre  de  gravité.  « 


IL  —  Des  forces  vives  dans  la  théorie  des  percussions. 

Reprenons  les  équations  relatives  à  Teffet  des  percussions  sur  un 
point  matériel  : 


m 


{v^-v,,)=^£zdt. 


Multiplions-les  par  v^  •+■  t^ox»  ^y  +  t^oy,  v,  4-  Voz  et  ajoutons-les. 
Nous  aurons,  en  désignant  par  Vq,  v  les  vitesses  initiale  et  finale, 

^  (^'  —  ^J) 

Le  second  membre  de  cette  formule  a  une  signification  géométrique 
très  simple.  Si  la  force  (X,  Y,  Z)  agissait,  pendant  toute  la  durée  de 
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son  action,  sur  un  mobile  animé  de  la  vitesse  constante  dont  les 
composantes  sont  : 

son  travail  élémentaire  serait  : 

et  son  travail  total  dans  Pintervalle  de  0  à  ^  serait  précisément  Tinté- 
grale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (6).  Nous  avons 
donc  la  proposition  suivante  : 

Thborkme  I.  —  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  point  matériel^ 
la  variation  de  force  vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  que  produiraient 
les  forces  d"  ou  proviennent  ces  percussions  si,  pendant  toute  la  durée  de  leur 
action,  le  point  matériel  conservait  une  vitesse  constante  égale  à  la  somme 
géomélrique  de  ses  vitesses  initiale  et  finale. 

Multiplions  maintenant  les  équations  (5)  par  Vx^  v^,  Vj.  respectivement 
et  ajoutons-les.  Nous  obtiendrons  une  équation  que  Ton  mettra  aisément 
sous  la  forme  suivante  : 

(  mvl  —  mv^  =  m  [{v^  —  v^J)^  +  (v„  —  v^yY  +  {^z  —  O'J 

^"^^  I  -22  f\^^.  +  Ye^,  +  Zv,)  dt. 

Cette  équation,  interprétée  comme  la  précédente,  conduit  à  cette 
nouvelle  proposition  : 

Théorème  II.  —  La  perte  de  force  vive  est  égale  à  la  force  vive  due  à 
la  vitesse  perdue  moins  le  double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient 
les  forces  si  le  point  matériel  conservait^  pendant  toute  la  durée  de  leur 
action,  une  vitesse  constante  et  égale  à  la  vitesse  finale. 

Enfin,  si  Ton  employait  comme  multiplicateurs  ^or,  t?oyi  »©«,  on 
aurait  de  même  Téquation  : 
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qui  s^interprète  comme  il  suit  : 

Théorèmb  III.  —  Le  gain  de  force  vive  est  égal  à  la  force  vive  due  à  la 
vitesse  gagnée  (ou  perdue),  augmentée  du  double  des  travaux  que  produiraient 
les  forces  si,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  le  point  matériel  conservait 
une  vitesse  constante  et  égale  à  la  vitesse  initiale. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  dernière  proposition  est  un  simple 
corollaire  des  deux  précédentes,  mais  il  peut  y  avoir  <][uelque  intérêt 
à  en  faire  usage. 

Considérons  maintenant  un  système  composé  d^un  nombre  quel- 
conque de  points  matériels.  Écrivons  les  équations  analogues  à 
réquation  (6)  pour  chacun  des  points  et  ajoutons  toutes  ces  équations. 
Nous  aurons  : 


Swo'  —  Zmvl 


(9) 


= 22  io  ^^"^^  ^""^  ■*"  ""^^^  ^^^^  ^""^  "^  ""^^^  "^  ^"^^  ^""^  "^  ""^'^^^ 


les  sommes  «qui  figurent  dans  le  premier  membre  s^étendant  à  tous  les 
points  matériels,  et  celle  qui  fîgure  dans  le  second  à  toutes  les  forces. 
Cette  équation  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  La  variation  de  la  force  vive  totale  d'un  système  est 
égale  à  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  percussions^  tant 
intérieures  qu'extérieures,  si  chacun  des  points  d'application  de  ces  per- 
cussions conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse 
constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  ses  vitesses  initiale  etflnale. 

De  même,  l'équation  (7)  nous  conduira  à  la  suivante  : 

Zmv^  -  Zmvl  =  2m  [{v,  -  v)'  +  (^  -  O'  +  (^  -  O'] 


(10) 

«/  0 


-2  22  f\^v,  +  ^vy  +  ^v:)dt, 


ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  La  perte  de  force  vive  du  système  est  égale  à  la  force 
vive  due  aux  vitesses  perdues,  diminuée  du  double  de  la  somme  des  travaux 
que  produiraient  les  percussions,  tant  intérieures  qu'extérieures,  si  chacun  de 
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leurs  points  d'application  conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action, 
une  vitesse  constante,  ('gale  à  sa  vitesse  finale. 

Toutes  les  propositions  précédentes  s^appliquent  aux  forces  ag^issant 
pendant  un  temps  quelconque.  Mais,  si  le  système  matériel  est  un 
corps  solide  et  si  les  forces  agissent  pendant  un  temps  très  court, 
c^est  à  dire  sont  de  véritables  percussions,  il  est  aisé  de  démontrer 
que  les  termes  correspondants  aux  percussions  intérieures  se  détruisent 
deux  à  deux  et  disparaissent  des  équations  (9)  et  (10).  Soient,  en 
effet,  fff,  m*  deux  points  du  corps  solide  entre  lesquels  s^exerce  une 
force  (X,  Y,  Z).  Appelons  v^^,  v^,  ...  les  vitesses  du  point  m,  et 
^ôxi  ^x9  •••  celles  du  point  m'.  Les  termes  qui  proviennent  de  la 
force  (X,  Y,  Z)  dans  les  équations  (9)  et  (10)  sont  composes  des  deux 
expressions  : 

i  (r,  -  r;  )Jxdt  +  {V,   -  r;  )fYdt  +  (r,  -  v',  )jzdt, 

(  (^x  -  v',:)jxdt  +  (v,,  -  v,,)JYdt  H-  {f>,  -  vi:)jzdt. 

Les  deux  points  m,  m!  étant  maintenus,  par  hypothèse,  à  une 
distanco  invariable,  les  vitesses  initiale  et  finale  satisfont  aux 
conditions  : 

,,„.  i  («-^') (Px -  fi  )  +  (y-y'X"»  -  »;  )  +  («-OC».- fi  )=o, 

x^  y  y  t,  x\y\  z'  désignant  les  coordonnées  des  deux  points.  D^aillours, 
la  percussion  étant  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  les  deux  points,    » 
on  a  : 

Çxdt  =  \{x  -  a?'),       CYdt  =  'k{y  —  y'),       \Zdt  =  \{z  — z'), 

et,  par  conséquent,  les  deux  expressions  (11)  sont  nulles,  en  vertu  des 
formules  (12).  Ainsi  les  percussions  intérieures  disparaissent  dans  les 
formules  (9)  et  (10). 

La  démonstration  précédente  n'est  pas  absolument  irréprochable, 
parce  qu'elle  suppose  que  les  distances  des  différents  points  soient 
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demeurées  les  mêmes  pendant  toute  la  durée  des  percussions.  Il  est 
aisé  de  reconnaître  à  priori  que  cette  condition  n^est  pas  nécessaire  et 
qu'il  suffît,  pour  que  les  théorèmes  aient  lieu,  que  les  distances 
mutuelles  des  différents  points  redeviennent  les  mêmes  après  les 
percussions.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  théorèmes  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  et  des  moments  permettent  de  trouver  le  nouveau 
mouvement  du  corps  solide,  et  par  suite  la  variation  de  force  vive. 
Or  l'application  de  ces  théorèmes  est  indépendante  des  déformations 
passagères  qui  peuvent  se  produire  pendant  Taction  des  percussions. 
On  voit  donc  qu^il  en  sera  de  même  de  la  variation  de  la  force  vive, 
et,  par  suite,  les  expressions  que  nous  avons  trouvées  en  supposant 
les  distances  invariables  doivent  subsister  dans  tous  les  cas,  pourvu 
que  les  distances  reprennent  leurs  valeurs  initiales  quand  les  percus- 
sions ont  cessé  leur  action.  Nous  allons,  du  reste,  en  nous  servant 
seulement  des  équations  ordinaires,  obtenir  une  vérification  des 
propositions  précédentes. 

Pour  cela  reprenons  les  équations  (3)  et  (4),  que  nous  écrirons  : 

A  {p  -A)  =  2  (y,Z,  -  ^, Y,)  =  L, 
B  (^  —  ^o)  =2  {z,Xi  —  x,Z,)  =  M, 
C(r-ro)    =2(^,Y,-y,X,)=N, 

^ij  Va  ^i  désignant  les  coordonnées  du  point  d*application  de  la 
percussion  (X^,  Y^,  Z,)  par  rapport  aux  trois  axes  principaux  du 
centre  de  gravité. 

En  multipliant  ces  équations  par  V^  H-  V^^,  .,.,  p  ■+■  p^,  ...  respec- 
tivement et  en  les  ajoutant,  on  a  : 


(13)   j 


wV«  -f.  A/7*  4-  B^'  -{-  Cr*  —  m\l  -  kp]  —  Bg]  —  CrJ 
=  X  (V,  +  V,J  +  Y  (V,  +  V  J  4-  Z  (V,  +  V J 
-h  L  (/?  +  /?o)  -*-  M  (|7  +  ^o)  +  N  (r  H-  r^). 

Le  premier  membre  représente  la  variation  de  force  vive.  D'autre 
part,  si  Ton  appelle  9?^,  ...,  Tj^,  ...  les  composantes  des  vitesses 
initiale  et  finale  du  point  d'application  (or^,  y,,  Zi)  de  la  percussion 


558  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

(X,,  Y„  Z,),  on  a  : 

^%  =  Voy  +  ''o^.'  —  Po^i>       ^ii,  =  Vy  +  r^i  —P^iy 
0?..  =  '^oz  -^PoVi  —  ^o^o       »ûr  =  V,  +  pifi  —  qxi, 

et  Ton  obtient,  par  un  calcul  facile  : 

vx,  {y^  +  t;?,)  +  Y,  (!?,,  +  ©?,)  4-  Z,  (p^  +  v%) 
=  X  (V,  +  V  J  +  Y  (V,  +  V  J  +  Z  (V,  +  V^ 
4-  (/?  -t-  /?o)  L  +  (^  -*-  ^o)  M  +  (r  +  fp)  N. 

En  comparant  à  Téquation  (13),  on  a  : 

^    (  =  2X,  (r^  +  t^?J  +  Y,  (r,,  +  O -*- Z,  (r^  +  t7Î,), 

et  cette  équation  ne  diffère  de  Téquation  (9)  qu'en  ce  que  les  termes 
provenant  des  actions  intérieures  ont  disparu.  Nous  avons  donc  la 
proposition  suivante  : 

THéoRÈME  VI.  —  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  corps  solide, 
la  variation  de  force  vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  qu'eUes  prodmir 
raient  si  leurs  points  d'application  conservaient,  pendant  toute  la  dur^  de 
leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  leur 
vitesse  initiale  et  de  leur  vitesse  finale. 

On  vérifiera  de  la  même  manière  Téquation  suivante  : 

(   A;?»  4-  B^;  -h  CrJ  +  mW\  —  Aj»«  —  B^*  —  Cr'  —  mV» 
(16)  =k{p  -p.y  4-  B  (^  -  q,Y  4-  C  (r  -  r,y  +  m{Y  —  V,)« 

(  —  22(X,r^4-Y,t?,,  4-Z,0, 

qui  ne  diffère  de  Tcquation  (10)  qu'en  ce  que  les  termes  provenant  des 
percussions  intérieures  ont  disparu  et  qui  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  La  perte  de  force  vive  éprouvée  par  le  corps  solide 
est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues  moins  le  double  de  la 
somme  des  travaux  que  produiraient  les  percussions  si  les  points  sur 
lesquels  elles  agissent  conservaient,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action, 
une  vitesse  constante  égale  à  leur  vitesse  finale. 


NOTE  XXI.  559 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  le  corps  solide  est  soumis  à  des 
liaisons,  sMl  a,  par  exemple,  des  points  fîxes,  ou  des  points  assujettis 
à  demeurer  sur  une  surface  fixe,  ou  des  surfaces  assujetties  à  passer 
par  des  points  fixes,  etc.,  les  termes  provenant  dans  les  équations 
précédentes  des  percussions  de  liaison  seront  tous  nuls,  pourvu  que 
Ton  néglige  le  frottement.  Par  exemple,  sMl  y  a- un  point  fixe,  la 
percussion  que  le  corps  reçoit  de  Tobstacle  fixe,  s^exerçant  sur  un 
point  dont  la  vitesse  est  et  demeure  nulle,  ne  donnera  de  terme  dans 
aucune  des  équations  (14)  ou  (15). 

D^apre:^  cela,  si  une  seule  percussion  agit  sur  un  corps  solide  au 
repos,  la  force  vive  imprimée  au  corps  sera,  en  vertu  du  théorème  VI 
et  de  Péquation  (14),  égale  au  produit  de  cette  percussion  par  la 
projection,  sur  sa  direction,  de  la  vitesse  que  prend  son  point  d'appli- 
cation. Il  faut  donc  que  cette  projection  soit  positive  et,  par  consé- 
quent, que  le  point  d'application  cède  sous  l'action  de  la  percussion 
qui  lui  est  appliquée.  C'est  là  un  résultat  conforme  à  notre  expé- 
rience de  tous  les  jours;  mais  le  théorème  précédent,  qui  le  met  en 
évidence,  nous  conduit,  en  outre,  à  la  considération  d*un  élément 
nouveau  qui  se  rapporte  aux  droites  d'un  corps  solide  et  que  nous 
allons  définir. 

Concevons  une  droite  D  et  supposons  qu'une  percussion  égale  à 
l'unité  ait  cette  droite  pour  ligne  d'action.  Soit  A  le  point  de  D  où 
elle  est  appliquée.  Elle  communique  à  ce  point  A  une  vitesse  dont  la 
projection  sur  la  percussion    et  par   co.nséquent  sur  la  droite   est 

positive;   nous  désignerons  cette  projection  par  ->  et  il  est  clair 

p. 

qu'elle  demeurerait  la  même  si  l'on  faisait  glisser  la  percussion  sur  la 
droite  D  ;  car  on  sait  qu'alors  le  mouvement  imprimé  au  corps  demeure 
le  même,  et  d'autre  part,  dans  ce  mouvement,  les  projections  sur  la 
droite  des  vitesses  de  tous  les  points  de  cette  droite  sont  égales.  Nous 
appellerons  cette  quantité  p.,  essentiellement  positive,  le  paramètre  de 
la  droite.  Quand  on  l'aura  déterminée,  on  saura  que  toute  percussion 
égale  àP  et  dirigée  suivant  la  droite  déterminera  en  son  point  d'application 

P 

une  vitesse  dont  la  projection  sur  la  percussion  sera  positive  et  égale  à  - . 

Cherchons  quelle  est  la  valeur  du  paramètre  dans  les  cas  principaux 
que  l'on  a  à  considérer. 
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P  Supposons  d'abord  le  corps  libre,  et  soit  une  percussion  agissant 

suivant  une  droite  XX'  {flg,  277).  Désignons  par  M  la  masse  du  corps. 

La  percussion  P  imprimera  d'abord  à  tous  les  points  une  vitesse  de 

p 

translation  égale  à  —  ;  elle  produira,  en  outre,  une  rotation  autour  du 

M 

diamètre  GL,  conjugué  au  plan  G XX'  dans  Tellipsoïde  central  du 
centre  de  gravité  G.  Appelons  p  la  distance  GH  du  centre  de  gravité 

à  la  droite  XX'.  Le  mo- 
*^'  ment  G  du  couple  qui  ré- 
sulte de  la  translation  de 
la  percussion  en  G  sera 
Vpy  et,  par  conséquent,  la 
vitesse  de  rotation  autour 
de  GL  sera  donnée  par  la 
formule  : 

où  l  désigne  la  longueur  du  demi-diamètre  GL  de  Tellipsoïde  central 
autour  duquel  s^efPèctue  la  rotation,  et  B  la  distance  GK  du  centre  au 
plan  tangent  à  Textrémité  de  ce  diamètre.  Nous  pouvons  d^ai Heurs 
décomposer  cette  rotation  en  deux  autres,  Tune  co'  dirigée  suivant  GK 

et  égale  à  w  X  -  ou  P^B*,  l'autre  w'  dirigée  dans  le  plan  XX'  et  dont 

nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître  la  valeur. 

D'après  cela,  la  vitesse  d'un  point  quelconque  de  XX',  par  exemple 
du  pied  H  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  G,  se  compose  de  trois 

vitesses  :  P  la  vitesse  de  translation  dont  la  projection  sur  la  droite 

P 
XX',  prise  dans  le  sens  de  la  percussion,  est  —  ;  2^  la  vitesse  due  à 

M 

la  rotation  w',  vitesse  qui  est  dirigée  suivant  XX'  et  qui  a  pour 
valeur  lù'p  ou  Pp*S*;  3°  la  vitesse  due  à  la  rotation  w^  qui,  étant 
normale  à  XX',  donne  une  projection  nulle.  On  voit  donc  que  la 
projection  sur  lu  direction  de  la  percussion  de  la  vitesse  imprimée  au 
point  H,  projection  qui  conserve  la  même  valeur  pour  un  point 
quelconque  de  XX',  est  : 


(i-^^'4 
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On  a  donc  dans  ce  cas,  pour  le  paramètre,  de  la  droite  XX',  Texpres- 
sion  très  simple  : 

(16).  i^S-^i-'^'- 

Le  paramètre,  généralement  inférieur  à  la  masse,  lui  devient  égal 
quand  la  droite  passe  au  centre  de  gravité. 

'  Si  le  corps  a  un  point  fixe,  ]es  raisonnements  sont  les  mêmes; 
seulement  il  n^j  a  pas  à  tenir  compte  de  la  vitesse  de  translation,  et 
Ton  a  : 


(16) 


le  centre  de  gravité  étant  remplacé  par  le  point  fixe. 

Enfin,  si  le  corps  a  un  axe  fixe,  soient  XX'  (Jlg,  978)  la  ligne 

d^action  de  la  percussion,  0  Tangle  qu^elle 
fait  avec  Taxe  a  a',  et  d  sa  plus  courte 
X'  distance  à  Taxe.  Désignons  par  co  la  vitesse 
angulaire  imprimée  et  par  MA'  le  moment 
dMnertie  par  rapport  à  aa' .  On  aura  : 

M;i«(o=Pisine. 
La  vitesse  du  pied  B  de  la  plus  courte 


Fie'  27Ô 


distance  sera 


Pd*sine 


Uk' 


i  et  sa  projection  sur 


P(^»  sin»  e 


On  aura  donc  ici  : 

(16)  c 


l  _d^  sin*  0 


Mi' 


Nous  nous  bornerons  à  ces  trois  cas  principaux.  Pour  les  autres, 
nous  nous  contenterons  de  rappeler  que  le  paramètre  \k  est  essentielle* 
ment  positif. 


in.  —  Du   CHOC  DBS  CORPS. 

Le  cboc  des  corps  a  été  Tobjet  de  nombreuses  recherches.  Poisson, 
Despeyrous.  —  Mécanique.  II.  36 
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dans  le  Tome  II  de  sa  Mécanique,  commence  par  traiter  le  choc  des 
corps  mous  et  il  obtient  la  solution  complète  du  problème  en  ajoutant 
aux  douze  équations  fournies  par  les  principes  du  centre  de  gravité  et 
des  moments  une  équation  nouvelle  qui  exprime  qu'à  la  fin  du  choc 
les  vitesses  normales  au  point  de  contact  des  deux  solides  sont  égales. 
Puis  il  passe  de  là  au  cas  des  corps  élastiques,  en  remarquant  que  le 
choc  peut  alors  se  décomposer  en  deux  parties  séparées  par  Tinstant 
de  la  plus  grande  compression.  Dans  la  première,  le  phénomène  est  le 
même  que  si  les  deux  corps  étaient  dépourvus  d^élasticité.  Dans  la 
seconde  les  corps  reviennent  à  leur  forme  primitive,  et  il  admet  quMls 
reçoivent  une  percussion  égale  à  celle  qui  s^est  développée  à  leur 
contact  pendant  la  première  partie  du  choc.  Il  est  aisé  d^établir  que  la 
force  vive  totale  reprend  sa  valeur  à  la  fin  du  choc,  ce  qui  fournit  une 
espèce  de  vérification  de  Thypothèse  de  Poisson. 

En  1838,  dans  le  Résumé  des  Leçons  données  à  V École  des  Ponts  et 
Chaussées,  Navier  a  remarqué  que,  si  l'on  fait  abstraction  des  vibra- 
tions communiquées  par  le  choc  aux  molécules  des  deux  corps,  la  force 
vive  totale  doit  reprendre  la  même  valeur.  Cette  remarque  lui  a  permis 
d^obtenir  la  percussion  totale  qui  se  produit  au  contact  des  corps,  et 
par  conséquent  de  donner  la  solution  complète  de  la  question. 

En  18*74,  M.  Resal  a  adopté  la  marche  proposée  par  Navier,  dans 
une  Note  importante  qui  figure  aux  Comptes  rendus  des  séatices  de 
V Académie  des  Sciences  (t.  LXXVIII). 

Toutes  ces  différentes  solutions  sont  analytiques;  elles  reposent  sur 
la  considération  de  treize  équations  du  premier  degré  et  ne  laissent 
pas  voir  la  signification  géométrique  très  simple  des  résultats.  Je  me 
suis  proposé,  en  181(4,  de  donner  une  solution  purement  géométrique 
de  cette  question,  et  je  vais  indiquer  ici  les  résultats  que  j*ai  obtenus. 

Soient  (M),  (M')  deux  corps  solides  se  choquant  en  un  point  A. 
L'effet  du  choc  peut  se  représenter  par  deux  percussions  égales  et 
contraires,  dirigées  suivant  la  normale  en  A  aux  deux  surfaces  en 

contact,  l'une  jNfi?^  appliquée  au  corps  (M),  l'autre  — jNtf/  appliquée 

au  corps  (M').  Soient  w^,  w  les  composantes  suivant  la  normale  au 
point  de  choc  de  la  vitesse  initiale  et  de  la  vitesse  finale  du  point 
de  (M)  qui  se  trouve  en  A,  et  soient  w'oj  w'  les  mêmes  quantités 
relatives  au  corps  (M'). 
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Si  nous  appliquons  successivement  le  théorèijie  YI  aux  deux  corps 
(M),  (M'),  nous  aurons  : 

(H)  . 

I  2m'  {mv^  —  mvl)=  —  {w'  +  TPo)  I  Nrf/, 

2m9  2m'  désignant  les  forces  vives  des  corps  (M),  (M')  respectivement. 
Il  est  à  remarquer  que  ces  équations,  qui  ont  évidemment  lieu  pour 
des  corps  libres,  sont  encore  vraies  si  les  corps  ont  des  points  fixes 
ou  sont  assujettis  à  d^autres  liaisons,  car  nous  avons  vu  que  les 
percussions  de  liaison  ne  peuvent  introduire  aucun  terme  dans  les. 
seconds  membres  des  équations  générales  (14)  et  (15),  et  les  for- 
mules (i"?)  ne  sont  que  Inapplication  particulière  de  Téquation  (14). 

En  ajoutant  les  deux  équations  précédentes,  on  aura,  pour  la 
variation  totale  de  la  force  vive,  la  formule  : 

(18)  Zmv^  ■—  Zmvl  =  (w  —  w'  -}-  w^  —  wi)l^dt, 

qui  va  nous  donner  la  solution  complète  de  la  question. 

Supposons  d^abord  que  les  corps  soient  parfaitement  élastiques  et 
que  la  perte  de  force  vive  doive  être  nulle;  il  faudra  que  Ton  ait  : 

4 

(19)  w  —  n>'  =  —  («^0  ~"  ^o). 

Donc,  Teffet  du  choc  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques 
est  de  changer  de  signe  la  composante  normale  de  la  vitesse  relative  des 
deux  points  de  choc  sans  changer  la  grandeur  de  cette  composante.  Tel  est 
le  résultat  très  simple  auquel  conduit  immédiatement  notre  théorie. 

Cela  posé,  décomposons  le  choc  en  deux  parties  par  la  condition 

que  les  intégrales  x'^dt  relatives  à  ces  deux  parties  soient  égales. 

Les  percussions  imprimées  aux  corps  solides,  dans  les  deux  parties  du 
choc  ainsi  divisé,  ont  par  hypothèse  même  grandeur,  et  elles  agissent 
suivant  la  même  droite.  Donc,  diaprés  les  règles  connues  de  Teffet 
des  percussions,  les  vitesses  gagnées  par  les  points  de  Tun  quelconque 
des  solides  sont  les  mêmes  en  grandeur  et  en  direction  pour  ces  deux 


.1^ 
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parties  du  choc.  Cetta  remarque  permet  de  déterminer  les  composantes 
normales  des  vitesses  des  points  des  deux  corps  placés  en  A,  à  la  un 
de  la  première  partie  du  choc  ;  car  soit  u  la  composante  normale  de  la 
vitesse  du  point  de  choc  de  (M),  on  devra  avoir  : 


Wq  —  u  =  u  —  w, 


équation  qui  exprime  que  la  composante  normale  de  la  vitesse  varie 
de  la  même  quantité  dans  les  deux  parties  du  choc.  Donc  : 


U  = '• 


Si  u'  désigne  la  quantité  analogue  à  u  pour  le  corps  (M'),  on  aura 
de  même  : 

u  ^  — - —  • 


Si  l'on  tient  compte  de  Téquation  (19),  on  aura  : 

Ainsi,    quand  l'intégrale  J  N^^  a  acquis  la  moitié  de  sa   valeur 

définitive,  les  vitesses  normales  des  deux  points  de  choc  sont  égales. 
Si  le  choc  cessait  à  cet  instant,  on  serait  dans  le  cas  des  corps  mous. 
Donc,  si^  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques,  on  sépare  le  choc 
en  deux  parties  par  Vinstant  où  les  vitesses  normales  des  deux  points  de 
choc  sont  égales,  les  percussions  relatives  à  ces  deux  parties  du  choc  sont 
égales.  En  d*autres  termes,  la  percussion  dans  le  cas  des  corps  élastiques 
est  double  de  celle  qui  se  produit  quand  les  corps  sont  mous.  C'est  le 
point  que  Ton  admettait  dans  la  théorie  de  Poisson. 

Dans  le  cas  des  corps  mous,  le  théorème  YII  trouve  son  application 
immédiate;  les  points  en  contact  ayant  la  même  vitesse  normale  dans 
les  deux  corps  après  le  choc,  les  travaux  des  deux  percussions,  tels 
quMls  doivent  être  évalués  dans  cette  proposition,  sont  égaux  et  de 
signes  contraires.  On  voit  donc  que,  dans  ce  cas,  la  force  vive  perdue 
est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues.  C'est  le  théorème 
bien  connu  de  Carnot,  théorème  qui  n'a  d'ailleurs  d'autre  avantage 
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que  de  montrer  quMl  y  a  perte  de  force  vive,  sans  apprendre  à  en 
mesurer  la  grandeur. 

Pour  étudier  le  choc  d^une  manière  plus  complète  et  comprendre 
tous  les  cas,  nous  allons  chercher  les  formules  qui  relient  les  vitesses 
Wy  w' y  à  un  instant  quelconque  du  choc,  à  la  percussion  qui  s'est 
produite  jusqu'à  cet  instant,  et,  en  faisant  ensuite  les  hypothèses 
particulières,  nous  retrouverons  tous  les  cas. 

Désignons  par  [jl,  \)J  les  paramètres  de  la  normale  au  point  de  choc 

par  rapport  aux  corps  (M),  (M')  respectivement.  La  percussion  i^di 
appliquée  au  corps  (M)  donnera  au  point  de  choc  la  vitesse  normale  : 


(20)  m 


=  »o  -♦-  -  /N^^, 


résultante  de  la  vitesse  initiale  w^  et  de  celle   qu'imprimerait  la 

percussion  au  corps  partant  du  repos.  De  même  la  percussion  —  l  ^dô 

appliquée  au  corps  (M')  donnera  au  point  de  choc  de  ce  corps  la 
vitesse  normale  : 


'  z=  n?i  —  i  Ç^dt. 


(21)  w'  = 

Les  équations  précédentes  nous  conduisent  aux  deux  suivantes  : 

(22)  [kw  +  [k'to'  =  \LWç^  +  [x'  tPo 


et 


-"'  =  "•- '^^ -^  (^ -^  ?-)/^'*'- 


Introduisons  les  vitesses  relatives  : 

W  =  w  —  n>',      W^  =  Wç  —  wi. 
L'équation  précédente  s'écrira  : 


(23) 


'^  -  ^«  =  &  -^  i:)!'"'' 


Si  nous  substituons  la  valeur  dejNef/  dans  la  formule  (18),  nous 
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aurons  : 

(24)  Imv^  —  Zmvl  =  -^ p  • 

Quant  à  la  variation  de  force  vive  pour  chaque  corps,  elle  sera 
donnée  par  les  formules  (17),  qui  deviennent  : 

W w 


ÏM'Mo*  — cî)=-(fp'4-wJo) 


1^        1 

1         1 
|x        |x 


Ces  formules  ne  difèretil  en  rien  de  celles  gui  seraient  relatives  au  choc 
de  deux  sphères  de  masses  {jl,  [x^  Il  est  donc  inutile  de  les  discuter  en 
détail.  On  obtiendra  le  choc  des  corps  mous  en  faisant  W  =  0  et  celui 
des  corps  élastiques  en  posant  W  =  —  W^. 

Cela  nous  conduit  à  dire  un  mpt  d*une  hypothèse  bien  connue  de 
Newton,  relative  aux  corps  imparfaitement  élastiques.  Newton  admet 
que  pour  ces  corps  le  choc  sera  terminé  quand  on  aura  : 

W  =  ~  tfWo, 

e  étant  une  fraction  positive  qui  dépend  de  la  nature  des  deux  corps. 
On  voit  que  cette  hypothèse  comprend  comme  cas  extrêmes  celles  qui 
répondent  au  choc  des  corps  mous  {e  =  0)  et  au  choc  des  corps 
parfaiteiBent  élastiques  {e  =  1).  Il  est  aisé  de  reconnaître  quelle  sera 
la  perte  de  force  vive.  Si  nous  nous  reportons  à  la  formule  (24),  nous 
trouvons  pour  l'expression  de  cette  perte  : 

(1  -  .') 


1        1 


On  peut  donc  caractériser  Tliypothcse  de  Newton  en  disant  quV//^ 
conduit  à  une  perte  de  force  vive  qui  est  une  fraction  déterminée,  (I  —  e^)^ 
et  toujours  la  même,  de  celle  qui  se  produit  dans  le  choc  des  corps  mous. 
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IV.  —  Du   CHOC,    EN   TENANT   COMPTE   DU  FROTTEMENT. 

Jusqu'ici  j*ai  négligé  rinfiuence  du  frottement  qui  se  produit  au 
contact.  Les  expériences  du  général  Morin  paraissent  établir  que, 
même  dans  ce  cas,  le  frottement  suit  les  lois  ordinaires.  Toutefois, 
dans  la  théorie  des  machines,  on  n'a  eu  à  s'occuper  que  de  problèmes 
relativement  simples,  pour  lesquels  il  est  facile  de  reconnaître  à  priori 
que  la  vitesse  relative  au  point  de  contact  des  deux  corps  a  une 
composante  tangentielle  dont  la  direction  demeure  constante  pendant 
toute  la  durée  du  choc.  Il  n'y  a  donc  alors  qu'à  introduire,  en  môme 
temps  que  les  percussions  normales  appliquées  aux  deux  corps,  des 
percussions  tangentielles  égales  à  la  valeur  commune  des  percussions 
normales  multipliée  par  le  coefficient  de  frottement,  et  ayant  une 
direction  invariable  pendant  le  choc,  celle  de  la  composante  tangen- 
tielle de  la  vitesse  relative  au  point  de  contact.  Je  citerai  un  travail 
de  Poisson,  Sur  le  frottement  des  corps  qui  tournent  (Bulletin  de  Férussac, 
t.  VI,  p.  163)  et  les  recherches  de  Coriolis  sur  le  choc  des  sphères 
dans  sa  Théorie  mathématique  des  effets  du  jeu  de  billard. 

Si  Ton  se  propose  de  traiter  le  problème  général,  la  question  devient 
beaucoup  plus  compliquée.  On  sait  que,  dans  le  cas  ou  il  n'y  a  pas 
frottement,  la  vitesse  relative  au  point  de  contact  passe  progressive- 
ment, pendant  la  courte  durée  du  choc,  d'une  valeur  à  une  autre,  tout 

■ 

à  fait  différente  en  grandeur  et  en  direction;  il  en  est  de  même  quand 
il  y  a  frottement,  et  si  l'on  veut  tenir  compte  rigoureusement  des  effets 
de  cette  force,  il  faudra,  à  chaque  nouvel  instant  du  choc,  donner  au 
frottement  Une  direction  nouvelle  en  sens  inverse  de  la  vitesse  relative 
à  cet  instant.  Cette  direction  de  la  vitesse  relative  dépend,  d'ailleurs, 
du  frottement <3ui  s'est  produit  aux  époques  antérieures  du  choc;  on 
peut  donc  prévoir  qu'il  y  aura  une  équation  différentielle  donnant  la 
loi  du  phénomène  et  dont  l'intégration  constituera  la  principale 
difficulté  du  problème;  et  l'on  reconnaît  aussi  que  si  l'on  voulait, 
malgré  le  changement  de  la  vitesse  tangentielle  relative  au  point  de 
contact,  conserver  à  ce  frottement  une  direction  constante,  on  pourrait 
commettre  des  erreurs  du  même  ordre  que  les  effets  dont  on  veut  tenir 
compte. 


568  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

M.  Phillips,  dans  un  beau  travail  inséré  au  Journal  de  liouvilk 
(t.  XIV,  1^«  série,  p.  312),  a  le  premier  abordé  la  question  à  ce  point 
de  vue  et  intégré  Téquation  différentielle  qui  se  présente  dans  cette 
théorie.  Depuis,  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  des  séances 
de  P Académie  des  Sciences  (t.  LXXVIII,  p.  1645),  j'ai  obtenu  les  mêmes 
résultats  par  une  méthode  différente  et  a  quelques  égards  plus  simple. 
En  étudiant  de  nouveau  cette  question  pour  présenter  une  étude 
complète  de  la  théorie  du  choc,  je  me  suis  aperçu  que,  si  les  recherches 
que  je  viens  de  citer  suppriment  la  principale  difficulté  de  la  question, 
elles  ne  donnent  pas  cependant  la  solution  complète  du  problème  ;  car 
elles  négligent  ce  fait  capital  que  la  vitesse  relative  tangentielle  peut 
devenir  nulle  pendant  la  durée  du  choc.  Nous  avons  repris  l'étude  de 
cette  question  dans  le  Bulletin  des  Sciences  Mathématiques,  en  ayant 
égard  aux  circonstances  qui  avaient  été  négligées  dans  les  recherches 
antérieures. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  normale  commune  aux  deux  corps  au 

point  de  contact,  la  partie  positive  de  Taxe  des  z  étant  dirigée  vers  le 

corps  (M) .  Les  axes  dos  x  et  des  y  seront  dans  le  plan  de  contact.  Le 

point  de  choc  du  corps  (M)  a,  par  rapport  au  point  de  choc  du  corps  (M'), 

une  vitesse  relative  dont  nous  désignerons  par  w  la  composante  normale 

et  par  v  la  composante  tangentielle.  Si  la  vitesse  v  fait  avec  Taxe  des  x 

Tangle  9,  les  trois  composantes  de  la  vitesse  relative  suivant  Ox,  Oy, 

0^  seront  : 

V  cos  9,       V  sin  9,       w. 

Désignons  par  N  la  force  normale  qui  s'exerce  a  P instant  t  sur  le 
corps  (M).  La  force  de  frottement  aura,  suivant  Ox,  Oy,  les  deux 
composantes  : 

—  /"N  cos  9,       —  fN  sin  9, 

/'désignant  le  coefficient  du  frottement.  Par  suite,  les  trois  composantes 
de  la  percussion  reçue  par  le  corps  (M)  depuis  le  commencement  du 
choc  seront  : 

—  f  I    N  cos  9  (f  ^,       —  fi    N  pin  9  dt,        j    Ndt, 

et  le  corps  (M')  aura  reçu  dans  le  même  temps  des  percussions  égales 
et  contraires.  Cela  posé,  d'après  les  lois  de  Peffet  des  percussions,  les 
composantes  de  la  vitesse  relative  des  deux  corps  seront  des  fonctions 
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linéaires  de  ces  percussions,  et  Ton  aura  : 

rco8ç  =  p^,cos9ç— a/"  i    Ncosçt?^  —  bf  j   '^sinodt-hc  j^dt, 

(25)  '  vsin(^=VQsin^Q^--a' f  I    Ncos^rf^  —  b' f  j   Nsin<prf/-|-c'  I  Ni^, 

—«7/    ^cosodt—b'fj    Nsin<p(ff  +  c'JN(f/, 

Jo  '  Jo  J 


w  =  «?<, 


fg,  9o,  n^o  désignant  les  valeurs  initiales  de  o,  ^,  n^.  Quanta  a,  ^,  c,  ..., 
ce  sont  des  constantes  que  Ton  détermine  sans  difficulté  et  qui  dépendent 
de  la  forme  et  de  la  position  relative  des  deux  corps  :  a,  0',  a'  sont 
les  composantes  de  la  vitesse  relative  qui  serait  imprimée  aux  points 
en  contact  par  deux  percussions  égales  à  Tunité  dirigées  suivant  Taxe 
des  X  et  appliquées  Pune  au  corps  (M),  Tautre  au  corps  (M'),  la  première 
ayant  le  sens  de  la  partie  positive  de  Taxe  des  x^  Tautro  ayant  le  sens 
contraire;  ft,  b\  ô',  c,  c\  c"  ont  des  définitions  analogues  relativement 
à  des  percussions  dirigées  suivant  Oy  et  Oz.  Il  n'y  a  donc  aucune 
relation  entre  ces  neuf  constantes,  qui,  dans  le  cas  des  corps  libres, 
dépendent  de  vingt  paramètres.  Il  est  vrai  que  les  équations  précédentes 
ne  supposent  nullement  les  corps  libres  et  qu'elles  ont  lieu  d'une 
manière  absolue,  quelle  que  soit  la  nature  des  liaisons.  Mais,  dans  la 
discussion,  nous  pourrons  les  supposer  quelconques;  il  nous  suffira 
seulement  de  montrer  que,  dans  tous  les  cas,  elles  satisfont  à  des 
inégalités,  dont  nous  aurons  à  tenir  grand  compte  dans  notre  discus- 
sion. Nous  allons  d'abord  indiquer  quelles  sont  ces  relations  d'inégalité. 
Si  deux  corps  (M),  (M')  sont  en  repos,  et  qu'en  un  de  leurs  points 
de  contact  on  leur  applique  respectivement  deux  percussions  P,  —  P 
égales  et  contraires,  il  est  facile  de  montrer  que  la  vitesse  relative 
que  prendra  le  point  de  contact  de  (M)  par  rapport  au  point  de  contact 
de  (M')  aura  toujours  une  projection  positive  sur  la  percussion  P 
appliquée  au  corps  (M).  En  effet,  nous  savons  que  la  percussion  P 
imprime  a  son  point  d'application  une  vitesse  dont  la  projection  sur  P 

P 
est  -  >  ;ji.  étant  le  paramètre  de  la  ligne  d'action  par  rapport  au  corps  (M) . 

De  même  la  percussion  —  P  imprime  au  point  du  corps  (M')  ou  elle 

P 
est  appliquée  une   vitesse  dont  la  projection  sur  —  P  sera  H — ;-♦ 
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jj.'  étant  le  paramètre  de  la  ligne  d'action  par  rapport  au  corps  (M'); 

p 

et  par  conséquent  la  projection  de  cette  vitesse  sur  P  sera •  La 

projection  de  la  vitesse  relative  sur  P,  étant  la  différence  des  projections 
des  deux  vitesses  absolues,  sera  : 


G  -  ?)' 


et,  par  conséquent,  sera  toujours  positive. 

D'après  cela,  revenons  aux  deux  corps  (M),  (M')  supposés  au  repos, 
et  appliquons  à  Torigine  au  corps  (M)  une  percussion  quelconque  dont 
les  composantes  sont  X,  Y,  Z,  en  appliquant  au  corps  (M')  la  percussion 
égale  et  contraire.  La  vitesse  relative  qui  sera  imprimée  par  ces  deux 
percussions  sera  définie  par  les  formules  : 

v^=aX-h  b  Y  -h  cZ, 
v^^za'X-b  b'Y  -h  c'Z, 
V,  =  a'X  -+-  b'Y  -h  c'Z, 

cette  vitesse  étant  toujours  celle  du  point  de  (M)  par  rapport  au  point 
de  (M').  La  projection  de  cette  vitesse  sur  la  percussion  appliquée  au 
corps  (M)  devant  être  positive,  nous  devrons  avoir  : 

Xv^  4-  Yv„  4-  Zv,  >  0, 
et  par  conséquent  : 

aX*  H-  J'Y'  4-  c'Z*  4-  {c'  -h  b')  YZ  4-  (c4-  O  XZ  4-  (ô  4-  a')  X Y  >  0. 

Ainsi,  les  constantes  a,  b* ,  c"  doivent  satisfaire  à  toutes  les  inégalités 
qui  expriment  que  l'expression  précédente  est  positive,  quelles  que 
soient  X,  Y,  Z.  Par  exemple,  on  aura  : 

.ogx  (  a  >  0,       ô'  >  0,       c'  >  0, 

^     ^  {   (b  +  ay  —  4«ô'  <  0. 

Nous  aurons  à  faire  usage  de  ces  inégalités. 

Après  ces  remarques  préliminaires,  reprenons  les  équations  (25)  et 
differentions-les.  Si  nous  posons  : 

K  =.  c  —  afcos  9  —  ô/'sin  9, 
A'  =  c'  —  a'fcos  o  —  b'fsin  9, 
A'=:c' — aYcos  9>  —  yfsiïiOy 
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nous  aurons  : 

.nmx  (   cos  ^  dv  —  V  sin  ç  (f ç  =  AN  dC^ 

(  sin  (^  dv  -{-  V  ces  ç  cf^  =  A'  N  (f ^, 

ce  qui  donne  : 

dD       A'  sin  0  4-  A  cos  9 


V        A'  cos  ç  —  A  sin  o 

vd^ 


doj 


Nrf^z= 


A'  cos  9  —  A  sin  o 
Posons,  pour  abréger, 

H  =  A'  sin  9  4-  A  cos  ç, 
A  =  A'  cos  9  —  A  sin  9. 
Nous  obtiendrons  : 

(28)  v  =  vy'f'^      , 

et,  V  une  fois  connu,  on  déduira  de  Texpression  de^dC: 

j    N  dl         =1     — r^j  ccos9  =  PqCOS9o4-  I     — —^y 

r^r.^^  TxT  .         r?rco39(f5  .  nMvdo 

(29)  I    Ncos9i^=  /     -i — ^»     csin9=^p^,sin9o-h  /     -y 

jjo  Jft,         A  '       Jtp,      A 

'  TxT  .  nosino(fo  *  r?k'vdo 

I    Nsinç^/^l     -^ — ^>  ^e?  =  w?o       4-/    -* 

Jo  Jf.        A  Jy,       A 

Ces  quadratures  donnent  la  solution  complète  de  la  question;  elles 
feront  connaître  les  diverses  circonstances  du  choc  tant  que  la  vitesse  v 
ne  deviendra  pas  nulle,  auquel  cas  on  ne  connaîtrait  plus  la  direction 
du  frottement. 

On  peut  interpréter  géométriquement  les  formules  précédentes. 
Construisons  dans  le  plan  tangent  la  courbe  auxiliaire,  lieu  du  point 
dont  les  coordonnées  à  Tinstant  t  sont  : 

X  =z  f  I   N  cos  9  rf/,       y  =  /"  1    N  sin  9  de, 

Jo  Jo 

On  voit  que  le  rayon  vecteur  de  cette  courbe  représente  en  grandeur 
et  en  direction  la  percussion  tangentielle.  L^arc  de  la  courbe,  compté 
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à  partir  de  l'origine,  a  pour  valeur  : 


=  ff^di, 


et  par  conséquent  il  est  égal  à  la  percussion  normale  multipliée  par 
le  coefficient  de  frottement.  Si  Ton  différentie  d'ailleurs  les  formules 
qui  donnent  (c  et  y,  on  trouvera  : 

dy 

-  =  tang  ç. 

La  direction  de  la  tangente  h  cette  courbe  auxiliaire  est  donc  la 
même  que  celle  de  la  vitesse  relative  tangentielle  à  l'instant  l.  On 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

//  exisle  une  courbe  située  dans  le  plan  de  contact,  passant  au  point  de 
contact  et  donnant  la  loi  du  choc.  Son  rayon  vecteur  représente  la  percussion 
tangentielle  due  au  frottement;  sa  tangente  a  la  direction  de  la  vitesse 
relative  et  son  arc,  compté  à  partir  de  Vorigine,  est  égal  au  produit  du 
coefficient  de  frottement  par  la  percussion  normale  reçue  par  chacun  des 
corps  depuis  le  commencement  du  choc. 

Il  résulte  des  formules  (25)  que  cette  courbe  satisfait  à  réquation 
dififérentielle 

dy Vq  sin  ^^  —  a'x  —  b'y  -+-  c's 


—  > 


dx        Vq  JC09  <^Q  —  ax  —  by  -i-  es 

et  par  conséqi^ent  les  recherches  précédentes  peuvent  être  considérées 
comme  donnant  l'intégrale  de  cette  équation  (^). 


(<)  Considérous  d'une  munièro  générale  l'équalion  différentielle 

r(y')-H/F(y')Xrf^ 


où  y'  désij^ne  -j-  et  X  une  fonction  de  la  seule  variable  a.  Il  est  aisé  de  reconnaître 

(lu'nllo  comprend,  comme  cas  parlicuiicr,  celle  qui  a  été  considérée  dans  lo  texte.  Il 
sullli,  ou  clTel,  pour  retrouver  cotte  dernière  éijuation,  de  prendre  : 

X  =  l,     Hy')  =  y\ 

F  (y')  =  -  a-  -  ^'y'  +  .'  v/^+y^     /  (y')  =  ^  «n  9.. 
4»  (y ')=--—  (i  -  ày'   +  e  \/r-f7'a,      ?  (y')  —  ^  cos  ç,. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  intégrer  très  simplement  Téquation  (a).  Pour  cela. 
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Revenons  aux  formules  (29)  et  voyons  comment  on  déterminera  la 
fin  (lu  choc.  Dans  le  cas  des  corps  mous,  il  n^y  a  pas  de  difficulté  : 
le  choc  se  terminera  quand  la  vitesse  relative  normale  w  sera  réduite 
à  zéro.  Mais  il  peut  y  avoir  des  corps  élastiques  dans  lesquels  le 
frottement  n^est  pas  nul,  par  exemple  deux  billes  d^ivoire  dépoli. 
Dans  ce  cas,  rien  ne  nous  guidant,  on  peut  revenir  à  Tancienne 
hypothèse  et  supposer  que,  lorsque  les  corps  se  détendent  après  s^étre 


posons: 

*(y')-*-/?(y')X</a?  =  >, 

et  par  conséquent  : 

/(y')+/F{y')Xrf«=xe(y'); 

on  aura,  en  dilTéren liant, 

^  ««y' +  F  (y')  Xrf-»  =  »  (y')  rfX  +  >  ^  rfy-, 
et,  si  l'on  élimine  X  âXt  on  trouvera  : 

Cette  équation  linéaire  fera  connaître  X  oQ  fonction  do  y'.  On  déterminera  ensuite  w  au 
moyen  de  la  formule 

où  les  variables  sont  séparées,  et  enûn  y  par  la  formule 

dy  =  y'  dœ. 

L'inté<];ration  de  l'équation  différentielle  est  ainsi  ramonée  à  une  série  do  quadratures. 
Si  dans  l'équation  (a)  on  remplaçait  Xda  par  d^(a^  y),  on  serait,  par  une  méthode 
analogue,  ramené  à  l'intégration  de  l'équation 

?(^.y)  =  F(y'). 

L'équation  (a)  comprend  comme  cas  particulier  les  suivantes  : 

am-\-by  +  ei-^¥(y')  .   .. 

a'of  +  à'y  +  c'«  +  4»  (y')  —  "  ^^  ' 
et 


am^  +  F(y')  +_e/wdy_  _     .  ,. 


Cette  dernière  équation,  correspondante  au  cas  où  Ton  prend  X  =â^,  équivaut  à  une 
relation  assez  générale  entre  la  tangente  et  l'aire  d'un  segment  de  la  courbe  cherchée. 
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comprimés,  ils  reçoivent  une  percussion  normale  égale  à  celle  qui 
s^est  développée  dans  la  première  partie  du  choc.  Alors  il  suffira  de 
calculer  la  percussion  normale  relative  au  cas  du  choc  des  corps  mous 
et  de  prolonger  le  choc  jusqu^à  ce  que  la  percussion  normale  ait  pris 
une  valeur  double  de  celle  que  Ton  a  ainsi  calculée.  Pour  plus  de 
netteté,  nous  traiterons  toujours,  dans  ce  qui  va  suivre,  le  cas  du 
choc  des  corps  mous. 

D*après  les  hypothèses  faites  sur  le  sens  de  Taxe  des  ^,  la  percus- 
sion) N^/  sera  toujours  positive  et  la  valeur  initiale  ^^  de  w  sera 

négative.  Par  suite,  la  première  des  formules  (29)  nous  montre  que  9, 

do 

partant  de  la  valeur  o^,  devra  varier  de  telle  manière  que  -^  soit 

positif;  donc  on  connaîtra  le  sens  de  la  variation  de  9.  Désignons 
par  a  la  première  racine  de  Péquation 

A  =  0, 

que  cp  atteindrait  en  variant  dans  le  sens  indiqué,  et  cherchons  si  le 
choc  sera  terminé  avant  que  9  ait  atteint  la  valeur  a.  L^équation  qui 
définit  la  fin  du  choc  est  : 

d^ 
A 


(30)  fv  =  0  =  w^+  I     — — 

«/9«         A 


Si  cette  équation  admet  une  racine  comprise  entre  zéro  et  a,  il  n*y 
aura  pas  de  difficulté;  les  formules  (25),  (29)  seront  applicables 
jusqu^à  la  fin  du  choc,  et  elles  feront  connaître  les  percussions 
tangentielles  et  normales,  et  par  conséquent  la  vitesse  finale  des  deux 
corps.  Je  dis  que  ce  cas  se  présentera  toujours  toutes  les  fois  que  la 
quantité  que  nous  avons  désignée  par  H  sera  positive  pour  9  =  a. 
En  effet,  nous  avons  vu  que  l'expression 

X  (aX  4-  ôY  +  cZ)  +  Y  (a'X  +  b'Y  +  c'Z)  -h  Z  (a'X  -h  b'Y  4-  c'Z) 

est  toujours  positive,  quelles  que  soient  les  quantités  X,  Y,  Z.  Faisons  : 

X  =  —  /"cosç,       Y  =  — /"sinç,       Z  =  l; 

on  aura,  en  conservant  les  notations  adoptées  : 

A'  —  /"(A'  cos  ?  -f-  A'  sin  ç)  >  0, 
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ce  qui,  d'après  les  formules  (25),  équivaut  à  Tinégalité 

dip  — fdv  >  0, 
et,  par  conséquent, 

(31)  w  —  w,  —  f{v  —  t>o)  >  0. 

do 
Or,  si  ?  se  rapproche  de  la  racine  a,  —  devient   infini   positif,' 

A 

puisque  nous  avons  vu  que  le  signe  de  d^  est  toujours  celui  de  A. 

Si  donc  H  est  positif  dans  le  voisinage  de  la  valeur  a  de  ç,  Tinté- 

rUdo 
grale  1  ^  deviendra  infinie  positive,  et  il  en  sera  de  même  de  o, 

J     A 

qui  a  pour  valeur  : 


(32)  V  =VQe 


7*     A 


Ainsi,  si  o  variait  de  zéro  à  a,  ©  et  par  conséquent  t?  —  t?^,  croîtraient 
indéfiniment,  et,  en  vertu  de  Tinégalité  (31),  il  en  serait  de  même 
de  w.  Donc,  avant  que  ç  ait  atteint  la  valeur  a,  w  aura  pris  tel 
accroissement  positif  que  Ton  voudra,  et,  comme  sa  valeur  initiale 
est  négative,  elle  aura  passé  par  zéro  ou  par  toute  autre  valeur  positive 
qui  marquera  la  fin  du  choc. 

Si,  au  contraire,  on  a  H  <  0  pour  9  =  a,  il  pourra  se  faire  sans 
doute  qu'il  y  ait  encore  une  valeur  de  9  comprise  entre  9^  et  a  et 
annulant  w,  mais  il  pourra  aussi  arriver  que  9  atteigne  la  valeur  a 
sans  que  w  soit  devenue  nulle.  En  effet,  dans  ce  cas,  v  deviendra  nulle 
pour  cp  =  a  et  l'intégrale 


qui  tendra  vers  une  valeur  finie  quand  9  s'approchera  de  a,  aura  un 
maximum  en  valeur  absolue.  Si  rv^^y  par  exemple,  est  supérieure  à  ce 
maximum,  l'équation  (30)  n'aura  pas  de  racine  entre  9^  et  a. 

Voilà  donc  un  cas  tout  aussi  général  que  le  précédent  et  qui  avait 
été  négligé,  celui  ou  la  vitesse  relative  tangentielle  devient  nulle  avant 
la  fin  du  choc.  Nous  allons  l'étudier  d'une  manière  détaillée. 

Et  d'abord  l'étude  qui  a  été  faite  de  questions  analogues  (roulement 


■éd 
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des  sphères,  des  cylindres)  nous  avertit  quMl  peut  se  produire  deux 
espèces  tout  k  fait  diiférentes  de  mouvements  : 

Ou  bien  la  vitesse  relative  taogentielle  continuera  à  demeurer  nulle, 
et  alors  la  force  de  frottement  ne  sera  assujettie  qu*à  Tunique  condition 
d'être  inférieure  à  la  force  normale  multipliée  par  le  coefficient  de 
frottement;  en  d'autres  termes,  la  force  appliquée  à  Tun  des  corps 
devra  faire  avec  la  normale  commune  un  angle  moindre  que  Tangle 
de  frottement.  Ce  sont  là  les  lois  du  frottement  quand  il  y  a  repos 
relatif  2L\x  contact. 

Ou  bien  la  vitesse  relative  tangentielle  reprendra  des  valeurs  finies, 
et  il  reste  à  déterminer  le  mouvement  qui  pourra  se  produire  dans  ces 
conditions. 

Examinons  d'abord  le  premier  cas.  Soient  N  la  composante  normale 
de  la  force  à  un  instant  quelconque,  0,  O^  ses  composantes  tangentielles. 
Puisque  la  vitesse  tangentielle  v  doit  demeurer  nulle,  il  faut  que  Ton 
ait  : 

aO  -h  Jô,  +  cN  =  0, 
a'e-l-ô'e,  -hc'N=:0, 
ce  qui  donne  : 

0  = N,      0.  =  — ■ :  N. 

ab'-^ba'    '        *      ab' —bal 

Exprimons  que  la  composante  tangentielle  est  plus  petite  que  /'N  ; 
nous  aurons  Pinégalité  : 

/^N«  —  0»  —  Oî  >  0, 

et,  par  conséquent,  en  posant  : 

(33)      K  =  /»  {ab'  —  bay  —  (ac'  —  ca')»  —  {bc'  —  cVf, 

il  faudra  que  Ton  ait  : 

K  >  0, 

Si  cette  inégalité  n'est  pas  satisfaite,  le  mouvement  précédent  sera 
impossible. 

Examinons  maintenant  ce  qui  arrivera  si  Ton  suppose  que  la  vitesse 
tangentielle  relative,  après  être  devenue  nulle,  reprenne  des  valeurs 
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finies.  Alors  l'équation  différentielle 

(A'  cos  9  —  A  sin  9)  rft?  =  t>  (A'  sin  9  -+-  A  cos  ç)  (f ç, 

nous  montre  que  la  seule  solution  possible  sera  : 

A'  cos  9  —  A  sin  9  =  0,       (f9  =.  0. 

Ainsi,  dans  le  mouvement  qui  se  produira,  la  direction  et  le  sens  do 
la  vitesse  relative  demeureront  constants,  et  9  ne  pourra  être  qu'une 
des  racines  de  Téquation  précédente. 

Or  cette  équation  admet  quatre  racines  qui  peuvent  être  toutes 
réelles.  Nous  sommes  donc  amenés  à  discuter  jusqu'à  cinq  mouvements 
différents  qui  peuvent  se  produire  :  ceux,  au  nombre  dô  quatre,  qui 
correspondent  à  ces  différentes  racines,  et  celui  pour  lequel  la  vitesse 
^  tangentielle  demeure  nulle.  Si  deux  de  ces  mouvements  étaient 
possibles  simultanément,  on  rencontrerait  un  fait  très  intéressant, 
mais  qu'aucun  des  exemples  traités  et  connus  ne  nous  permet  de 
prévoir.  Nous  allons  en  effet  montrer,  par  une  discussion  détaillée, 
qu'il  n'y  a  jamais  indétermination,  qu'il  n'y  a  jamais  à  choisir  entre 
deux  ou  plusieurs  mouvements  également  possibles. 

Nous  développerons  d'abord  quelques  remarques  préliminaires. 

1°  Dans  le  cas  où  la  vitesse  tangentielle  reprend  une  valeur  finie, 
on  a,  nous  l'avons  vu,  9  =:  const.,  et  les  formules  (27)  nous  donnent 
sans  di faculté  : 

Or,  t7etjNi^sont  positifs;  il  faut  donc  que  H  le  soit  aussi.  Ainsi, 

pour  que  le  mouvement  correspondant  à  une  racine  a  do  l'équation 
A  =  0  soit  possible,  il  faut  que  cette  racine  a  rende  la  quantité  H 
positive.  II  suit  de  là  que  si  la  vitesse  tangentielle  est  devenue  nulle 
pour  une  certaine  valeur  a  de  9,  comme  cette  valeur  a  est  une  racine 
de  A  rendant  H  négative,  la  vitesse  ne  peut  reprendre  une  valeur  finie, 
9  étant  égal  à  a. 

2^  Puisque  le  signe  de  H  pour  chaque  racine  de  A  a  une  grande 
importance,  cherchons  à  le  déterminer.  A  cet  effet,  nous  remarquerons 
Tidentitc  fondamentale  dans  cette  discussion  : 

H  4-  A'  =  —  afsui^  9  —  b'f  COS'  9  4-  (ô  -f-  a')  /"sin  9  cos  9. 

A'  désignant  la  dérivée  de  A  par  rapport  à  9. 
Despeyrous.  —  Mécanique.  II.  37 


ftUi 


i.t=:£    •s*-  —  È,mXLz=:l 


«  tiu  ûtnixis:.  49.  ^muaan:  ^. 


<  f tf  —  tr  —  r    -^  4  ^  ^  ff  —  l*r  —  ^J 


3       .      Hn 


L'^uKUrw.  6ét«jaz*x«0t  -css: 


r-*'-*  7 


/  .H 

^  p   a',  —  >,  *  —  .ffl  —  #r':»—   f>  —  *c  .*  =  0. 

Le  4erai«!rr  ten&e  de  s^ue  éqomtion  est  Im  qrsiaiâîé  que  nous  atods 
d««ijna^  fxtr  IL 

C^)>  reiuarquei  ikît«s,  iiojs  ponrons  comsse&cer  Im  discussion. 

T'  Bu^ipCfiions  d'abord  que  réquatâon  A  =  0  xi*ait  pas  de  racine 
ritfWéi,  Alorw  le»  quatre  Taïeurs  de  H  sont  imaginaires  et  la  quantité  K 
eut  positive,  puisqu'elle  est  le  dernier  terme  de  Téquation  précédente, 
dont  les  quatre  racines  sont  imaginaires.  Si,  an  débat  du  choc,  la  vitesse 
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tangentielle  est  nulle,  elle  demeurera  nécessairemeut  nulle,  K  étant 
poàitif  et  aucun  des  quatre  autres  mouvements  n^étant  réel.  Si  au 
contraire  elle  n'est  pas  nulle,  elle  ne  le  deviendra  jamais,  et  les 
formules  (29)  seront  applicables  jusqu'à  la  fin  du  choc. 

2^  Si  réquation  A  =  0  a  deux  racines  réelles,  pour  une  de  ces 
racines  la  dérivée  A'  sera  positive,  et,  par  conséquent,  la  valeur 
correspondante  de  H  sera  négative.  Si  les  deux  valeurs  réelles  de  H 
sont  négatives,  le  dernier  terme  de  réquation  (34)  en  H  sera  positif, 
et,  par  suite,  si  la  vitesse  v  devient  nulle  à  un  instant  du  choc,  elle 
ne  pourra  que  le  demeurer.  Au  contraire,  si  une  seule  valeur  de  H  est 
négative,  K  sera  aussi  négatif;  et,  si  la  vitesse  v  devient  nulle  avant 
la  fin  du  choc,  elle  ne  pourra  pas  le  rester;  mais  il  se  produira  le 
mouvement  dans  lequel  f  prend  une  valeur  égale  à  la  racine  de  A 
pour  laquelle  on  a  H  >  0. 

3^  Enfin,  si  l'équation  A  =  0  a  ses  quatre  racines  réelles,  il  y  en 
aura  deux  rendant  A'  positive,  et,  par  conséquent,  deux  au  moins  pour 
lesquelles  on  aura  H  <  0. 

Si  Ton  a  K  <  0,  il  y  a  un  nombre  impair  de  valeurs  de  H  négatives  ; 
il  y  en  a  donc  alors  trois.  Ainsi,  il  existe  trois  valeurs  de  9  pour 
lesquelles  la  vitesse  v  peut  devenir  nulle;  mais,  E  étant  négatif,  cette 
vitesse  ne  pourra  rester  nulle,  et  il  se  produira  le  mouvement  dans 
lequel  9  prendra  une  valeur  égale  à  Tunique  racine  de  A  pour  laquelle 
on  a  H  >  0. 

Si  l'on  a  K  >  0,  nous  allons  montrer  que  réquation  (34)  n*a  que  des 
permanences,  et  par  conséquent  que  les  quatre  valeurs  de  H  sont 
négatives.  Mais,  pour  simplifier  le  calcul,  nous  admettrons  que  Ton 
ait  choisi  les  axes  de  telle  manière  que  c'  soit  nulle.  Cela  revient  à 
faire  passer  le  plan  des  xz  par  la  direction  de  la  vitesse  relative  qui 
serait  imprimée  par  les  deux  percussions  égales  et  contraires,  dirigées 
suivant  Oz. 

On  a,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  : 

r  {ah'  -  ba'Y  —  e"  (a'«  +  b'^)  >  0. 

Rappelons  les  inégalités 

{a'  +  by  —  Aai'  <  0,      a  >  0,      *'  >  0, 

qui  donnent  : 

(a'  —  *)«  <  4  {ab'  —  ba'), 
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et  par  conséquent  : 

aV  —  ho!  >  0. 

Si  nous  nous  reportons  à  Téquation  (34),  nous  voyons  immédiatement 
que  le  coefficient  de  H'  est  positif.  Il  reste  à  démontrer  qu^il  en  est  de 
même  des  coefficients  de  H  et  de  H*.  Nous  emploierons  pour  cela  les 
deux  inégalités  : 


r> 


a> 


{a!  H-  }>f 


Le  coefficient  de  2  —  est  : 


L  =  (a  4-  b')  {ab'  —  ba')  P  —  c**'. 

Le  coefficient  de  P  étant  positif,  remplaçons  P  par  sa  limite  infé- 
rieure. Nous  aurons  : 

L  {_aV  -  ba')  ^  ^^  ^  ^.^  ^^„  ^  ^„^  _  j,  ^^^,  _  ^^,^^ 

c 
ou 

L(ab'  —  ba') 


c' 


>aa''  +  b'  {a'^  -h  *")  4-  bb'  a'. 


Remplaçons  encore  a  par  sa  limite  inférieure,  et  nous  aurons  : 
Ab'  L(ab'  —  ba') 


c* 


>  («"  H-  ba'  -+-  2*' V, 


ce  qui  démontre  que  L  est  positif. 

H* 
Passons  au  coefficient  de  —  •  On  a,  en  le  désignant  par  L,  : 

L,=p  [{a  -h  b'y  +  2  (ab'  —  ba')]  —  c^ 
et,  en  remplaçant  P  par  sa  limite  inférieure  : 
L,  (ab'  -  ôa')* 


c" 


-f-  Aab'  (a'*  +  *'*)  -h  {a'*  -h  b'*)  (*'«  —  b*  —  2ba'y 
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Si  Ton  remplace  dans  le  second  terme  a  par  sa  limite  inférieure, 
on  trouve  : 

c 

et,  par  conséquent,  L,  est  encore  positif. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  Téquation  A  =  0  aura  ahs  quatre  racines 

réelles  et  que  K  sera  positif,  les  quatre  valeurs  de  H  seront  négatives. 

Alors,  pour  quatre  valeurs  de  <p,  la  vitesse  v  pourra  devenir  nulle; 

mais,  quand  elle  le  sera  devenue,  elle  restera  nulle  jusqu^à  la  fin 

du  choc. 

En  résumé,  t7»V  a^ama/^  dHndéUrmination  dans  le  moucemenL 
Dans  le  cas  où  la  vitesse  v  demeurera  nulle,  il  faudra  substituer 

aux  équations  (29)  les  suivantes  : 

!0=aô  -^  *ôj  -f-  cN, 
w=  w\  -+-  ^"6  -f-^'O,  -f-  c'N, 

qui  serviront  jusque  la  fin  du  choc;  w^  désigne  la  valeur  qu*a  m  au 
moment  où  la  vitesse  v  devient  nulle. 

J'indiquerai,  en  terminant,  un  exemple  assez  sin^ple  qui  met  en 
évidence  la  plupart  des  cas  de  la  discussion  précédente;  c'est  celui 
d'un  corps  solide  de  révolution  qui  vient  rencontrer  obliquement  un 
plan  fixe. 


NOTE  XXII 


SUR  LES  RAPPORTS  DE  LA  THÉORIE  DES  MOMENTS  D'INERTIE 
AVEC  CELLE  DES  SURFACES  HOMOFOCALES. 


On  a  vu,  dans  le  texte,  comment  la  détermination  des  axes  et  des 
moments  principaux  d'inertie  relatifs  à  un  point  donné  se  rattache  à 
la  considération  d'un  système  de  surfaces  homofocales  du  second  degré. 
Les  rapports  entre  la  théorie  des  moments  d'inertie  et  celle  des  surfaces 
homofocales  du  second  degré  sont  nombreux  et  importants;  depuis 
Dupin  et  Binet  ils  ont  été  l'objet  de  travaux  variés,  parmi  lesquels  il 
faut  citer  ceux  de  0.  Hesse,  exposés  dans  les  Vorksungen  Uèer  analy- 
iische  Oeomelrie  des  Raumes;  nous  nous  proposons  d'indiquer  ici  la 
méthode  que  nous  avons  suivie,  il  y  a  déjà  longtemps,  dans  notre 
enseignement  de  la  Sorbonne  et  de  l'École  normale. 


I 


Cette  méthode  repose  tout  entière  sur  Tattribution  d'un  coefficient 
spécial,  non  seulement  à  chaque  droite,  mais  h  chaque  point  et  à 
chaque  plan  de  l'espace. 

Nous  appellerons  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  un 
point  0  la  somme  des  produits  des  masses  des  molécules  par  le  carré 
de  leur  distance  au  point  0.  Pour  abréger,  nous  donnerons  à  ce 
moment  d'inertie  le  nom  àe  paramètre  du  point. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  (P)  sera  de  même  la 
somme  des  produits  des  masses  des  molécules  par  le  carré  de  leur 
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distance  au  plan  (P).  Ce  moment  d'inertie  recevra  également  le  nom 

de  paramètre  du  plan. 

Enfin  le  moment  d^inertie  par  rapport  à  une  droite  sera  appelé 

paramètre  de  la  droite. 

Nous  considérerons  simultanément  ces  trois  systèmes  de  paramètres* 
Si  le  corps  est  rapporté  à  un  système  d*axes  rectangulaires,   le 

paramètre  de  Torigine  sera  : 

2w  (a?*  4-  y'  -h  3*), 

«  désignant  la  masse  d*un  point  matériel  quelconque  du  corps  etâ?,  y,  z 
se?  coordonnéss.  Le  paramètre  de  Taxe  des  z  sera,  avec  les  mêmes 
notations  : 

ILm  («*  +  y'). 

Ceux  des  plans  coordonnés  des  yz^  des  o;^  et  des  xy  sont  respecti- 
vement : 

Zmx^y      Zmy^,      Zmz^. 

De  ces  expressions  si  simples,  relatives  à  un  système  arbitraire 
d*axes  rectangulaires,  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

le  paramètre  d'un  point  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  paramètres 
de  trois  plans  rectangulaires  quelconques  se  coupant  en  ce  point.  Par 
conséquent,  si  un  trièdre  trirectangle  se  meut  de  telle  manière  que  son 
sommet  reste  fixe,  la  somme  des  paramètres  de  ses  trois  faces  demeure 
co  étante. 

Le  paramètre  (tune  droite  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  paramètres 
de  deux  plans  rectangulaires  quelconques  se  coupant  suivant  cette  droite. 
Par  conséquent  si  un  dièdre  droit  tourne  autour  de  son  arête  qui  reste  fixe, 
la  somme  des  paramèl-es  de  ses  deux /aces  demeurera  constante. 

Si  OH  considère  une  droite  et  un  plan  perpendiculaires,  le  paramètre  de 
leur  point  d'intersection  est  égal  à  la  somme  des  paramètres  de  la  droite  et 
du  plan.  Par  conséquent  Si  un  plan  et  une  droite,  assujettie  à  rester 
perpendiculaire  au  plan,  tournent  autour  de  leur  point  commun,  la  somme 
des  paramètres  de  la  droite  et  du  plan  reste  constante. 

Nous  signalerons  également  les  propositions  suivantes  dont  la 
démonstration  est  très  facile. 

Le  paramètre  d* un  point  quelconque  est  égal  au  paramètre  du  centre  de 
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gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse  totale  par  le  carré  de  la  distance 
des  deux  points, . 

Le  paramètre  d'un  plan  est  égal  au  paramètre  du  plan  paraUèle  mené  par 
le  centre  de  gravité^  augmenté  du  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  la 
distance  des  deux  plans. 

Ces  deux  propositions  sont  analo^^ues  à  celle  qui  a  été  donaée, 
relativement  a  la  droite  (p.  177)  et  qu^on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Le  paramètre  d'une  droite  est  égal  au  paramètre  de  la  droite  parallèle 
'  menée  par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse  par  le  carré 
de  la  distance  des  deux  droites. 


II 

Nous  allons  d^abord  considérer  tous  les  plans  passant  par  une  droite 
et  nous  étudierons  comment  varient  leurs  paramètres.  Supposons  que 
cette  droite  ait  été  prise  pour  axe  des  z,  L^équation  de  Tun  quelconque 
des  plans  qui  la  contiennent  sera  : 

(1)  wx  4-  tîy  =  0, 

et  le  paramètre  P  de  ce  plan  aura  pour  expression  : 

^      {ux  -H  ryV       aw«  -4-  2huv  -f-  cv^ 

il)  F  =  J,W  r ^—  = y 

^    ^  tt'  -4-  V    '  U*  -h  V 

ff 

en  posant  pour  abréger, 

(3)  Zmx^  =:  û,       Itnxy  =  by      iwy*  =:  c. 

Il  résulte  de  la  formule  (2)  qu'il  y  a  en  général  deux  plans  corres- 
pondants :i  une  valeur  donnée,  ?„,  du  paramètre.  Si  Ton  suppose  que 
Ton  ait  pris  les  plans  bissecteurs  de  ces  deux  plans  pour  plans  des  xc 
et  des  ycy  la  constante  b  sera  nulle,  et  la  formule  (2)  prendra  la  forme  : 

(4)  P  =i  — —  =  a  cos-  i  -h  c  sin'  i, 

vr  -h  V- 

i  désignant  l'angle  du  plan  avec  le  plan  des pz  dont  le  paramètre  esta. 
La  formule  (4)  nous  permet  de  reconnaître  comment  varient  les  para- 
mètres des  différents  plans  passant  par  la  droite.  Il  est  clair  que  P 
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passera  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre  «  et  c  et  qu'il 
obtiendra  une  même  valeur/?  pour  les  deux  plans  correspondants  aux 
valeurs  de  i  définies  par  l'équation 

p  z=z  a  cos'  i  -h  c.  sin*  i; 


d'où  l'on  déduit  : 

t 


\   c  —  p 


Dans  le  cas  exceptionnel  oîi  a  sera  égal  à  c,  les  paramètres  do  tous 
les  plans  passant  par  la  droite  seront  les  mêmes.  En  réunissant  ces 
résultats  nous  obtenons  le  théorème  suivant  : 

Si  nom  comidérons  tom  les  plans  passant  par  une  droite,  deux  plans  de 
même  paramètre  admettent  toujours  les  mêmes  plans  bissecteurs  (Pj,),  (P,  ). 
Soient  ;;„,  p^  les  paramètres  de  ces  deux  plans.  Le  paramètre  d*un  plan  (P) 
faisant  V angle  i  ave&{y^  sera  donné  par  la/brmule 

(5)  P  =Po  cos*  i  •+■  /?j  sin'  », 

et  par  conséquent  lorsque  i  variera  de  0  à^:,  p  passera  deux  fois  par  toutes 

les  valeurs  comprises  entre  p^  et  p^ , 

Imaginons  maintenant  que  l'on  considère  les  plans  ou  les  droites 

assujettis  seulement  à  passer  par  un  point  fixe  0.  Prenons  pour  axes 

coordonnés  les  axes  principaux  du  point  0  et  posons  : 

f 
Zmx^  =z  a,       Imy^  =.  p,       Zmz^  =  Y-  ^ 


On  a  vu  que  l'on  a  :  •  « 

Zmyz  =  Zmxz  =:z:  'Zmxy  ==.  0. 

Le  paramètre  p  d'un  plan  quelconque  passant  par  0  et  représenté 
par  réquation 

I 

ttj?  -+-  ry  +  wz  =  0, 
sera  donné  par  la  formule  : 

(ux  -i-  Vf/  -h  wzY       aw-  4-  ^v-  -f-  ^(W^ 

(t))  p  z=  Zm  2 i 7—  =  5 5 7—  • 

Si  i,  i' ,  i'  désignent  les  angles  du  plan  avec  les  plans  des  y^,  desxc 
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et  des  xy,  la  formule  précédente  peut  encore  s*écriro  : 

0)  p  =  OL  cos'  i  4-  p  cos*  i'  4-  f  cos*  i'. 

Il  résulte  de  Téquation  (6)  que  tous  les  plans  de  paramètre  donné  p 
devront  satisfaire  à  Téquation  : 

(a  —  j»)  w«  4-  0  —  p)  t?*  +  (y  —7?)  fP*  =  0,  ' 

et  par  conséquent  qu'ils  envelopperont  le  cône  : 

(8)  _^+  j::_  +  .^!_  =  o. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Tous  les  plans  de  même  paramètre  passant  par  un  pokU  donné  O 

enveloppent  un  cône  du  second  degré.  Les  cônes  correspondants  aux  diverses 

valeurs  du  paramètre  sont  homo/bcaux. 

Considérons  maintenant  les  droites  passant  par  le  point  O.  Si  les 

équations 

x  y       z\ 

U         V        w 
représentent  une  telle  droite,  son  paramètre  ni  aura  pour  expression  : 

/  {wy  —  vzY  -h  {wx  —  uzY  4-  {vx  —  uyY 

i    cy  =  Iw r 

\  u'^v'-^-w' 

^  ^    ^  __  u^  (g  4-  y)  -^-  g*  (g  4-  y)  +  fP*  (g  4-  g) 

w'  4-  t>'  4-  w' 

et  les  droites  de  même  paramètre  r?  engendreront  un  cône  dont  Téqua- 
tion  sera  évidemment  : 

(10)  (P  4-  Y  — •  cj)  a?*  4-  (a  4-  Y  —  ^)  y'  +  (*  +  3  —  ^)  ^'  =  ^• 

Les  cônes  correspondants  aux  différentes  valeurs  de  xs  seront  homo- 
cycliques.  Mais  il  est  clair  que  Ton  pourrait  les  obtenir  d'une  autre 
manière.  Si  Ton  élève  eu  effet  des  perpendiculaires  en  O  à  tous  les 
plans  de  même  p  iramètre  passant  en  ce  point  0,  il  résulte  de  Tun  des 
théorèmes  énoncés  à  Tarticle  I  que  toutes  ces  perpendiculaires  auront 
le  môme  paramètre.  Par  conséquent,  tous  les  cônes  représentés  par 
réquation  (9)  seront  supplémentaires  des  cônes  liomofocaui;  repré* 
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sentes  par  Téquation  (8).  Les  focales  de  ces  derniers  cônes  seront,  par 
suite,  perpendiculaires  aux  plans  cycliques  des  premiers.  Ainsi  : 

Toutes  les  droites  de  même  paramètre  passant  par  un  point  engendrent  un 
eône  du  second  degré.  Les  cônes  correspondants  aux  diverses  valeurs  du 
paramètre  sont  homocycliques  et  sont  les  supplémentaires  des  cônes  homo- 
/bcaux,  enveloppes  des  plans  de  même  paramètre. 

En  rapprochant  les  uns  des  autres  les  résultats  donnés  dans  cet 
article,  on  retrouverait  les  principales  propositions  relatives  aux  cônes 
du  second  degré.  Nous  nous  dispenserons  de  les  développer,  car  nous 
les  obtiendrons  plus  loin  sous  une  forme  plus  générale.  Nous  discute- 
rons cependant  une  question  relative  aux  paramètres  des  plans  passant 
par  une  droite  quelconque. 

Si  Ton  mène  par  cette  droite  deux  plans  de  même  paramètre,  ils 

m 

seront  tangents  à  Tun  des  cônes  homofocaux  représentés  par  Téqua* 
tion  (8).  Nous  avons  vu,  au  début  de  cet  article,  que  leurs  plans 
bissecteurs  sont  fixes  et  correspondent  à  ces  valeurs  du  paramètre 
pour  les  |uels  les  deux  plans  de  même  paramètre  viennent  se  confondre. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  au  tliéorème  suivant  : 

Si,  par  une  droite  fixe,  on  mène  des  plans  tangents  aux  cônes  homofocaux 
représentés  par  Véquation  (8),  Us  plans  bissecteurs  de  ces  couples  de  plans 
tangents  demeurent  Jlze s;  par  conséquent,  deux  des  cônes  homo/ocaux passent 
par  la  droite,  s*y  coupent  à  angle  droit;  et  de  plus  les  paramètres  de  ces 
deux  cônes  donnent  les  limites  extrêmes  entre  lesquelles  varie  le  paramètre 
d*unplan  passant  par  la  droite. 


m 


Étudions  maintenant  la  loi  dç  la  variation  des  paramètres  de  tous 
les  plans  de  l'espace.  Si  Ton  rapporte  le  corps  aux  axes  principaux 
du  centre  de  gravité,  on  aura  : 

Zmpe  =  Zmxz  =:  Zmxy  =  0, 
Zmx    zzzZnty    z=ymz    =0. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que  les  unités  aient  été 
choisies  de  tellç  manière  que  H  masse  toti^le  du  corps  soit  égale  à  l 


rKS8 

e:  nous  poserons  : 
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Soit  : 


II) 


Zmx*=za,       lm^^  =  ô,       Irm^  =  c. 


Mjr  -h  ry  -h  îr«  -*-  /)  =  0, 


r^'iuation  irii:i  plan  quelconque.  Le  paramètre  k  de  ce  plan  sera  défini 
p  ir  ré  juation  : 

{HT  -h  ry  -^  trc  -^  /?)*       a»'  4-  bv*  +  cw*  -h  p^ 


«■  -T-  r-  -h  ;r 


1*^  -4-  1?'  4-  «?= 


To^s  les  p!ma$  de  mè:ne  paramètre  il  satisferont  par  suite  à  Téquation 


L:î 


i  —  iV  »=  +  (i  —  *)  I  •  -f-  (il  —  c)  w*  =  />», 


-*:  ;ur  ooa>é  jiienc   ils  envelopperont  la  surface  dont  Téquation   en 

.•oor-îoa:tets  roaL'tuel.es  est  : 


.  \ 


y 


i  —  eX        k—  h        k  —  c 


=  1. 


La   rorm.»    l-.'   v.v:te  •.•  i'.in:îon  donne   immédiatement   le   théorème 

."f.s  Vn*  "-.Lit  ij  ht'.Ji-f  i"i;*j.ii?,''Y  enveloppent  une  sur/àce  du  second 
i't/r'\  v.liU'^'t.i':  v'.'/i;'  -Y.'rr  *iH'qne  le  centre  de  gracité  et  pour  axes  les 
i.:'-  .^  /trwtriputk"  h  -.vy-f.  A.ïVj  ^es  surfaces  correspondantes  aux  diverses 
'vi -c '»/•  s  t^ndt^t  fi f)  >>r  so. i C  V». « ■  •  "^jca  'es . 

V  i  mo\eu  «le  ce  théorème  on  peut  résoudre  très  simplement  la 
question  o\imiîi».'e  dans  le  t?xte  (p.  185)  et,  étant  donné  un  point 
quoUvnqu-*  M  dt»  Tespace,  déterminer  les  axes  principaux  et  les 
luoineuts  principaux,  relatifs  à  ce  point. 

ronsidcrv>as  en  elfet  exclusivement  des  plans  passant  par  M.  Ceux 
\|ui  Hout  de  paramètre  A  sont  tangents  à  la  surface  homoFocale  de 
uu^mo  paramètre.  Le  théorème  démontré  à  Tarticle  II  nous  conduit 
donc  ^  cotto  proposition  fondamentale  et  bien  connue  que  les  cônes  de 
uu^uic  Monnnot,  circonscrits  k  une  série  do  surfaces  homofocales,  sont 
ln»mo'iK*au\.  1 /équation  (S)  de  ces  cônes  montre  de  plus  que  trois 
d'outio  (uix  !40  réduisent  h  des  plans  qui  sont  les  plans  principaux  du 
piMul  M,  ot  cola  pour  les  valeurs  a,  P,  y  de  k.  Or  le  cône  circonscrit 
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à  une  surface  ne  peut  se  réduire  à  un  plan  double  que  si  la  surface 
vient  passer  par  son  sommet.  Nous  voyons  donc  que  trois  des  surfaces 
représentées  par  Téq^uation  (14),  correspondantes  à  des  valeurs  réelles 
de  kj  viendront  passer  parle  point  M,  et  que  leurs  trois  plans  tangents 
seront  les  plans  principaux  de  ce  point.  Elles  se  couperont  par 
conséquent  à  angle  droit.  On  retrouve  ainsi  la  propriété  fondamentale 
des  surfaces  homofocales. 

Soient  x^,  y^,  z^  les  coordonnées  du  point  M.  Les  racines  de  Téquation 

(15)  -^    4-  -^   +  -^^  =  1, 

k  —  d       k  —  b       k  —  c 

seront  les  valeurs  de  a,  3,  y.  Si  on  les  désigne  par  p,  pj,  p,  le  plan 
tangent  à  la  surface  (p,)  aura  pj  pour  paramètre.  Par  conséquent  les 
paramètres  des  trois  axes  principaux  seront  : 

p,+  p,    pour  la  normale  à  la  surface     (p  ), 

P  -^  P.  —    .  (?.)• 

Ces  résultats  concordent,  on  le  reconnaîtra  aisément,  avec  ceux  qui 
ont  été  donnés  à  la  page  189. 
Le  paramètre  du  point  M  sera  : 

?  -^  Pi  +  Pt, 
ou,  en  calculant  la  somme  des  racines  de  Téquation  (15)  : 

a  +  J  H-  c  4-  a?'  -+-  y'  H-  5'. 

On  voit  que,  conformément  à  une  proposition  de  Tarticle  I,  le 
paramètre  du  point  M  est  égal  à  celui  du  centre  de  gravité,  augmenté 
du  carré  de  la  distance  des  deux  points. 

D'après  l'expression  que  nous  venons  de  donner  du  paramètre  d'un 
point  quelconque,  nous  voyons  que  le  lieu  des  points  de  même 
paramètre  sera  une  sphère  ayant  pour  centre  le  centre  de  gravité  du 
corps.  D'après  cela,  considérons  trois  surfaces  homofocales  de  para- 
mètres kj  ^j,  k^.  Si  un  trièdre  tri-rectangle  a  ses  faces  respectivement 
tangentes  a  ces  trois  surfaces,  le  paramètre  de  son  sommet  qui, 
d'après   une  proposition  de   l'article  I,    est  égal   à'  la  somme   des 
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paramètres  des  trois  faces,  sera  constant  et  égal  à 

k  -i-  Â^  -h  Jt^. 

Par  conséquent  le  lieu  de  ce  sommet  sera  une  sphère  concentrique 
aux  trois  surfaces.  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Chasles  qui  Ta  donné 
dans  V Aperçu  historique.  Si  Ton  suppose  que  les  trois  surfaces  coïncident 
on  retrouve  le  théorème  de  Monge,  relatif  au  trièdre  tri-rectangle 
circonscrit  à  une  surface  unique. 

Considérons  maintenant  deux  surfaces  homofocales  de  paramètres 
k^  et  Â^y  et  menons-leur  deux  plans  tangents  parallèles.  Diaprés  une 
proposition  donnée  à  Tarticle  I,  les  paramètres  de  ces  deux  plans 
seront  : 

k  désignant  le  paramètre  du  plan  parallèle  mené  par  le  centre  de 
gravité  et  d,  d'  les  distances  du  centre  de  gravité  à  ces  deux  plans. 
Comme  on  a  : 

on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  différence  des  carrés  des  distances  du  centre  à  deux  plans  Cançenls 
parallèles,  menés  à  deux  sur/aces  hoMo/ocaleSj  est  constante  et  égaie  à  la 
différence  des  carrés  des  paramètres  de  ces  sur/ace  t. 

Nous  allons  obtenir  d'autres  conséquences,  d^une  démonstration 
moins  facile,  en  étudiant  les  rapports  d'une  ligne  droite  avec  les 
surfaces  homofocales. 

Menons  par  cette  droite  deux  plans  tangents  à  Tune  quelconque  des 
surfaces  homofocales.  Ces  plans  auront  le  même  paramètre  et  nous 
avons  vu  que  leurs  plans  bissecteurs  seront  toujours  les  mêmes,  quelle 
que  soit  la  valeur  du  paramètre,  c'est  à  dire  quelle  que  soit  la  snrfitce 
homofocale  à  laquelle  ils  sont  tangents.  Lorsque  ces  deux  plans  se 
confondront,  ils  devront  coïncider  avec  l'un  ou  l'autre  de  leurs  deux 
plans  bissecteurs.  Ils  ne  peuvent  d'ailleurs  se  confondre  que  si  la 
surface  homofocale  à  laquelle  ils  sont  tangents  devient  elle-même 
tangente  à  la  droite.  Cette  remarque  nous  donne  la  proposition 
suivante  : 

Étant  donnée  une  droite  quelconque,  il  y  a  deux  surfaces  komq/bcales 


_^^^^^ 
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réelleê  iangenUi  à  la  droite  et  les  plans  tangents  à  ces  deuw  surfaces  en 
leur  point  de  contact  avec  la  droite  sont  rectangulaires.  Ces  deux  plans 
sont  les  plans  bissecteurs  du  dièdre  que  Von  peut  former  en  menant  par  la 
droite  des  plans  tangents  à  toute  autre  surface  du  système  homofocal. 

Il  résulte  des  développements  donnés  à  Tarticle  I  que  le  théorème 
précédent  ne  peut  se  trouver  en  défaut  que  lorsque  tous  les  plans 
passant  par  la  droite  ont  le  même  paramètre.  Alors  tous  ces  plans 
sont  tangents  à  une  même  surface  homofocale,  et  par  conséquent  la 
droite  est  une  génératrice  rectiligne  de  cette  surface. 

Soit  M  un  point  de  la  droite.  Rapportons-la  aux  trois  axes  principaux 
de  ce  point.  Soient  p,  p^,  p,  les  paramètres  des  surfaces  passant  en  M. 
L^équatioa  du  cône  de  sommet  M  circonscrit  à  la  surface  (k)  sera  : 

a?*  y*  ^*  ^ 


i  —  p        *  —  p,        ^  —  p, 


Soient  i,  i',  f  les  angles  que  fait  la  droite  avec  les  normales  aux 
surfaces  (p),  (pj),  (p^)  respectivement.  L'équation  en  h  : 


cos*  i        cos'  »'         cos'  i" 


déterminera  les  deux  cônes  passant  par  la  droite  ;  c'est  à  dire  elle  fera 
connaître  les  paramètres  des  deux  surfaces  homofocales  tangentes  à 
la  droite.  Si  on  désigne  par  h^  et  h^  ces  paramètres,  on  aura  : 

cos*  i         cos'  i  cos'  i" 


4- =0, 


,Y^\  1   ^0  -"  P       *o  ""  Pi       ^0  —  Pi 

^     ^  ^    cos*i         co8*i'  cosM" 

î -^  1 -^  I =^- 

^1  —  P       ^1  —  ?i       ^1  —  pt 

Ces  deux  équations  permettent  de  déterminer  i,  i\  i\  On  en  déduit  : 

/  j  .         (p  —  ^o)  (p  —  ^l) 

'     cos'  »    :=:  ^  ' 


(?  —  Pi)  (?  —  Pt) 

(18)  '   cos«  i  =  (p'  —  ^o)(p,— ^.)^ 

cosM-^^P'-^^-^^P'-^'V 
\  (Pi  —  p)  (p.  —  pi) 
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IV 


On  peut,  en  utilisant  les  formules  précédentes,  obtenir  des  résultats 
très  importants,  relativement  aux  droites  pour  lesquelles  k^  et  k^  ont 
la  même  valeur,  c^est  à  dire  qui  sont  tangentes  à  deux,  surfaces 
homo focales  déterminées.  Mais,  pour  cela,  il  est  essentiel  de  rappeler 
quelques  formules  relatives  au  système  de  coordonnées  elliptiques. 

Reprenons  Téquation  : 

iT*  î/'  ^* 

(19)  ^ -h  --?— -  + 1  =  0, 

qui  représente  les  surfaces  enveloppes  des  plans  de  même  paramètre. 
Nous  avons  vu  quMl  en  passe  trois  par  un  point  quelconque  de  l'espace. 
C^est  ce  que  montre  d'ailleurs  aisément  la  discussion  de  réquation 
précédente  où  ron  considère  ^,  y,  z  comme  données  et  k  comme  une 
inconnue  à  déterminer.  Si  Ton  suppose  a,  ô,  c  rangés  par  ordre  de 
grandeur  décroissante,  elle  admet  trois  racines  réelles;  Tune  que  nous 
désignerons  par  p,  supérieure  îx  a;  l'autre  que  nous  appellerons  p^, 
comprise  entre  a  ^i  b\  la  troisième  que  nous  désignerons  par  p„ 
comprise  entre  d  et  c.  Ces  trois  racines  correspondent  respectivement 
à  un  ellipsoïde,  k  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  à  un  hyperboloïde 
k  deux  nappes.  Par  suite,  si  Ton  décompose  le  système  des  surfaces 
bomofocales  en  trois  familles  composées,  la  première  des  ellipsoïdes, 
la  seconde  des  byperboloïdes  k  une  nappe  et  la  troisième  des  hyper- 
boloïdes  k  deux  nappes,  nous  pourrons  dire  qu'il  passe  une  surface 
de  chacune  des  trois  familles  par  tout  point  de  l'espace.  C'est  ce  que 
montrerait  d'ailleurs  aisément  la  discussion  des  formes  successives 
que  prend  la  surface  appartenant  k  une  famille  donnée,  quand  le 
paramètre  qui  la  détermine  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  Par 
exemple  les  ellipsoïdes  (p)  commencent  à  être  confondus  avec  la 
portion  du  plan  des  yz  comprise  k  Tintérieur  de  la  focale  elliptique 
réelle;  ils  grandissent  ensuite  indéfiniment  et  leurs  trois  axes  dépassent 
toute  grandeur  donnée.  Il  passe  donc  un  ellipsoïde  et  un  seul  par 
chaque  point  de  l'espace. 

Lorsqu'on  emploie  le  système  de  coordonnées  elliptiques,  on  substitue 
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aux  coordonnées  x,  y  y  z  d'un  point  les  paramètres  p,  pj,  p,  des  trois 
surfaces  homofocales  qui  passent  par  ce  point.  Il  est  vrai  qu'à  un 
système  de  valeurs  do  p,  p^,  p^  correspondent  les  huit  points  d'inter- 
section des  trois  surfaces  homofocales  correspondantes;  mais  ces 
points  sont  placés  symétriquement  par  rapport  aux  trois  plans  prin- 
cipaux et  des  considérations  très  simples  de  continuité  permettent, 
dans  chaque  question,  de  reconnaître  le  point  auquel  se  rapportent 
les  valeurs  trouvées  des  cooordonnées  elliptiques. 

Si  Ton  se  reporte  à  Téquation  (19)  en  j  regardant  x^  y,  z  comme 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  et  k  comme  un  paramètre 
varis^lc,  elle  admettra  pour  racines  les  coordonnées  elliptiques  p,  pi,  p, 
du  point  considéré.  On  pourra  donc  écrire  l'identité  : 

,20N  i«_?! t ^'   ^u-p)(^-P«)(^-P,) 

^    ^  *  — a       h  — h      k  —  c       {k  —  a){k  —  by{k  —  €)' 

qui  devra  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  k.  En  décomposant  le 
second  membre  en  fractions  simples,  on  obtiendra  les  valeurs  de 
^'>  y'i  ^''  On  trouve  ainsi  : 

/    ^,_(g"-p)(g  — p.)(g— p») 


X 


{a  —  b)  {a  —  c) 


(20  %'  -  (»-p)(^-P.)(»-P.) , 

^^^  j''-         {6-a)i6-c) 

f    ^,  _  (c  —  p)  (c  —  p,)  (c  —  p.) 
\  "  {c  —  a){c-è) 

Si  Ton  posait,  pour  abroger, 

(22)  ^^^^  =  {x  —  a){x  —  à)  {x  —  c), 

?  W  =  (^  —  p)  (*  —  P.)  {^  —  ?f). 

les  valeurs  de  x,  y,  z  pourraient  s'écrire  : 


._?(i\        ;/«-ii^,       .«-iM. 


(23)  X 


Proposons-nous  maintenant  de  trouver  l'expression  de  la  distance 
de  deux  points  infiniment  voisins  dans  le  système  des  coordonnées 
Despeyrous.  —  Mécanique.  II.  38 
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et  il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation  : 

«*  —  PiP*  -h  Qa?  —  R  =  0; 

a,  b^  c  seront  les  racines  de  cette  équation. 

n  est  préférable,  pour  déterminer  a,  6,  c  et  pour  reconnaître  la 
réalité  des  racines  de  Téquation  précédente,  de  raisonner  de  la  manière 
suivante  : 

L^équation  à  laquelle  satisfait  la  variable  u,  qui  est  le  cosinus  de 
l'angle  de  la  verticale  avec  Taxe  du  corps,  a  été  déjà  donnée  dans  le 
texte  (p.  253).  Si  nous  faisons  les  changements  nécessités  par  nos 
nouvelles  notations  (^),  cette  équation  devient  ici  : 

(8)      —  =  2  (1  —  tt»)  (Du  4-  H'  —  2B')  —  4  (B»  —  L)' 

=  2(1  —u^){Du  4-  H')--4B»  — 4L*4-8BL». 

On  peut  évidemment  la  former  d^une  autre  manière,  en  partant  de 
l'expression  donnée  plus  haut  pour  w.  Si  l'on  difTérentie  en  effet  cette 

expression  et  si  l'on  remplace  a\  .,.,  — ,  ...  par  leurs  valeurs,  on 
trouvera  : 

D'autre  part  on  peut  exprimer  ;o*,  «^',  r'  en  fonction  de  w,  en  faisant 
usage  de  l'intégrale  des  iiires,  de  l'intégrale  des  forces  vives  et  de 
l'expression  donnée  pour  u  en  fonction  de^,  q,  r.  On  trouve  ainsi  : 

;?*_2fli  — a -4- ûw    ^«__2^A— 3  4- Ûw    r*_2cA-Y-hUtt 

â'~"2(â'— <5)fa--c)'  'P^2(i  —  a)(6  —  cy  ?~'2{c—a)  (c  —  à)' 

et  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  il  viendra  : 

(10)    |.  ^  z=  (a  —  2a;i  —  Qu)  (P  — 2M  -  Ûtt)  (y  -  2c*  —  Û«). 
^  ut 


C;  II  faut  remplacer  «  par  ÎB,  faire  C  =  A  cl  poser  : 

^\^ff^^.2V,      ?J=2H'-4B«,      ^-=-2L. 
A  'A  'A 
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Cette  équation  devra  donner  pour  —  la  même  valeur  que  l'équa- 
tion (8).  C'est  ce  qu'il  serait  aisé  de  vérifier  en  se  servant  des 
formules  (4)  et  (6).  Mais  au  lieu  de  faire  cette  vérification  qui  n'offre 
aucune  difficulté,  nous  conclurons  que  ^es  racines  de  l'équation 
complètement  connue  : 

(11)       2  (l  —  w*)  {Du  -h  H')  —  4B-  —  4L*  4-  SBLu  =  0, 

sont  exprimées  en  fonction  des  axes  par  les  formules  : 

a  —  2ah        ^  —  2bh       -;  —  2ch 
D  D  D 

Or  on  a,  par  suite  de  la  définition  de  a  (p.  515j  : 

X  —  2aA  =  2A'  —  2PA  +  Q  —  2 ^-^ -> 

à  —  a 

et  les  formules  (2)  et  (6)  nous  donnent  : 

k  =  L,       2h}  —  2PA  4-  Q  =  2V  —  H', 

2  {h  -  a)  (h  ^  b)  ^  —  c)  =2  {V  ^  PL'  -h  QL  —  P) 

=  2L»  — LH'  —  BD. 

Par  conséquent,  u^  désignant  celle  des  racines  de  l'équation  (11), 

.        .    .    ,  (i—2ah 
qui  est  égale  a — >  on  a  : 

or,        r.,        2L>-BD  — LH' 


'0 


L  —  a 


Les  autres  racines  «,,  «,  s'exprimeraient  de  même  en  fonction  de  b 
et  de  c.  Ce  résultat  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Pour  obtenir  t équation  qui  donne  les  carrés  des  axes  principaux  a,  b,  c, 
on  eJTectuera  dans  t équation  (11)  h  substitution  linéaire  : 

(12)  D»  =  2L'-H--^"'-/^-"»'. 

^    ^    •  L  —  a 

V  équation  en  a  fera  connatlre  les  carrés  des  trois  axes  principaux. 
Comme  l'équation  (11)  a  ses  racines  réelles,  par  la  nature  même  du 
problème,  il  en  sera  de  même  de  l'équation  aux  axes  principaux. 
La  question  que  nous  nous  étions  proposée,  est  ainsi  complètement 
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et  il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  Téquation  : 

a?*  —  P^»  -h  Qa?  —  R  =  0  ; 

a,  by  c  seront  les  racines  de  cette  équation. 

n  est  préférable,  pour  déterminer  a,  by  c  et  pour  reconnaître  la 
réalité  des  racines  de  Téquation  précédente,  de  raisonner  de  la  manière 
suivante  : 

L'équation  à  laquelle  satisfait  la  variable  u,  qui  est  le  cosinus  de 
Tangle  de  la  verticale  avec  Taxe  du  corps,  a  été  déjà  donnée  dans  le 
texte  (p.  253).  Si  nous  faisons  les  changements  nécessités  par  nos 
nouvelles  notations  (^),  cette  équation  devient  ici  : 

(8)  -^  =  2  (1  —  tt»)  (Du  +  H'  —  2B»)  —  4  (Btt  —  L)« 

=  2  (1  —  «»)  (Di*  -h  H')  —  4B*  —  4L*  4-8BL«. 

On  peut  évidemment  la  former  d^une  autre  manière,  en  partant  de 
Pexpression  donnée  plus  haut  pour  u.  Si  Ton  différentie  en  effet  cette 

expression  et  si  l'on  remplace  a',  .,.,  — ,  ...  par  leurs  valeurs,  on 

trouvera  : 

^du       Aa—  b)(b  --  c)  (c  —  à) 

(9)  Û--  =  4^ ^-^ — j—^ ^pqr, 

^  '  dt  abc  ^ 

D'autre  part  on  peut  exprimer  ;o*,  '/,  r'  en  fonction  de  «,  en  faisant 
usage  de  l'intégrale  des  aires,  de  l'intégrale  des  forces  vives  et  de 
l'expression  donnée  pour  %  en  fonction  de^,  ^,  r.  On  trouve  ainsi  : 

;?*_2fli  — a -4- ûw    (/*__2^A-- P  4- Qw    r*_2<:A  -  y  -h  Ut* 

â»~"2(â^^y"(â^^)'  'Û^^1(b  —  a)(b  —  c)    c*""2(c— a)  \^c—b) 

et  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  il  viendra  : 

Û'  du" 

(10)  ~—  =(a  — 2a;i  — Ûm)(^— 2^A-Ûtt)(Y  — 2c*  — Û«). 


Q)  II  faut  remplacer  n  par  2B,  faire  C  =  A  cl  poser  : 

A  'A  'A 
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dn 
Cette  équation  devra  donner  pour  —  la  même  valeur  que  Téqua- 

dt 

tion  (8).  C'est  ce   qu'il   serait  aisé   de   vérifier   en   se   servant  des 

formules  (4)  et  (6).  Mais  au  lieu  de  faire  cette  vérification  qui  n'offre 

aucune  difficulté,    nous  conclurons   que  ^es    racines    de    l'équation 

complètement  connue  : 

(11)       2  (l  —  H*)  {Du  -h  H')  —  IB-  —  4L»  -f-  SBLu  =  0, 

sont  exprimées  en  fonction  des  axes  par  les  formules  : 


>       » 


D  1)  D 

Or  on  a,  par  suite  de  la  définition  de  a  (p.  5I5j  : 

2  —  2aA  =  2A»  —  2? h  +  Q  —  2  ^-^ -, 

à  —  a 

et  les  formules  (2)  et  (6)  nous  donnent  : 

A  =  L,      2K'  —  2PA  4-  Q  =  2L»  —  H', 

2  (*  -  û)  (A  —  6)  («  —  c)  ==  2  (L»  —  PL*  +  QL  —  P) 

=  2L»  — LH'  —  BD. 

Par  conséquent,  u^  désignant  celle  des  racines  de  l'équation  (11), 

qui  est  égale  a  -  -  — —  >  on  a  : 

«    •        rw        2L*  -  BD  —  LH' 

Dtt,  =  2V  -  H' 

L  —  a 

Les  autres  racines  w,,  «,  s'exprimeraient  de  même  en  fonction  de  b 
et  de  c.  Ce  résultat  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Pour  obtenir  t équation  qui  donne  les  carrés  des  axes  principaux  a,  b,  c, 
on  efectuera  dans  l'équation  (11)  la  substitution  linéaire  : 

(12)  D.  =  2L' -  H-  -^"' -/"-""'• 

^    ^    •  L  —  a 

r équation  en  a  fera  connaître  les  carrés  des  trois  axes  principaux. 
Comme  l'équation  (11)  a  ses  racines  réelles,  par  la  nature  même  du 
problème,  il  en  sera  de  môme  de  l'équation  aux  axes  principaux. 
La  question  que  nous  nous  étions  proposée,  est  ainsi  complètement 
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et  il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation  : 

«*  —  P^*  -h  Qa?  —  R  =  0  ; 

a,  b^  c  seront  les  racines  de  cette  équation. 

Il  est  préférable,  pour  déterminer  a,  ^,  c  et  pour  reconnaître  la 
réalité  des  racines  de  Téquation  précédente,  de  raisonner  de  la  manière 
suivante  : 

L'équation  à  laquelle  satisfait  la  variable  u,  qui  est  le  cosinus  de 
Tangle  de  la  verticale  avec  Taxe  du  corps,  a  été  déjà  donnée  dans  le 
texte  (p.  253).  Si  nous  faisons  les  changements  nécessités  par  nos 
nouvelles  notations  (*),  cette  équation  devient  ici  : 

(8)      ^  =  2  (1  —  tt*)  {Du  +  H'  —  2B»)  —  4  (Bw  —  L)« 

=  2(1  —  «*)(D»  -h  H')  — 4B»  — 4L*4-  8BL«. 

On  peut  évidemment  la  former  d'une  autre  manière,  en  partant  de 

Pexpression  donnée  plus  haut  pour  u.  Si  l'on  différentie  en  effet  cette 

dp 
expression  et  si  l'on  remplace  a  ,  .,.,  — ,  ...  par  leurs  valeurs,  on 

trouvera  : 

^du       ^  («  —  ^)  (^  —  c)  (c  —  a) 

D'autre  part  on  peut  exprimer  ;o',  (,',  r'  en  fonction  de  u,  en  faisant 
usage  de  l'intégrale  des  aires,  de  l'intégrale  des  forces  vives  et  de 
l'expression  donnée  pour  u  en  fonction  dejp,  ç,  r.  On  trouve  ainsi  : 

;?*_2flÂ  — a -4- ûw    q^  __26h—  g  +  Qt»    r* __2ch  -  y  +  U» 

â*'~~2{a--i)(a~-^)'  J^~~ 2{è  —  a)(è  —  c)'  '?~~2{C'-a)  {c—â)' 

et  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  il  viendra  : 
(10)    --^  z=(a--2flA  — Ûm)(&— 2^A--Ûtt)(Y  — 2c*.— Û«). 


C;  II  faut  remplacer  n  par  2B,  faire  C  =  A  ol  poser  : 

A  'A  'A 


NOTE   XIX.  533 

du 
Cette  équation  devra  donner  pour  —  la  même  valeur  que  Péqua- 

dt 

tion  (8).  C'est  ce   qu'il   serait  aisé   de   vérifier  en   se   servant  des 

formules  (4)  et  (6).  Mais  au  lieu  de  faire  cette  vérification  qui  n'offre 

aucune  difiîcuUé,    nous  conclurons   que  ^es    racines    de    l'équation 

complètement  connue  : 

(11)       2  (l  —  w*)  {pu  -h  H')  —  4B'  —  4L»  -h  SBLu  =  0, 

sont  exprimées  en  fonction  des  axes  par  les  formules  : 

a  —  2ah        g  —  2^A        -;  —  2ch 
D  1)  D 

Or  on  a,  par  suite  de  la  définition  de  a  (p.  515)  : 

2  —  2aA  =z  2A»  —  2? A  +  Q  —  2  ^ ^-\ -, 

à  —  a 

et  les  formules  (2)  et  (6)  nous  donnent  ; 

A  =  L,      2h^  —  2Pi4  4-  Q  =  2V  —  H', 

2  (A  -  û)  (A  —  6)  («  —  c)  =:  2  (L»  —  PL'  -H  QL  —  P) 

=  2L*^LH'  —  BD. 

Par  conséquent,  u^  désignant  celle  des  racines  de  l'équation  (U), 

a  —  2aà 
qui  est  égale  à  -  — -- —  »  on  a  : 

or,  rxr  2L*   -  BD  —  LH' 

Du^  =  2V  —  H' 


'0 


L  —  a 


Les  autres  racines  w,,  w,  s'exprimeraient  de  même  en  fonction  de  6 
et  de  c.  Ce  résultat  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Pour  obtenir  t équation  qui  donne  les  carrés  des  axes  principaux  a,  b,  c, 
on  eJTectuera  dans  l'équation  (11)  la  substitution  linéaire  : 

(12)  D.  =  2L' -  H' -^"' -""-"»'• 

^    ^    •  L  —  a 

L* équation  en  a  fera  connaî're  les  carrés  des  trois  axes  principaux. 
Comme  l'équation  (II)  a  ses  racines  réelles,  par  la  nature  même  du 
problème,  il  en  sera  de  môme  de  l'équation  aux  axes  principaux. 
La  question  que  nous  nous  étions  proposée,  est  ainsi  complètement 
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résolue.  Les  quantités  a\  b',  c'  seront  connues,  puisque  nous  avons 
leurs  expressions  en  a,  6,  c.  Au  reste  nous  pouvons  obtenir  aisément 
leur  détermination  directe.  En  effet  les  équations  qui  servent  de  basA 
à  tous  nos  calculs  ne  changent  pas,  si  Ton  remplace 

fl,      6,      c,  B,  L,        a',     d\     c, 

par 

a\    b\    c\    —  L,     —  B,        a,      6,     c. 

Par  suite  on  voit  que  Ton  aura,  pour  obtenir  a\  i\  c\  à  effectuer 
dans  réquation  (II),  la  substitution  : 

(12) ->  Du  =  2B'  -  H'  -  gB'-LD~BH>^ 

En  terminant  cet  article  nous  signalerons  une  conséquence  évidente 
des  résultats  précédents.  Quand  on  a  observé  le  mouvement  du  corps 
par  rapport  aux  axes  fixes,  le  mouvement  inverse  des  axes  fixes  par 
rapport  au  corps  représente  aussi  un  de  ceux  que  le  même  corps 
pourrait  prendre  si  les  conditions  initiales  étaient  convenablement 
choisies. 

Cela  résulte  évidemment  de  ce  que,  pour  tous  les  mouvements  d^un 
même  corps,  les  constantes  a,  by  c,  h  ou  a\  b\  c\  A'  sont  assujetties 
uniquement  à  vérifier  la  relation  : 

û*  =  D»  =  (ab  -h  ac  -h  bcf  —  4  abc  (a  -4-  ^  -*-  c  —  A) 

=  {a;b'  -H  a'c'  +  b'c'y^^a'b'c'  {a'  +  ^'  +  c'  —  A'). 


m 

Les  propositions  précédentes  donnent  donc  la  représentation  géomé- 
trique, complète  et  aussi  simple  que  possible,  du  mouvement  d^un  corps 
pesant,  dans  le  cas  où  Tellipsoîde  dMnertie  du  point  par  lequel  il  est 
fixé  est  une  sphère.  Les  recherches  de  Lagrange  et  de  Poisson  ont  fait 
connaître  la  solution  du  problème  dans  le  cas,  beaucoup  plus  étendu, 
ou  Tellipsoïde  d^inertie  de  ce  point  fixe  est  de  révolution  autour  de  la 
droite  qui  joint  ce  point  au  centre  de  gravité.  Mais  nous  allons  voir 
qu^on  peut  ramener  très  aisément  la  solution  du  problème  dans  cette 
hypothèse  k  celle  du  cas  particulier  que  nous  venons  d^étudier. 


X 
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Prenons  en  effet  dans  le  corps  (B)  un  système  d^axes' fixes  rectan- 
gulaires tel  que  l'axe  des  z  soit  Taxe  de  révolution  de  Tellipsoïde 
d'inertie  du  point  Îlia  O.  Soient  A.  la  valeur  commune  du  moment 
d'inertie  par  rapport  aux  axes  des  x  et  des  ^,  C  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  Taxe  des  ^,  et  enfin  /?,  q^  r  les  composantes  de  la 
rotation  du  corps  par  rapport  aux  trois  axes  considérés.  Les  trois 
intégrales  de  Lagranpre  sont  les  suivantes  : 


(13)  l   Kp,a'  4-  Bq.à'  4-  Onu  =  2AL, 


s 

p^  4-  q^  =  2Dw  4-  2H; 


ff,  L,  H  désignant  les  constantes  arbitraires  et  a',  V ^%  les  cosinus 
des  angles  de  0^  avec  la  verticale. 

Considérons  un  corps  auxiliaire  (B')  qui  serait  animé  par  rapport 
au  corps  (B)  d'une  rotation  constante 


»,  —  », 


autour  de  0^.  Pour  ce  corps  les  composantes  de  la  rotation  totale 
seraient  à  chaque  instant  : 

Si  l'on  détermine  n^  par  la  condition  : 

(14)  A»,  =  C«, 
les  équations  (13)  pourront  s'écrire  : 

(15)  \    kp  a'  -h  Bq  V  -h  A«i  tt  =  2AL, 

j»«  4-  q^  =  20»  4-  2H. 

Ce  sont  encore  les  intégrales  du  mouvement  de  Lagrange,  mais 

relatives  au  cas  où  l'ellipsoïde  du  point  Îltj^  est  une  sphère.  Si  nous 

remarquons  que  Ton  a  : 

C  —  A 
»,  —  «  =  —^ —  », 

nous  pourrons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donné  un  corps  pesant  de  révolution  (B),  Jlxé  par  un  point  de  son 
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axe  et  abandonné  dans  des  conditions  initiales  quelconques  à  V action  de  la 
pesanteur,  désignons  par  n  la  projection  constante  de  la  rotation  sur  faxe; 
un  corps  auxiliaire  (B'),  animé  par  rapport  an  premier  d'une  vites'e  de 
rofation  constante 

m 

0  —  A 


^, 


autour  de  Itixe  de  réooUUlo.i,  prendra  le  même  mouvement  qu'un  corps 
pesant  pour  l  que'  l'e'UpsoUe  dit  point  fixe  serait  une  sphère,  le  centre  de 
gravité  se  trouvant  sur  l'axe.  Par  conséquent  le  mouvement  du  corps  (B'), 
lié  d'ii'fc  manière  si  simple  à  celui  de  (B),  pourra  se  représenter  par  le 
roulement  d'un  cône  ayant  pour  base  une  herpolhodie  (H')  sur  un  cône  ayant 
pour  base  une  autre  herpolhodie  (H). 

Nous  pouvons  déduire  des  remarques  précédentes  une  proposition 
énoncée  et  démontrée  par  Jacobi  dans  un  Mémoire  posthume  dont  les 
fragments  ont  été  publiés  par  M.  Weierstrass.  (Voir  le  t.  II  de  la 
nouvelle  édition  des  Œuvres  de  Jacobi.) 

Pour  cela  il  nous  suffira  d'appliquer  les  propositions  de  la 
Note  précédente,  qui  nous  ont  permis  de  définir  le  mouvement 
de  (B'). 

Si  nous  introduisons,  en  même  temps  que  les  deux,  cônes  avant 
pour  base  les  herpolliodies  (II),  (H'),  le  cône  (C)  déjà  défini,  ayant 
pour  base  la  polhodie  (P),  qui  roule  à  la  fois  sur  les  deux  cônes 
précédents,  nous  obtiendrons  la  proposition  suivante  : 

Dans  le  cas  où  Tellipsoïde  central  du  point  fixe  est  une  sphère,  il 
existe  un  système  (C),  mobile  autour  de  0  et  jouissant  de  la  double 
propriété  suivante  :  Son  mouvement  absolu  est  celui  d'un  corps  solide 
qui  ne  serait  soumis  à  aucune  force  ;  ou,  plus  exactement,  c'est  un 
mouvement  de  Poinsot,  pour  lequel  le  plan  invariable  est  horizontal  ; 
son  mouvement  par  rapport  au  corps  pesant  est  encore  un  mouvement 
de  Poinsot,  pour  lequel  le  plan  invariable  est  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  contient  le  point  fixe  et  le  centre  de  gravité. 

Dans  le  cas  général,  cette  proposition  subsiste  dans  ses  points 
essentiels  et  devient  le  théorème  de  Jacobi,  tel  qu'il  a  été  énoncé  par 
M.  Halphen  dans  une  note  récemment  parue  aux  Comptes  rendus  de 
t Académie  des  Sciences,  t.  C. 

En  eSTet,  la  proposition  précédente  s^applique  sans  modification  au 
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corps  auxiliaire  (B')  dont  la  rotation  par  rapport  à  (6)  est  : 

C  —  A 


n. 


Il  suit  de  là  que  le  mouvement  du  système  (C)  par  rapport  à  (B) 
s'obtiendra  en  composant  le  mouvement  de  (C)  par  rapport  à  (B'),  qui 
est  un  mouvement  de  Poinsot,  avec  une  rotation  constante  : 


C  —  A 

n. 


autour  de  la  perpendiculaire  au  plan  invariable  de  ce  mouvement.  Or 
nous  avons  vu  que  la  combinaison  de  ces  deux  mouvements  donnera 
encore  un  mouvement  de  Poinsot,  Nous  obtenons  ainsi  dans  toute  sa 
généralité  la  belle  proposition  de  Jacobi,  dont  Ténonc'  le  plus  simple 
est  le  suivant  : 

Si  fan  considère  le  mouvement  U  plus  général  d'un  corps  pesant  de 
révolution  flxé  par  un  point  de  son  axe^  il  existe  un  système  auxiliaire  (C) 
gui  est  anlm^\  et  par  rapport  aux  axes  fixes,  et  par  rapport  au  corps 
mobile  d'un  motcement  de  Poinsot.  Les  constantes  relatives  à  ces  deux 
mouvements  sont  diférenles;  les  plans  invariables  sont,  le  plan  horizontal 
pour  le  premier  mouvement,  et  le  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  pour  le 
second. 


IV 


Si  nous  conservons  les  notations  de  l'article  I,  nous  voyons  que  la 
rotation  absolue  du  corps  (B'),  h  un  instant  donné,  a  pour  composantes 
relatives  aux  axes  principaux  de  (C)  : 

2/7,       2^,       2r. 

Pour  obtenir  la  rotation  de  (B),  il  suffira  de  composer  la  rotation 
précédente  avec  celle  qui  a  pour  valeur  : 

C  —  A 
et  dont  la  direction  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  (B),  Les  comportantes 
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de  cette  rotation  seront,  par  conséquent  : 


C  —  A;;        0  —  A      q        C— A       r 
A  a'  K  V  k  c 


et  Ton  en  déduira,  pour  les  composantes  de  la  rotation  de  (B),  les 
expressions  : 

r»  ,  (^-•^)"1„    r»  ,  (C-A)«-|      r       (C-A)«-| 

Ces  formules  vont  nous  permettre  de  définir  complètement,  -et  d'une 
manière  directe,  le  mouvement  de  (B). 

D^abord  Pextrémité  de  Taxe  de  rotation  décrit  dans  le  corps  une 
herpolhodie.  La  proposition  est  évidente  dans  le  cas  du  mouvement 
de  (B').  Pour  passer  de  là  au  mouvement  de  (B),  il  faut  composer  la 
rotation  précédente  avec  une  rotation  constante  dont  l'axe  est  parallèle 
à  Taxe  de  (B'),  ce  qui  ne  fait  que  transporter  parallèlement  à  elle- 
même  la  courbe  décrite  par  Textrémité  de  Taxe  de  rotation;  puis 
introduire  une  rotation  constante  du  rayon  vecteur,  ce  qui,  nous 
l'avons  vu,  ne  change  pas  la  définition  de  l'herpolhodie.  Ainsi,  /a 
cowhe  décrite  dans  le  corps  par  V extrémité  de  Taxe  de  rotation  est,  dan^ 
tous  les  cas,  une  herpolhodie. 

D'autre  part  nous  avons  les  composantes  de  la  rotation  totale  et 
nous  pouvons  en  déduire  que  la  projection  de  cette  rotation  sur  la 
verticale,  aussi  bien  que  le  carré  de  la  rotation,  sont  des  fonctions 
linéaires  de  p*,  ^',  r*  et  sont  par  conséquent  liées  par  une  relation 
linéaire.  En  d'autres  termes  : 

Vextrémité  de  la  rotation  décrit  dans  V espace  une  courbe  située  sur  une 
sphère  ayant  son  centre  sur  la  verticale. 

Par  suite  : 

Dans  le  cas  général  le  mouvement  peut  se  représenter  par  le  roulement 
d'un  cône,  ayant  pour  base  une  herpolhodie,  sur  une  sphère  ayant  son  centre 
sur  la  verticale  du  point  Jlxe,  ce  roulement  s'efectuant  avec  une  vitesse 
égale  au  rayon  vecteur. 

Nous  allons  retrouver  ces  résultats  et  définir  la  courbe  sphérique 
en  reprenant  l'étude  des  équations  données  dans  le  texte. 
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Si  Ton  pose  : 
(16)  ^  =  2B, 


ces  équations  données  à  la  page  253  du  texte  prennent  la  forme 


suivante  : 


dé       2Bi»  — 2L       do  2Btt' —  2Li» 

dt  1  —  tt*  dt  1  —  w* 


-^  =z  2  (l  -  «»)  (Dtt  4-  H)  —  4  (Btt  —  L)«.    / 

Elles  mettent  d'abord  en  évidence  la  proposition  que  nous  avons 
démontrée  .à  l'article  III.  Si  Ton  considère  le  corps  auxiliaire  (B'), 
pour  lequel  les  angles  d'Euler  ont  les  valeurs  : 


0,       t^ 

et      (^'  =^  -h  (21 

on  aura  : 

(18) 

di^'        2B  —  2Lu 

dt  ^      1  —  %' 

C'est  la  valeur  que  Ton  obtiendrait  en  faisant  dans  les  formules  (yi)  : 

2B  =  «, 

c*est  a  dire  en  supposant  que  n  soit  nul,  ou  que  l'ellipsoïde  central  du 
point  fixe  soit  une  sphère. 

Appelons  maintenant  p,  ^,  r  les  composantes  de  la  rotation  relatives 
aux  axes  du  corps,  p\  q\  r'  les  composantes  do  la  même  rotation 
relatives  aux  axes  fixes.  Les  formules  établies  dans  le  texte  nous 
donnent  : 

^  p^  -H^»  =  2Dtt-+-2H, 


(19)  f 


dà  df^ 

/?  =  sin  9  sin  0  — î-  —  cos  o.  —y 

(20)  )  ^^  ^^ 

^  zz:  cos  ç  sm  0.  — ^  4-  sm  ?  -—  » 
^  dt  ^  dt 
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et  par  conséquent  : 

.*v,\  Q  sin  6  rf6 

(21)  —  arc  tg:  -  =  5  -H  arc  tg. — '- . 

'  P        *  d^ 

La  seconde  des  équations  (19)  exprime  que  la  courbe  décrite  dans 
le  corps  par  Textrémité  de  la  rotation  est  située  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  Taxe.  La  première  équation  (19)  et  Téquation  (21)  nous 
donnent  le  rayon  vecteur  p  et  Tangle  polaire  o)  de  cette  courbe  plane, 
en  la  supposant  rapportée  à  des  coordonnées  polaires  dont  le  pôle  se 
trouve  sur  Taxe  du  corps.  On  a  donc  : 

sin  0  d^ 

(22)  p*=2Da-h2H,       w  =  —  o  —  arc  tg. — — — ^. 

et,  en  différentiant  cette  dernière  équation  après  avoir  remplacé  d^ 
et  d^  par  leurs  valeurs  : 

(Dtt  +  H)  ^  =  (B  —  «)  (Di*  -I-  H)  -H  BH  +  DL, 
ou  encore  : 

(23)  p'  £i'  =  (B  —  «)  p'  +  2  (BH  +  DL). 

Ces  formules  permettent  de  calculer  la  vitesse  totale  du  pôle,  qui  est 
donnée  par  Téquation  : 

(24)  -,-  =  D*  (1  —  tt»)  4-  2»  («  —  2B)  (Du  +  H) 
di 

—  4(»  — 2B)(BH  -4-  DL). 

On  reconnaît  ainsi  que  les  formules  (22),  (23),  (24)  conviennent  à 
une  herpolhodie;  la  vitesse  aréolaire  étant  une  fonction  linéaire,  et  la 
vitesse  totale  une  fonction  du  second  degré,  de  p*. 

Proposons-nous  maintenant  de  définir  la  courbe  décrite  par  l'extré- 
mité de  Taxe  instantané  dans  Tespace.  Les  coordonnées  de  ce  point 
sont  y,  g\  r',  et  Ton  obtiendra  par  un  calcul  facile  les  expressions  : 


/  do  rfO 

p*  =  sin  tj;  sin  0  -  -  —  cos  ^  —  > 


do  rfO 

(25)  *    ^'  =  cos  f!/ sin  0 .  ■—  -h  sin  'J^  — > 

^     ^  1  ^  dt  ^  di 

I     ,  d^  ^    do 

r= ^  -i-  cos  0.  -^  » 

dt  dt 


NOTE   \IX.  541 

de  ces  composantes  en  fonction  des  angles  d*Euler.  On  a  d^abord  : 

(  p'*  +  ç"  -+-  r'«  =p'  +  q^  +r'  =  2Du  +  2H  +  n\ 
^    ^    (   r'  =2L  — (2B  — «)i*. 

Si  Ton  élimine  u,  on  trouvera  Téquation  d*une  sphère  ayant  son 
centre  sur  la  verticale,  ce  qui  est  conforme  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Pour  définir  complètement  la  courbe  décrite  par  le  pôle  instantané, 
nous  considérerons  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  que  nous 
rapporterons  à  des  coordonnées  polaires,  avec  le  point  ÛTe  pour  pôle, 
p'  et  (I)'  désignant  ces  coordonnées  polaires,  on  aura  évidemment  : 

I   0)   =  arc  tg  -:  • 
V  P 

Désignons  par  A  et  P  les  deux  polynômes  suivants  : 

(   A  =  2Di*  -I-  2H  -+-  «'  —  K2B  —  n)  M  —  2L]»; 
^  '  ^  (  P  =  (2B  —  m).w»  —  2L  tt  4-  «. 

On  aura  : 

(29)  ?"  =  A, 

et  les  deux  premières  formules  (25)  nous  dqnneront  : 

,^  ,  ,  sin  0  rfî  P 

(30)  0)   =  —  'i^  —  arc  tg — -  =  —  C;  4-  arc  tg  ---  • 

^    ^  </0  du 

~dt 
Si  Ton  différentie  cette  formule  en  se  servant  de  Tidentité  : 

(31)  1^  +  p.  =  (l  _  »«)  A, 

on  trouvera  : 

/o«v  ^«»>'       T        P'A  — PA' 

(32)  =  L  H » 

^    ^  dt  2A 

P'  et  A'  désignant  les  dérivées  de  P  et  de  A  par  rapport  à  «. 

disi 

La  vitesse  aréohiire  p'* est  ici  une  fonction  du  second  degré  de  u. 

dt 
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La  courbe  plane,  projection  de  la  route  décrite  sur  la  sphère  par  le 
pôle  instantané,  est  donc,  en  général,  une  courbe  transcendante  de 
nature  plus  complexe  qu^une  herpolhodie. 

Si  l'on  cherche  l'arc  de  la  courbe  sphérique,  on  trouvera,  comme  il 
fallait  s'y  attendre,  la  valeur  déjà  donnée  par  la  formule  (24). 

La  courbe  sphérique  décrite  par  le  pôle  dans  l'espace  est  ainsi 

complètement  définie. 

Si  l'on  fait  : 

«  =  2B, 

cette  courbe  se  réduit  à  une  herpolhodie,  conformément  aux  résultats 
déjà  établis;  et  la  vitesse  du  pôle  instantané  est  alors  donnée  par  la 
formule  très  simple 

(33)  ^  =  D'(l-«'), 

qu'on  pourrait  déduire  immédiatement  des  théorèmes  généraux  de  la 
mécanique  (*). 

Nous  terminerons  ce  sujet  en  donnant  une  construction  directe  et 
purement  géométrique  de  la  route  décrite  par  le  pôle  instantané  dans 
l'espace. 

Considérons  tous  les  mouvements  pour  lesquels  les  constantes 
B,  D,  H,  L  ont  la  même  valeur.  Si  les  corps  correspondants  ont  au 
début  le  même  axe  de  rotation,  il  résulte  des  formules  (17)  que  cet 
axe  leur  demeurera  commun  dans  tout  le  mouvement;  et  le  mouvement 
de  chacun  d'eux  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  autres  se  réduira 
à  une  rotation  constante  autour  de  l'axe.  Étudions  les  courbes  décrites 


(')  Eu  effet  les  trois  équations  des  moments  des  quantités  de  mouvement  peuvent  être 
énoncées  géométriquement  do  la  manière  suivante  : 

Si  Ion  construit  d  un  instant  quelconque  le  couple  des  quantités  dé  moutement  transforfées 
en  un  point,  la  vitesse  de  Vextrémiti  de  l'axe  de  ce  couple  est  égale  d  chaque  instant  en 
grandeur^  direction  et  sens,  à  l'axe  du  couple  résultant  de  tous  les  couples  qui  naissent  de  la 
translation  des  forces  au  même  point. 

En  appliquant  ici  ce  théorème  au  point  fixe  et  remarquant  que  l'axo  du  couplo 
résultant  de  la  translation  du  poids  a  pour  grandeur: 

AD  sin  0, 
on  a: 

A  ^-  =  AD  sin  6. 
Ce  qui  est  l'équation  môme  du  texte. 
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dans  Tespace  par  les  pôles  instantanés  des  rotations  relatives  à  ces 
différents  mouvements.  II  faudra,  pour  cela,  faire  varier  n  dans  les 
formules  (25). 
Soient/?',,  q\,  r[  lesValeurs  dep',  q\  r'  relatives  à  l'hypothèse 

»  =  2B. 

Dans  ce  cas  la  courbe  décrite  par  le  pôle  est,  nous  le  savons,  une 
herpolhodie  (H)  qui,  d'après  les  formules  (26),  sera  située  dans  le  plan 

Z  =  2L. 

Comme  elle  demeure  en  contact  avec  une.  autre  herpolhodie  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  a  Taxe  de  révolution,  sa  tangente  sera  néces- 
sairement perpendiculaire  à  cet  axe. 

Prenons  maintenant  une  valeur  quelconque  de  n.  Les  formules  (25) 
nous  donnent  : 


(34) 


p*  =  p\  H-  («  —  2B)  sin  (î;  sin  ô, 
^'  =  q[  -\-  («  —  2B)  cos  ^  sin  0, 
r'  =  r\  H-  (»  —  2B)  cos  0. 


Nous  savons  que,  pour  chaque  valeur  de  »,  cette  courbe  se  trouve 
sur  la  sphère  définie  par  les  formules  (26)  et  dont  Téquation  est,  en 
remplaçant  I?',  q\  r'  par  X,  Y,  Z, 

(35)  X«  4-  Y»  +  Z«  =  2H  +  «'  +  -^-^^  ~-?^. 

Zd  —  n 

D'autre  part  les  relations  (34)  nous  montrent,  ce  qui  est  évident 
par  la  géométrie,  qu'à  un  instant  quelconque,  tous  les  pôles  corres- 
pondants à  des  valeurs  différentes  de  n  se  trouvent  placés,  à  des 
distances  invariables  les  uns  des  autres,  sur  une  même  droite  qui  est 
parallèle  à  Taxe  commun  de  révolution  et,  par  conséquent,  normale  à 
l'herpolhodie  (H).  Or  le  mouvement  de  cette  droite  est  défini  par  la 
condition  que  deux  de  ses  points  décrivent  les  sphères  correspondantes, 
qu'un  autre  point  demeure  dans  le  plan  de  Therpolhodie  (H)  ;  et  enfin 
qu'elle  soit  normale  à  la  trajectoire  de  l'un  quelconque  de  ses  points, 
par  exemple'de  celui  qui  décrit  un  plan.  On  s'assure  aisément  qu'il 
n'y  a  entre  les  deux  sphères,  le  plan  et  les  segments  de  la  droite 
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d*autre  relation  que  la  suivante  :  Lo  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne 
des  centres  des  deux  sphères.  De  là  cette  curieuse  proposition  qui  se 
ramène  d*ailleurs  aisément  k  celles  qui  ont  été  démontrées  à  la  fin  de 
la  Note  précédente  : 

Si  trois  points  d'une  droite  invariable  sont  assujettis,  les  deux  premiers 
à  demeurer  sur  deux  sphères  diférentes,  le  troisième  à  rester  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères;  si  de  plus  la  droite 
se  déplace  de  manière  à  demeurer  tangente  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points, 
ce  qui  définit  complètement  son  mouvement  à  partir  d'une  position  donnée, 
le  point  de  la  droite  assujetti  à  rester  dans  un  plan  décrira  une  herpolhodU  ; 
tous  les  autres  décriront  des  courbes  sphériques,  gui  seront  les  routes  du 
pâle  dans  l'espace,  pour  le  mouvement  d*un  corps  pesant  dt  révolution. 

Telle  est  la  définition  directe  et  géométrique,  que  nous  vpulions 
obtenir,  de  la  route  décrite  par  le  ])ôle  dans  le  problème  qui  nous 
occupe,  aussi  bien  que  de  Therpolliodie  de  Poinsot.  Nous  signalerons 
en  terminant  'e  théorème  suivant  de  cinématique  qui  se  ra* tache 
directement  à  la  proposition  précédente  et  dont  la  démonstration 
n'ofi^re  aucune  difficulté  : 

Si  trois  points  d'une  droite  invariable  sont  assujettis  à  demeurer  sur  trois 
sphères  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  tous  Us  autres  points  de  la 
droite  décrivent  des  sphères;  et,  en  écartant  un  cas  exceptionnel  àù  la  droite 
fait  un  angle  constant  avec  la  ligne  des  centres,  il  y  a  toujours  un  point  de 
la  droite  gui  décrit  un  plan. 

Remarquons  que  cette  proposition  donne  le  mojen  de  décrire  un 
plan  à  Taide  d'un  système  articulé  comprenant  quatre  tiges  seulement. 


NOTE  XX 

SUR  UN  PROBLÈME  ANALOGUE  AU  PRÉCÈDENT. 

Les  intégrales  du  problème  précédent  ont  été  données  pour  la 
première  fois  par  Lagrange,  dans  la  première  édition  de  la  Mécanique 
Analytique  qui  a  paru  en  1*788.  Il  est  intéressant  de  remarquer  que  la 
méthode  de  Lagrange  s'applique,  avec  de  très  légères  modifications, 
dans  le  cas  beaucoup  plus  étendu  oii  le  solide  de  révolution,  que  Ton 
suppose  toujours  fixé  par  un  point  de  son  axe,  est  soumis  à  Faction 
d'une  ou  de  plusieurs  forces  extérieures  dont  le  potentiel  dépend 
uniquement  de  Tangle  que  fait  Taxe  du  corps  avec  une  droite  fixe. 
C'est  ce  qui  aurait  lieu,  en  particulier,  si  le  corps  était  soumis  à 
Taction  d'un  autre  solide  de  révolution  dont  l'axe  viendrait  passer 
par  le  point  ÎL-lq, 

Pour  le  montrer,  rapportons  le  corps  a  un  système  d'axes  Ox,  Oy,  Oz 
mobiles  avec  lui  et  dirigés  de  telle  manière  que  l'axe  des  z  coïncide 
avec  l'axe  du  corps.  Étudions  le  mouvement  de  ces  axes  mobiles  par 
rapport  à  un  système  d'axes  fixes  OX,  OY,  OZ;  OZ  étant  la  droite 
fixe  dont  il  a  été  question  plus  haut.  Le  potentiel  des  actions  exté- 
rieures sera  donc  une  fonction  fin)  de  u,  u  désignant  le  cosinus  de 
l'angle  0  que  fait  Oz  avec  OZ.  Ce  potentiel  dépendant  exclusivement 
de  tf,  la  résultante  des  actions  extérieures  sur  le  corps  rencontrera 
nécessairement  OZ  et  0^.  Par  conséquent  les  deux  premières  intégrales 
de  Lagrange  subsisteront  sans  modification  et  Ton  aura  encore,  en 
employant  les  trois  angles  d'Euler,  et  conservant  les  notations  de  la 
Note  précédente  : 


m 


rfi5;__2Btt  — 2L 

57  ""  ~  1  — ~ît'"    * 

do                    2B/t-— L  ^_       2B  — 2Lît 

^  —  n  -x-  u. z=n  —  2B  -h 


dt  1  —  w-  1  —  tt» 

Despeyrous.  —  Mécanique.  II.  35 
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Quant  a  Téquation  des  forces  vives,  elle  prendra  la  forme  : 

(2)  A  {p^  -f-  q'-)  :^  2f(u)  -h  2H. 

Et  si  Ton  remplace  p  et  q  par  leurs  expressions  en  fonction  des  angles 
d'Euler,  on  aura  : 

(3,  ££  =  ,p_±_H]„_.,_,(B.-L)-. 

La  solution  du  problème  sera  ainsi  ramenée  aux  quadratures. 
,    Comme  application  on  pourra  étudier  le  mouvement  d^une  sphère 
homogène  fixée  par  un  point  quelconque  de  sa  masse  et  soumise  à 
Faction  d^un  point  qui  Tattire  suivant  la  loi  de  Newton. 

Des  propositions  générales  que  nous  avons  fait  connaître,  une  seule 
s*applique  encore  au  cas  actuel.  Si  Ton  considère  le  corps  dont  la 
position  à  Tinstant  /  est  déterminée  par  les  valeurs 

0,       à,       ç^  :zz  9  -+-  (»  —  2B)  i, 

des  angles  d*Euler,  le  mouvement  de  ce  corps  sera  le  même  que  si 
dans  les  formules  primitives  on  supposait  : 

2B  =  «, 

ce  qui  revient  à  admettre  que  Tellipsoïde  central  du  point  fixe  est  une 
sphère. 

Le  mouvement  relatif  à  cette  hypothèse  jouira  encore  de  la  propriété 
de  réciprocité  que  nous  avons  signalée  :  Lorsqu^on  a  déterminé  le 
mouvement  des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  axes,  le  mouvement 
inverse  des  axes  fixes  par  rapport  aux  axes  mobiles  sera  un  de  ceux 
que  le  même  corps  pourrait  prendre,  si  les  circonstances  initiales 
étaient  changées. 


NOTE  XXI 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  SUR  LES  PERCUSSIONS  ET  LE  CHOC 

DES  CORPS. 


En  1874,  j*ai  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  les  principaux 
résultats  d'une  étude  sur  le  choc  des  corps  (voir  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  VAcadémie  des  Sciences,  t.  LXXVIII,  p.  1421,  1559,  1645, 
1*7 67,  et  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2®  série,  t.  IV).  Je  me 
propose  de  faire  connaître  ici  les  principaux  résultats  que  j'ai 
obtenus. 


I.  —  Des  percussions. 

Considérons  un  point  matériel  de  masse  m^  soumis  à  l'action  de 
différentes  forces.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  ce  point  à  l'instant  /, 
9x9  9y)  ^2  les  composantes  de  la  vitesse  au  même  instant,  X„  Y,,  Zj 
celles  de  l'une  quelconque  des  forces  qui  agissent  sur  le  point.  On 
aura  les  équations  : 

dv^ 
m    --  =X^  -h  ...  -hX„, 

(l)  .;  «»^^^'?  =  Y,+  ...  -HY„, 

et,  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  t?ox>  Voyy  Vq.  les  composantes 
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de  la  vitesse  du  mobile  il  Tinstant  0,  on  aura  : 

mP;^ — mvQ^=:  I   X^dt -h  ...  4-  /    X^^^ 
(2)  mv„—mv^,=  j  Y.dt-^-  ...  +  /   Y^dt, 

ï  Jo  Jo 

--mVf^zzzI    Z^dù-\'  ...  -h  I    Z^dt. 

Jo  Jo 

Ces  équations  peuvent  sMnterpréter  de  la  manière  suivante. 
Appelons,  avec  différents  auteurs»  impulsion  de  la  force  (X,  T,  Z)  la 
quantité  géométrique  dont  les  composantes  sont  : 


mv^ 


fXdt,       f  Ydt,       jZdi; 

Jo  Jo  Jo 


les  équations  (2)  donneront  lieu  au  théorème  suivant  : 

L* accroissement  géométrique  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  matériel 
dans  un  intervalle  de  temps  fini  quelconque  est  égal  à  la  somme  géométrique 
des  impulsions  des  forces  qui  agissent  sur  ce  point  pendant  V intervalle  de 
temps  considéré. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  si  des  forces  agissent  sur  un  point 
matériel,  et  si  Ton  connaît  seulement  leurs  impulsions  dans  un  intervalle 
de  temps  donné,  on  pourra  déterminer  Taccroissement  géométrique  de 
la  quantité  de  mouvement  du  point  sur  lequel  elles  agissent,  et  par 
conséquent,  si  Ton  connaît  la  masse  et  la  vitesse  initiale  du  point,  on 
obtiendra  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  finale.  Mais  il  importe 
de  remarquer  que  Von  n'aura  aucune  notion  sur  la  position  de  ce  mobile  à 
Vinstant  final. 

Imaginons  maintenant  que  Tintervalle  de  temps  pendant  lequel  les 
forces  agissent  devienne  de  plus  en  plus  petit,  mais  que  les  impulsions 
de  quelques-unes  des  forces  conservent  une  valeur  finie,  ce  qui  exige 
que  ces  forces  deviennent  de  plus  en  plus  grandes  :  le  changement  de 
vitesse  se  produira  dans  un  intervalle  de  temps  de  plus  en  plus  court, 
mais  il  sera  toujours  fini.  D'ailleurs,  si  Ton  suppose  que  les  impulsions 
des  forces  relatives  à  tout  intervalle  de  temps  compris  dans  celui  que 
nous  considérons  demeurent  inférieures  à  des  grandeurs  fixes,  les 
changements  de  vitesse  du  point  matériel  demeureront  finis  et  le 
déplacement  du  point  matériel  deviendra  de  plus  en  plus  petit  quand 
rintervalle  de  temps  diminuera. 
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En  effet,  réduisons  toutes  les  forces  à  une  seule  dont  les  composantes 
à  Tinstant  8  soient  X^,  Yq,  Zq,  et  considérons  la  projection  du  mouve- 
ment sur  Taxe  des  â;  par  exemple.  On  a  : 

0?  —  i-o  —  ^Qr^  =  I    ^^  1     X^  ^0. 

Nous  supposons  que  l'impulsion  i  X^rfO  demeure,  quel  que  soit  0, 
inférieure  à  un  nombre  fixe  M.  On  aura  donc,  en  valeur  absolue  : 


i: 


X  —  x^  —  v^jt  <  /    M  rfO 

ou 

X'-x^--v^t<  Ut, 

et,   par  conséquent,  x  —  x^  diminuera  quand  l'intervalle  de  temps 
deviendra  de  plus  en  plus  court  {}). 


(1)  Nous  introduisons,  on  le  voit,  une  condition  qui,  d'habitudo,  n'est  pas  énoncée 
explicitement  :  c'est  que  l'impulsion  de  la  force  dans  uuo  partie  quelconque  de  l'inter- 
valle de  temps  considéré  demeure  inférieure  à  une  grandeur  fixe  quand  l'intervalle  de 
temps  diminue.  Cette  condition  est  toujours  satisfaite  dans  les  applications,  car  on  n'y 
considère  que  des  percussions  dont  la  direction  nu  varie  pas  sensiblement  dans 
toute  la  durée  de  l'intervalle  pendant  lequel  elle^s  agissent.  Par  exemple,  dans  le  choc 
de  deux  corps,  la  force  qui  s'exerce  au  point  de  contact  sur  l'un  des  corps  ne  peut 
agir  que  dans  un  sens  déterminé,  do  manière  à  écarter  les  deux  corps.  Alors  Tinté- 


r 


grale  I     Xo  <f  0  conserve  son  signe  et  no  cesse  de  croître  ;  elle  demeure  donc  inférieure 

à  sa  valeur  finale,  qui,  par  hypothèse,  est  finie. 

Mais,  si  l'on  se  place  à  un  point  de  vue  exclusivement  théorique,  il  est  aisé  do  trouver 
des  forces  qui,  dans  un  temps  très  court,  imprimeront  des  changements  finis  ou  même 
nuls  de  vitesse,  tout  en  déplaçant  le  mobile  d'une  (juantité  finie.  Considérons,  par 
exemple,  un  point  qui  se  meut  e'n  ligne  droite  et  qui  est  soumis  à  l'action  do  la  force 
dont  l'expression  à  l'instant  0  est  : 

A0  =  rpj-  sin  >n-  cos  „,-  » 
«  et  T  étant  des  constantes.  On  aura  : 

W  =  "f*"  ""^  T"  ^°*  T"  ' 
et  par  suite,  si  l'on  appelle  r*  In  vitesse  initiale, 

9x  —  r,  =  ïp  flin'  ,p  » 

ft      cO        c     .    267C 
^  —  a:„  —  r,0  =  ^  —  2^  sin  -tJ,-» 


548  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

de  la  vitesse  du  mobile  ii  Tinstant  0,  on  aura  : 


l  Jo  Jo 

\  r  c 

j  Jo  Jq 

\    mV:  —  mVf^^=l    Z^dù -^^  ... -h  j    Z^dC. 

Ces  équations  peuvent  sMnterpréter  de  la  manière  suivante. 
Appelons,  avec  différents  auteurs,  impulsion  de  la  force  (X,  Y,  Z)  la 
quantité  géométrique  dont  les  composantes  sont  : 

fXdt,       fYdùy       fzdt; 

Jo  Jo  Jo 

les  équations  (2)  donneront  lieu  au  théorème  suivant  : 

L'accroissement  géométrique  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  matériel 
dans  un  intervalle  de  temps  fini  quelconque  est  égal  à  la  somme  géométrique 
des  impulsions  des  forces  qui  agissent  sur  ce  point  pendant  VintervaUe  de 
temps  considéré. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  si  des  forces  agissent  sur  un  point 
matériel,  et  si  Ton  connaît  seulement  leurs  impulsions  dans  un  intervalle 
de  temps  donné,  on  pourra  déterminer  Taccroissement  géométrique  de 
la  quantité  de  mouvement  du  point  sur  lequel  elles  agissent,  et  par 
conséquent,  si  Ton  connaît  la  masse  et  la  vitesse  initiale  du  point,  on 
obtiendra  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  finale.  Mais  il  importe 
de  remarquer  que  Von  n'aura  aucune  notion  sur  la  position  de  ce  mobile  à 
Vinstant  final. 

Imaginons  maintenant  que  Tintervalle  de  temps  pendant  lequel  les 
forces  agissent  devienne  de  plus  en  plus  petit,  mais  que  les  impulsions 
de  quelques-unes  des  forces  conservent  une  valeur  finie,  ce  qui  exige 
que  ces  forces  deviennent  de  plus  en  plus  grandes  :  le  changement  de 
vitesse  se  produira  dans  un  intervalle  de  temps  de  plus  en  plus  court, 
mais  il  sera  toujours  fini.  D'ailleurs,  si  Ton  suppose  que  les  impulsions 
des  forces  relatives  à  tout  intervalle  de  temps  compris  dans  celui  que 
nous  considérons  demeurent  inférieures  à  des  grandeurs  fixes,  les 
changements  de  vitesse  du  point  matériel  demeureront  finis  et  le 
déplacement  du  point  matériel  deviendra  de  plus  en  plus  petit  quand 
rintervalle  de  temps  diminuera. 
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En  effet,  réduisons  toutes  les  forces  à  une  seule  dont  les  composantes 
à  Tinstant  6  soient  Xq,  Yq,  Z9,  et  considérons  la  projection  du  mouve- 
ment sur  Taxe  des  x  par  exemple.  On  a  : 

0?  —  iFo  —  ^od  =  I   ^^  I    X^  ^0. 

Nous  supposons  que  IMmpulsion  /  XQdd  demeure,  quel  que  soit  0, 
inférieure  à  un  nombre  fixe  M.  On  aura  donc,  en  valeur  absolue  : 


i: 


X  —  Xq  —  v^J  <  /    M  rfO 

ou 

x  —  x^'-v^Ki  M^, 

et,  par  conséquent,  x  —  x^  diminuera  quand  l'intervalle  de  temps 
deviendra  de  plus  en  plus  court  {}), 


(1)  Nous  introduisons,  on  le  voit,  une  condition  qui,  d'habitude,  n'est  pas  énoncée 
explicitement  :  c'est  que  l'impulsion  de  la  force  dans  une  partie  quelconque  de  l'inter- 
valle de  temps  considéré  demeure  inTérioure  à  une  grandeur  fixe  quand  l'intervalle  de 
temps  diminue.  Cette  condition  est  toujours  satisfaite  dans  les  applications,  cor  on  n'y 
oonsidôre  que  des  percussions  dont  la  direction  ne  varie  pas  sensiblement  dans 
toute  la  durée  de  l'intervalle  pendant  lequel  elles  agissent.  Par  exemple,  dans  le  choc 
de  deux  corps,  la  force  qui  s'exerce  au  point  de  contact  sur  l'un  des  corps  ne  peut 
agir  que  dans  un  sens  déterminé,  do  manière  à  écarter  les  deux  corps.  Alors  l'inté- 
grale I     Xo  <f  0  conserve  son  signe  et  ne  cesse  de  croître;  elle  demeure  donc  inférieure 

à  sa  valeur  finale,  qui,  par  hypothèse,  est  finie. 

Mais,  si  l'on  se  place  à  un  point  de  vue  exclusivement  théorique,  il  est  aisé  de  trouver 
des  forces  qui,  dans  un  temps  très  court,  imprimeront  des  changements  finis  ou  môme 
nuls  de  vitesse,  tout  en  déplaçant  le  mobile  d'une  quantité  finie.  Considérons,  par 
exemple,  un  point  qui  se  meut  en  ligne  droite  et  qui  est  soumis  à  l'action  de  la  force 
dont  l'expression  à  l'instant  0  est  : 

Aq  =  -ipj-  sin  ->p-  cos  -rn  » 

^  et  T  étant  des  constantes.  On  aura  : 

dtx      4c7r    .    6w        6ir 

et  par  suite,  si  l'on  appelle  r*  la  vitesse  initiale, 

Vx  —  r,  =  m  ®^°    T  * 

.       cO        c     .    267C 
io  —  a?»  —  fj,0  =  rj,  —  2"^  ^^°  ~T^* 
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On  se  rapproche  donc  de  plus  en  plus  d^un  état  limite  dans  lequel 
le  mobile,  sans  changer  de  position,  éprouverait  une  modiâcation 
brusque  de  sa  vitesse.  C'est  cet  état  limite  que  Ton  étudie  dans  la 

théorie  des  percussions,  et  il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède 

* 

que,  pour  déterminer  le  changement  de  vitesse  du  mobile,  il  suffit  de 
connaître  les  impulsions  des  différentes  forces  auxquelles  il  est  soumis. 
Ce  sont  ces  impulsions  auxquelles  on  donne  le  nom  de  percussions. 
Il  est  clair  que  les  percussions  provenant  de  forces  finies,  telles  que  la 
pesanteur,  peuvent  être  considérées  comme  nulles. 

Je  ne  m^arrêterai  pas  à  discuter  une  objection  que  Ton  adresse 
quelquefois  à  la  théorie  des  percussions.  Quelques  auteurs,  en  s*ap- 
pujant  sur  ce  qu*il  n'existe  pas  de  force  rigoureusement  instantanée, 
préfèrent  ne  pas  employer  la  notion  des  percussions  et  les  théories  qui 
déterminent  leurs  effets.  Il  n'existe  pas  de  point  géométrique  ni  de 
ligne  droite  dans  la  nature,  et  cependant  nous  trouvons  utilité  et  intérêt 
à  étudier  ces  abstractions.  Il  j  a  sans  doute,  quand  on  passe  aux 
applications,  à  examiner  les  erreurs  que  Ton  peut  commettre  en 
appliquant  les  théorèmes  de  la  Science  pure,  mais  cette  question  ne 
nous  paraît  «pas  devoir  être  mêlée  au  développement  de  la  Science 
elle-même. 

On  sait  comment  se  mesurent  et  se  représentent  les  percussions.  Au 
fond,  ce  sont  des  quantités  de  mouvement,  qu'il  suffit  de  composer  avec 
celles  des  points  sur  lesquels  elles  agissent.  Je  rappellerai  rapidement 


On  a  donc,  pour  6  =  T, 


p  =  r„ 


a  =  a?, +  r,T  +  <r. 


Si  l'on  suppose  (ïuo  lo  temps  T  dovionno  ilc  plus  eu  plus  pelil,  e  demeurant  consîAnt, 
on  aura  une  force  très  f^ramie  a^issiiut  ))undant  un  temps  très  court,  ne  produisant 
aucun  changement  de  vitesse  et  déplaçant  le  point  d'une  quantité  quelconque  c. 

Mais  il  est  facile  de  reconuaitro  que  la  condition  énoncôc  dans  le  texte  ne  so  trouve 
plus  remplie,  puisque  l'impulsion  partielle 

J^  Xe  rf9  =  Ç-  8in.  ?r" 

T 
no  demeure  pas  finie,  pour  0  =  -4  P'ir  exemple,  quand  T  tend  vers  zéro.  D'ailleurs,  il 

est  aisé  de  reconnaître  que  la  force  clianijo  de  sons  au  milieu  de  son  aclion. 

C'est  uno  force  de  ce  genre  ([u'une  locomotive  doit  déployer  pour  exécuter  une  de 
ces  opérations  (|ui  sont  si  fréquentes  dans  les  gares  et  amener  rapidement  uu  ou 
plusieurs  wagons,  sans  vitesse,  d'une  position  dans  uno  autre. 
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les  règles  relatives  à  leur  effet  sur  le  corps  solide  et  je  présenterai 
en  même  temps  quelques  remarques  nouvelles  sur  leiy  application. 

Si  le  corps  solide  a  un  axe  fixe,  le  produit  du  moment  d^nertie 
relatif  à  cet  axe  par  l'accroissement  de  la  vitesse  de  rotation  est  égal  à 
la  somme  des  moments  des  percussions  par  rapport  à  cet  axe. 

Si  le  corps  a  un  point  fixe,  désignons  par  p^  q,  r  les  composantes 
de  la  rotation  suivant  les  trois  axes  principaux  de  ce  point,  et  par 
A,  B,  C  les  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  trois  axes;  les  vitesses 
prendront  des  accroissements  ^p,  A<7,  Àr  définis  par  les  formules  : 

(3)  BA^  =  M, 

(   CAr  =  N, 

ou  L,  My  N  désignent  les  sommes  des  moments  des  percussions  par 
rapport  aux  trois  axes. 

Les  formules  précédentes  peuvent  être  remplacées  par  une  construc- 
tion géométrique  très  élégante  dont  Poinsot  a  souvent  fait  usage. 
Soit  0  le  point  fixe.  Supposons  qu'on  y  transporte  les  quantités  de 
mouvement  de  tous  les  points  du  système  et  que  Ton  compose  les 
couples  qui  naissent  de  ces  translations  :  le  couple  résultant  sera  le 
couple  des  quantités  de  mouvement  transportées  en  0.  11  est  lié,  comme 
on  sait,  d'une  manière  très  simple  à  la  rotation.  P  L'axe  de  rotation 
est  le  diamètre  conjugué  du  plan  de  ce  couple  par  rapport  à  l'ellipsoïde 
central  du  point  0,  et  il  est  du  même  côté  de  ce  plan  que  Taxe  du 
couple.  2^  Si  G  désigne  le  moment  du  couple,  l  la  longueur  du  demi- 
diamètre  intercepté  dans  l'ellipsoïde  par  Taxe  de  rotation,  et  o  la 
distance  du  centre  au  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  à  l'extrémité  de  l'axe 
de  rotation,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  a  pour  valeur  : 

(j)  =  G/B. 

On  voit  donc  que,  si  l'on  connaît  le  couple  des  quantités  de  mouve- 
ment, on  aura  immédiatement  le  mouvement  du  corps  solide. 

Or,  les  formules  précédentes  peuvent  se  traduire  comme  il  suit. 
Transportons  toutes  les  percussions  au  point  fixe  et  composons  tous 
les  couples  qui  naissent  de  cette  translation  :  on  obtiendra  un  couple 
résultant.  U  suffira  de  composer  ce  couple  aoec  ce'ui  des  quantités  de 
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mouvemenù  antémurement  acquises  pour  avoir  le  nouveau  couple  des 
quantités  de  mo^pement. 

Dans  le  cas  oii  le  corps  solide  est  entièrement  libre,  désignons  par» 
la  masse  du  corps,  par  Vx,  V^,  V.  les  composantes  de  la  vitesse  du 
centre  de  gravité,  par  X,  Y,  Z  celles  de  la  résultante  générale  des  * 
percussions  transportées  au  centre  de  gravité.  On  aura  : 

(4)  mAV,=  Y, 

(   wAV,  =  Z, 

et  ces  équations  sMnterj^rètent  comme  il  suit  :  La  nouvelle  vitesse  du 
centre  de  gravité  sera  la  même  que  si  la  masse  entière  y  était  concentrée 
et  toutes  les  percussions  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes. 

Quant  au  changement  que  subit  la  rotation  autour  du  centre  de 
gravité,  on  le  déterminera  en  considérant  ce  centre  comme  un  point 
fixe  et  en  appliquant,  soit  les  formules  (3),  soit  la  construction  géomé- 
trique de  Poinsot  qui  leur  est  équivalente. 

La  forme  linéaire  de  toutes  ces  équations  nous  montre  tout  de  suite  : 
1®  que  Ton  obtiendra  la  nouvelle  vitesse  d'un  point  quelconque  en 
composant  la  vitesse  antérieure  avec  celle  que  détermineraient  les 
percussions  si  elles  agissaient  sur  le  corps  au  repos;  2^  que  Ton 
obtiendra  le  même  résultat,  soit  en  faisant  agir  simultanément  les 
percussions,  soit  en  les  faisant  agir  successivement  dans  un  intervalle 
de  temps  suffisamment  court;  3^  enfin  que,  si  Ton  multiplie  les 
percussions  par  un  nombre  quelconque  p,  les  vitesses  qu'elles  déter- 
minent sur  le  corps  au  repos  sont  toutes  multipliées  par^.  Tous  ces 
résultats  s'étendent  d'ailleurs,  sans  difficulté,  au  cas  où  le  corps  solide 
est  soumis  à  des  liaisons  d'une  nature  quelconque,  et  les  composantes 
de  la  vitesse  que  prend  un  point  quelconque  sont  toujours  des  fonctions 
linéaires  des  composantes  des  percussions  qui  agissent  sur  le  corps 
solide. 

Nous  remarquerons,  en  terminant,  que  les  constructions  g-éomé- 
triques  données  précédemment  permettent  de  résoudre  d'une  manière 
simple  certaines  questions.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de 
trouver  les  percussions  qui,  appliquées *à  un  corps  solide  libre,  lui 
impriment  au  début  une  rotation.  On  reconnaîtra  aisément  que  les 
lignes  d'action  de  ces  percussions  doivent  être  perpendiculaires  à  leur 
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polaire  par  rapport  à  Tellipsoïde  central  du  centre  de  gravité;  elles 
forment  donc  un  complexe  bien  connu  et  qui  a  été  étudié  par  divers 
géomètres. 

Considérons,  en  effet,  une  percussion  P  appliquée  a  un  corps  solide. 
Elle  imprimera  au  centre  de  gravité  une  vitesse  de  translation  qui  lui 
sera  parallèle.  Quant  à  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité,  nous 
avons  vu  qu^elle  commence  autour  de  la  droite  qui  est  le  diamètre 
conjugué  du  plan  passant  par  la  percussion  P  et  le  centre  de  gravité. 
Pour  que  le  mouvement  initial  soit  une  rotation,  il  faut  que  la 
translation  imprimée  au  centre  de  gravité  soit  normale  à  Taxe  de 
rotation  ;  c'est-à-dire  que  la  ligne  d'action  de  la  percussion  P  soit  une 
droite  perpendiculaire  au  diamètre  conjugué,  par  rapport  à  Pellipsoïda 
central  du  centre  de  gravité,  du  plan  passant  par  cette  droite  et  par  le 
centre  de  gravité  ;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  il  faut  que  cette  ligne 
d'action  soit  une  droite  perpendiculaire  à  sa  polaire  par  rapport  à 
l'ellipsoïde  central  du  centre  de  gravité. 


II.  —  Des  forces  vives  dans  la  théorie  des  percussions. 

Reprenons  les  équations  relatives  à  l'effet  des  percussions  sur  un 
point  matériel  : 

Multiplions-les  par  Vx  H-  Vox,  ^y  -*-  t^o*,  'o»  +  ^oa  et  ajoutons-les. 
Nous  aurons,  en  désignant  par  9o,  v  les  vitesses  initiale  et  finale, 

/  m  (p'  —  v\) 

Le  second  membre  de  cette  formule  a  une  signification  géométrique 
très  simple.  Si  la  force  (X,  Y,  Z)  agissait,  pendant  toute  la  durée  de 
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son  action,  sur  un  mobile  animé  de  la  vitesse  constante  dont  les 
composantes  sont  : 

son  travail  élémentaire  serait  : 

et  son  travail  total  dans  Tintervalle  de  0  à  ^  serait  précisément  Tinté- 
grale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (6).  Nous  avons 
donc  la  proposition  suivante  : 

Thëorkmb  I.  —  Quand  des  percussions  agissent  sur  u%  point  matériel^ 
la  variation  de  force  vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  que  produiraient 
Us  forces  d'où  proviennent  ces  percussions  si,  penclaU  toute  la  durée  été  leur 
action,  le  point  matériel  conservait  une  vitesse  constante  égale  à  la  somme 
géoméirique  de  ses  vitesses  initiale  etjlnale. 

Multiplions  maintenant  les  équations  (5)  par  9,,  r^,  v^  respectivement 
et  ajoutons-les.  Nous  obtiendrons  une  équation  que  Ton  mettra  aisément 
sous  la  forme  suivante  : 

/'   mvl  —tnv^^m  [{v^  —  v^^)^  -f-  {v^  —  vj*  -H  {p,  —  vj)^] 
^"^^  j  -  2^  f\'^t>,  +  Ye.,  +  ZfJ  dt. 

Cette  équation,  interprétée  comme  la  précédente,  conduit  à  cette 
nouvelle  proposition  : 

Théorkme  II.  —  la  perte  de  force  vive  est  égale  à  la  force  vive  due  à 
la  vitesse  perdue  moins  le  double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient 
les  forces  si  le  point  matériel  conservait^  pendant  toute  la  durée  de  leur 
action,  une  vitesse  constante  et  égale  à  la  vitesse  finale. 

Enfin,  si  Ton  employait  comme  multiplicateurs  t?ox,  t?Of,  t^oe»  on 
aurait  de  même  l'équation  : 

mv^  —  m  ni  =z  m  [(v^  —  t?^,)'  -t-  (v„  —  v^^Y  -f-  {v,  —  v^Y] 
^^^     \  -H  ^^f\^'^'  +  Ypo,  h-  ZO  df, 
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qui  sMnterprète  comme  il  suit  : 

Théorèmb  III.  —  Le  gain  de  force  vive  est  égal  à  la  force  vive  due  à  la 
vitesse  gagnée  (ou  perdue),  augmentée  du  double  des  travaux  gue  produiraient 
les  forces  si,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  le  point  matériel  conservait 
vne  vitesse  constante  et  égale  à  la  vitesse  initiale. 

n  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  dernière  proposition  est  un  simple 
corollaire  des  deux  précédentes,  mais  il  peut  y  avoir  quelque  intérêt 
à  en  faire  usage. 

Considérons  maintenant  un  système  composé  d'un  nombre  quel- 
conque de  points  matériels.  Écrivons  les  équations  analogues  à 
réquation  (6)  pour  chacun  des  points  et  ajoutons  toutes  ces  équations. 
Nous  aurons  : 


Zmv^  —  Zmvl 


(9) 


=  22  j,  f^^^  ('''  "^  ""^^  "^  ^^^  ^""y  ■*■  ""'y^  "^  ^^^  (^^  "^  ''o'^l' 


les  sommes  ^ui  figurent  dans  le  premier  membre  s'étendant  k  tous  les 
points  matériels,  et  celle  qui  figure  dans  le  second  à  toutes  les  forces. 
Cette  équation  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  La  variation  de  la  force  vive  totale  d'un  système  est 
égale  à  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  percussions,  tant 
intérieures  qu'extérieures,  si  chacun  des  points  d'application  de  ces  per- 
cussions conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse 
constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  ses  vitesses  initiale  etjlnale. 

De  même,  l'équation  Ç1)  nous  conduira  à  la  suivante  : 

Imv'  —  Zmvl  =  Zm  [{v,  -  vj'  4-  {v„  —  O'  +  i^t  -  ^.)'] 

t 

ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  La  perte  de  force  vive  du  système  est  égale  à  la  force 
vive  due  aux  vitesses  perdues,  diminuée  du  double  de  la  somme  des  travaux 
que  produiraient  les  percussions,  tant  intérieures  qu'extérieures,  si  chacun  de 
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leurs  points  d'application  conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  actiùn, 
une  vitesse  constante,  ('gale  à  sa  vitesse  finale. 

Toutes  les  propositions  précédentes  s^appliquent  aux  forces  agissant 
pendant  un  temps  quelconque.  Mais,  si  le  système  matériel  est  on 
corps  solide  et  si  les  forces  agissent  pendant  un  temps  très  court, 
c'est  à  dire  sont  de  véritables  percussions,  il  est  aisé  de  démontrer 
que  les  termes  correspondants  aux  percussions  intérieures  se  détruisent 
deux  à  deux  et  disparaissent  des  équations  (9)  et  (10).  Soient,  en 
effet,  m,  m'  deux  points  du  corps  solide  entre  lesquels  s^exerce  une 
force  (X,  Y,  Z).  Appelons  v^^,  9^,  ...  les  vitesses  du  point  m,  et 
9ox9  Ky  •••  celles  du  point  m'.  Les  termes   qui  proviennent  de  la 
force  (X,  Y,  Z)  dans  les  équations  (9)  et  (10)  sont  composés  des  deux 
expressions  : 

(  (^x  -  t^;  )f^dt  +  {V,   -  vl  )JYdt  -H  iv,  -  v[  )fzdt, 
(   (V  -  v',.)j^dt  +  (Po.  -  v,,)ÇYdt  -H  {v,  -  vi:)Jzdl. 

Les  deux  points  m,  nC  étant  maintenus,  par  hypothèse,  à  une 
distance  invariable,  les  vitesses  initiale  et  finale  satisfont  aux 
conditions  : 

i\^\  ^ ^''~'^') ("'^ - ^i ) + (y-y')(^. - <)  +  (^-^')K - f>z  )=o, 

^'  ){{x-'X'){v^^vi,)  +  {y^y'){v,,-v;,,)-h(z-^z'){v^—vi;)=0, 

X,  y  y  t,  ^'fy\  ^'  désignant  les  coordonnées  des  deux  points.  D^aillours, 
la  percussion  étant  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  les  deux  points, 
on  a  : 

Çxdt=z\{x  -  x'\       ÇYdt  =  \{y-^y'),       \Zdt  =  \{z  —  z')^ 

m 

et,  par  conséquent,  les  deux  expressions  (11)  sont  nulles,  en  vertu  des 
formules  (12).  Ainsi  les  percussions  intérieures  disparaissent  dans  les 
formules  (9)  et  (10). 

La  démonstration  précédente  n'est  pas  absolument  irréprochable, 
parce  qu'elle  suppose  que  les  distances  des  différents  points  soient 
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demeurées  les  mêmes  pendant  toute  la  durée  des  percussions.  Il  est 
aisé  de  reconnaître  à  priori  que  cette  condition  n^est  pas  nécessaire  et 
qu^il  suffit,  pour  que  les  théorèmes  aient  lieu,  que  les  distances 
mutuelles  des  différents  points  redeviennent  les  mêmes  après  les 
percussions.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  théorèmes  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  et  des  moments  permettent  de  trouver  le  nouveau 
mouvement  du  corps  solide,  et  par  suite  la  variation  de  force  vive. 
Or  Tapplication  de  ces  théorèmes  est  indépendante  des  déformations 
passagères  qui  peuvent  se  produire  pendant  Taction  des  percussions. 
On  voit  donc  qu'il  en  sera  de  même  de  la  variation  de  la  force  vive, 
et,  par  suite,  les  expressions  que  nous  avons  trouvées  en  supposant 
les  distances  invariables  doivent  subsister  dans  tous  les  cas,  pourvu 
que  les  distances  reprennent  leurs  valeurs  initiales  quand  les  percus- 
sions ont  cessé  leur  action.  Nous  allons,  du  reste,  en  nous  servant 
seulement  des  équations  ordinaires,  obtenir  une  vérification  des 
propositions  précédentes. 
Pour  cela  reprenons  les  équations  (3)  et  (4),  que  nous  écrirons  : 

B  (^  —  ^o)    =2  (^,X,  —  a?,Z,)  =  M, 

^t)  Vif  ^i  désignant  les  coordonnées  du  point  d'application  de  la 
percussion  (X^,  Y,,  Z^)  par  rapport  aux  trois  axes  principaux  du 
centre  de  gravité. 

En  multipliant  ces  équations  par  V^.  +  V^^,  ...,  p  4-i?o>  •••  respec- 
tivement et  en  les  ajoutant,  on  a  : 

(13)  =  X  (V,  +  V,J  4-  Y  (V,  4-  V J  -I-  Z  (V,  +  VJ 

(  4-  L  (/?  4-  ;?o)  +  M  ((?  +  ^o)  -+-  N  (r  +  r^). 

Le  premier  membre  représente  la  variation  de  force  vive.  D'autre 
part,  si  Ton  appelle  f?^^,  ...,  v^^  ...  les  composantes  des  vitesses 
initiale  et  finale  du  point  d'application  {xi^  Pi,  ^,)  de  la  percussion 
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(X„  Y„  Z,),  on  a  : 

^%  =  ^ov  -^  U^i  —  Po-i>      ^iw  =  Vy  4-  rxi  —pzij 
»Jz  =  V^'  -^PoVi  —  Qo^iy       «'û  =  V,  -h  ppi  —  çXiy 

et  Ton  obtient,  par  un  c&lcul  facile  : 

vx,  {v^  +  vi;)  +  Y,  (t?,.  H-  vl)  -4-  .Z,  (»^  -h  c?,) 
z=  X  (V,  +  V^)  +  Y  (V,  -H  V  J  +  Z  (V.  +  V J 
+  (?-*-  ?o)  L  +  (^  4-  ^o)  M  -h  (r  -4-  r^)  N. 

En  comparant  à  Téquation  (13),  on  a  : 

..    i   '**^*  -^  ^'^^  -^  ^^'  -*"  ^'*'  -  *^^5  -  ^Pl  -  Bî?;  —  Cri 
M  =  :^X,  (r^  +  rîj  +  Y,  (t.,,  4-  v%)  -4-  Z,  (r^  -h  t.?,), 

et  cette  équation  ne  diffère  de  Téquation  (9)  qu'en  ce  que  les  termes 
provenant  des  actions  intérieures  ont  disparu.  Nous  avons  donc  la 
proposition  suivante  : 

THéoRÈME  VI.  —  Quand  des  percussions  agissent  sur  wi  corps  solide, 
la  variation  de  force  vide  est  égale  à  la  somme  des  travaux  qu'elles  produi- 
raient si  leurs  points  d'application  conservaient,  pendant  toute  la  durée  de 
leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  leur 
vitesse  initiale  et  de  leur  vitesse  finale. 

On  vérifiera  de  la  même  manière  l'équation  suivante  : 

(    kp\  -f-  Bql  +  Qr\  4-  mV\  —  Aj»*  —  Bq"  —  Cr«  —  i»V* 
(16)  =  A  (p  --p,y  +  B  (^  -  q,y  -^Q{r-^  r,y  +  m{Y  —  V,)« 

(  -2S(X,ri,-}-Y,c,, -4-Z,0, 

qui  ne  diffère  de  l'équation  (10)  qu'en  ce  que  les  termes  provenant  des 
percussions  intérieures  ont  disparu  et  qui  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  La  perte  de  force  vive  éprouvée  par  le  corps  solide 
est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues  moins  le  double  de  la 
somme  des  travaux  que  produiraient  les  percussions  si  les  points  sur 
lesquels  elles  agissent  conservaient,  pendant  toute  la  durée  de  leur  acUon, 
une  vitesse  constante  égale  à  leur  vitesse  finale. 
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Il  est  bon  de  remarquer  que  si  le  corps  solide  est  soumis  à  des 
liaisons,  sMl  a,  par  exemple,  des  points  fîxes,  ou  des  points  assujettis 
à  demeurer  sur  une  surface  fixe,  ou  des  surfaces  assujetties  à  passer 
par  des  points  fixes,  etc.,  les  termes  provenant  dans  les  équations 
précédentes  des  percussions  de  liaison  seront  tous  nuls,  pourvu  que 
Ton  néglige  le  frottement.  Par  exemple,  sMl  5  a  un  point  fixe,  la 
percussion  que  le  corps  reçoit  de  Tobstacle  fixe,  s^exerçant  sur  un 
point  dont  la  vitesse  est  et  demeure  nulle,  ne  donnera  de  terme  dans 
aucune  des  équations  (14)  ou  (15). 

Diapré»  cela,  si  une  seule  percussion  agit  sur  un  corps  solide  au 
repos,  la  force  vive  imprimée  au  corps  sera,  en  vertu  du  théorème  VI 
et  de  réquation  (14),  égale  au  produit  de  cette  percussion  par  la 
projection,  sur  sa  direction,  de  la  vitesse  que  prend  son  point  d'appli- 
cation. Il  faut  donc  que  cette  projection  soit  positive  et,  par  consé- 
quent, que  le  point  d'application  cède  sous  l'action  de  la  percussion 
qui  lui  est  appliquée.  C'est  là  un  résultat  conforme  à  notre  expé- 
rience de  tous  les  jours;  mais  le  théorème  précédent,  qui  le  met  en 
évidence,  nous  conduit,  en  outre,  à  la  considération  d*un  élément 
nouveau  qui  se  rapporte  aux  droites  d'un  corps  solide  et  que  nous 
allons  définir. 

Concevons  une  droite  D  et  supposons  qu'une  percussion  égale  à 
Tunité  ait  cette  droite  pour  ligne  d'action.  Soit  A  le  point  de  D  ou 
elle  est  appliquée.  Elle  communique  à  ce  point  A  une  vitesse  dont  la 
projection  sur  la  percussion    et  par   cqnséquent  sur  la  droite   est 

positive;   nous  désignerons  cette  projection  par  -»  et  il  est  clair 

qu'elle  demeurerait  la  même  si  l'on  faisait  glisser  la  percussion  sur  la 
droite  D  ;  car  on  sait  qu'alors  le  mouvement  imprimé  au  corps  demeure 
le  même,  et  d'autre  part,  dans  ce  mouvement,  les  projections  sur  la 
droite  des  vitesses  de  tous  les  points  de  cette  droite  sont  égales.  Nous 
appellerons  cette  quantité  {x,  essentiellement  positive,  le  paramètre  de 
la  droite.  Quand  on  l'aura  déterminée,  on  saura  que  toute  percnssûm 
égaU  àP  et  dirigée  suivant  la  droite  déterminera  en  son  point  d'application 

P 

une  vitesse  dont  la  projection  sur  la  percussion  sera  positive  et  égale  à  - . 

Cherchons  quelle  est  la  valeur  du  paramètre  dans  les  cas  principaux 
que  l'on  a  à  considérer. 
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1°  Supposons  d'abord  le  corps  libre,  et  soit  une  percussion  agissant 

suivant  une  droite  XX'  {flg.  S77).  Désignons  par  M  la  masse  du  corps. 

La  percussion  P  imprimera  d'abord  à  tous  les  points  une  vitesse  de 

P 
translation  égale  à  —  ;  elle  produira,  en  outre,  une  rotation  autour  du 

diamètre  GL,  conjugué  au  plan  GXX'  dans  l'ellipsoïde  central  du 
centre  de  gravité  G.  Appelons  p  la  distance  GH  du  centre  de  gravité 

à  la  droite  XX'.  Le  mo- 
-  '     ment  G  du  couple  qui  ré- 
sulte de  la  translation  de 
la  percussion  en  G  sera 
Pp,  et,  par  conséquent,  la 
vitesse  de  rotation  autour 
de  G  L  sera  donnée  par  la 
formule  : 

oii  /désigne  la  longueur  du  demi-diamètre  GL  de  ^ellipsoïde  central 
autour  duquel  s'efPectue  la  rotation,  et  $  la  distance  GK  du  centre  au 
plan  tangent  à  l'extrémité  de  ce  diamètre.  Nous  pouvons  d'ailleurs 
décomposer  cette  rotation  en  deux  autres,  l'une  (o'  dirigée  suivant  GK 


et  égale  à  o)  X  -  ou  Pp5*,  l'autre  w*  dirigée  dans  le  plan  XX'  et  dont 

nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître  la  valeur. 

D'après  cela,  la  vitesse  d'un  point  quelconque  de  XX',  par  exemple 
du  pied  H  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  G,  se  compose  de  trois 

vitesses  :  1^  la  vitesse  de  translation  dont  la  projection  sur  la  droite 

P 
XX',  prise  dans  le  sens  de  la  percussion,  est  r^;  2^  la  vitesse  due  à 

M 

la  rotation  o)',  vitesse  qui  est  dirigée  suivant  XX'  et  qui  a  pour 
valeur  (i)' y  ou  Pp'c*;  3^  la  vitesse  due  à  la  rotation  (»)^  qui,  étant 
normale  à  XX',  donne  une  projection  nulle.  On  voit  donc  que  la 
projection  sur  la  direction  de  la  percussion  de  la  vitesse  imprimée  au 
point  H,  projection  qui  conserve  la  même  valeur  pour  un  point 
quelconque  de  XX',  est  : 


Gr-^^"-') 
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donc  dans  ce  cas,  pour  le  paramétra  de  la  droite  XX',  Texpres- 
très  simple  : 

[L  M 

paramètre,  généralement  inférieur  à  la  masse,  lui  devient  égal 
xuà  la  droite  passe  au  centre  de  gravité. 

Si  le  corps  a  un  point  fixe,  ]es  raisonnements  sont  les  mêmes; 
ulement  il  n'y  a  pas  à  tenir  compte  de  la  vitesse  de  translation,  et 
on  a  : 

.16),  i=?*"' 

le  centre  de  gravité  étant  remplacé  par  le  point  fixe. 

Enfin,  si  le  corps  a  un  axe  fixe,  soient  XX'  (fly.  278)  la  ligne 

d^action  de  la  percussion,  0  Tangle  qu'elle 
fait  avec  Taxe  a  a',  et  d  sa  plus  courte 
X'  distance  à  Taxe.  Désignons  par  u)  la  vitesse 
angulaire  imprimée  et  par  MA*  le  moment 
dMnertie  par  rapport  à  a  a' .  On  aura  : 

M>l«a)  =  Prfsine. 
La  vitesse  du  pied  B  de  la  plus  courte 


Fitf  278 


distance  sera 


Pd*sine 


Mk? 


j  et  sa  projection  sur 


l?d^  sin«  e 
M>1« 


On  aura  donc  ici 
(16). 


1 
l^ 


d^  sin«  0 
M>t« 


Nous  nous  bornerons  à  ces  trois  cas  principaux.  Pour  les  autres, 
nous  nous  contenterons  de  rappeler  que  le  paramètre  \k  est  essentielle- 
ment positif. 


III.  —  Du  CHOC   DBS  CORPS. 

Le  cboc  des  corps  a  été  Tobjet  de  nombreuses  recbercbes.  Poisson, 
Despeyrous.  —  Mécanique.  II.  3G 
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parties  du  choc.  Cette  remarque  permet  de  déterminer  lea  composantes 
normales  des  vitesses  des  points  des  deux  corps  placés  en  A,  à  la  fin 
de  la  première  partie  du  choc  ;  car  soit  u  la  composante  normale  de  la 
vitesse  du  point  de  choc  de  (M),  on  devra  avoir  : 


Wf^  —  u  =zu  —  n?, 


équation  qui  exprime  que  la  composante  normale  de  la  vitesse  varie 
de  la  même  quantité  dans  les  deux  parties  du  choc.  Donc  : 


u  =  — - — - 


Si  u'  désigne  la  quantité  analogue  à  u  pour  le  corps  (M'  \  on  aura 
de  même  : 

u'  = • 


Si  l'on  tient  compte  de  Téquation  (19),  on  aura  : 

u  =  u\ 

Ainsi,    quand  l'intégrale  J  Ni^  a  acquis  la  moitié  de   sa    valeur 

définitive,  les  vitesses  normales  des  deux  points  de  choc  sont  égales. 
Si  le  choc  cessait  à  cet  instant,  on  serait  dans  le  cas  des  corps  mous. 
Donc,  si^  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques,  on  sépare  le  choc 
en  deux  parties  par  V instant  oU  les  vitesses  normales  des  deux  points  de 
choc  sont  égales,  les  percussions  relatives  à  ces  deux  parties  du  choc  sont 
égales.  En  d^autres  termes,  la  percussion  dans  le  cas  des  corps  élastiques 
est  double  de  celle  qui  se  produit  quand  les  corps  sont  mous.  C^est  le 
point  que  Ton  admettait  dans  la  théorie  de  Poisson. 

Dans  le  cas  des  corps  mous,  le  théorème  VU  trouve  son  application 
immédiate  ;  les  points  en  contact  ayant  la  même  vitesse  normale  dans 
les  deux  corps  après  le  choc,  les  travaux  des  deux  percussions,  tels 
qu'ils  doivent  être  évalués  dans  cette  proposition,  sont  égaux  et  de 
signes  contraires.  On  voit  donc  que,  dans  ce  cas,  la  force  vive  perdue 
est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues.  C'est  le  théorème 
bien  connu  de  Carnot,  théorème  qui  n'a  d'ailleurs  d'autre  avantage 
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que  de  montrer  qu'il  y  a  perte  de  force  vive,  sans  apprendre  à  en 
mesurer  la  grandeur. 

Pour  étudier  le  choc  d'une  manière  plus  complète  et  comprendre 
tous  les  cas,  nous  allons  chercher  les  formules  qui  relient  les  vitesses 
fVf  w' y  h,  un  instant  quelconque  du  choc,  à  la  percussion  qui  s'est 
produite  jusqu'à  cet  instant,  et,  en  faisant  ensuite  les  hypothèses 
particulières,  nous  retrouverons  tous  les  cas. 

Désignons  par  {x,  [fJ  les  paramètres  de  la  normale  au  point  de  choc 

par  rapport  aux  corps  (M),  (M')  respectivement.  La  percussion  \'^dù 
appliquée  au  corps  (M)  donnera  au  point  de  choc  la  vitesse  normale  : 


(20)  n> 


=  ^0  ■+•  -  /Nrf/, 


résultante  de  la   vitesse  initiale  to^  et  de  celle  qu'imprimerait  la 
percussion  au  corps  partant  du  repos.  De  même  la  percussion  —  î  ^dô 

appliquée  au  corps  (M')  donnera  au  point  de  choc  de  ce  corps  la 
vitesse  normale  : 


'  =  wi  —  i  Ç^dt. 


(21)  w 


Les  équations  précédentes  nous  conduisent  aux  deux  suivantes 

(22)  JXW  +  JX'  «>'  =  |XWo  +  |x'  tDo 

et. 

w>  —  «>'  =  Wo  —  ^0  +  (-  -H  -7i  iNi/. 

\|X  |X/J 

Introduisons  les  vitesses  relatives  : 

W  =  w  —  n>\      W<,  =  Wo  —  n>Q, 
L'équation  précédente  s'écrira  : 


(23) 


*^  -  ^«  =  (^  -^  ^)f'''' 


Si  nous  substituons  la  valeur  de jNe^/  dans  la  formule  (18),  nous 
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aurons  : 


(24)  ^«ir»  —  :Lmvl  =  — p  • 

Quant  à  la  variation  de  force  vive  pour  chaque  corps,  elle  sera 
donnée  par  les  formules  (17),  qui  deviennent  : 

Wr w 

2m w  (»*  —  vl)  =     {fv  -h  w^)  -j ^, 

--♦-- 


2m';»(o*  — t?;)=-K  +  ^Po) 


1       1 

-  +  -r 


Ces/brmuks  ne  difèrenl  en  rUn  de  celles  qui  seraient  relaiioes  au  choc 
de  deux  sphères  de  masses  {jl,  {x' .  Il  est  donc  inutile  de  les  discuter  en 
détail.  On  obtiendra  le  choc  des  corps  mous  en  faisant  W  =  0  et  celui 
des  corps  élastiques  en  posant  W  =:  —  W^. 

Cela  nous  conduit  à  dire  un  mpt  d^une  hypothèse  bien  connue  de 
Newton,  relative  aux  corps  imparfaitement  élastiques.  Newton  admet 
que  pour  ces  corps  le  choc  sera  terminé  quand  on  aura  : 

W  =  -  ^W„ 

e  étant  une  fraction  positive  qui  dépend  de  la  nature  des  deux  corps. 
On  voit  que  cette  hypothèse  comprend  comme  cas  extrêmes  celles  qui 
répondent  au  choc  des  corps  mous  {e  =  0)  et  au  choc  des  corps 
parfaiteiaent  élastiques  («  ==  I).  Il  est  aisé  de  reconnaître  quelle  sera 
la  perte  de  force  vive.  Si  nous  nous  reportons  à  la  formule  (24),  nous 
trouvons  pour  Texprcssion  de  cette  perte  : 

(1  -  e^) 


1        I 


On  peut  donc  caractériser  l'hypothèse  de  Newton  en  disant  quV//^ 
conduit  à  une  perte  de  force  vice  qui  est  une  fraction  déterminée,  (l  —  é^)^ 
et  toujours  la  même,  de  celle  qui  se  produit  dans  le  choc  des  corps  mous. 
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IV.  —  Du  CHOC,  EN  TENANT  COMPTE  DU  FROTTEMENT. 

JusquMcî  j*ai  négligé  riiifluence  du  frottement  qui  se  produit  au 
contact.  Les  expériences  du  général  Morin  paraissent  établir  que, 
même  dans  ce  cas,  le  frottement  suit  les  lois  ordinaires.  Toutefois, 
dans  la  théorie  des  machines,  on  n^a  eu  k  s^occuper  que  de  problèmes 
relativement  simples,  pour  lesquels  il  est  facile  de  reconnaître  à  priori 
que  la  vitesse  relative  au  point  de  contact  des  deux  corps  a  une 
composante  tangentielle  dont  la  direction  demeure  constante  pendant 
toute  la  durée  du  choc.  Il  n'y  a  donc  alors  qu^à  introduire,  en  môme 
temps  que  les  percussions  normales  appliquées  aux  deux  corps,  des 
percussions  tangentielles  égales  à  la  valeur  commune  des  percussions 
normales  multipliée  par  le  coefficient  de  frottement,  et  ayant  une 
direction  invariable  pendant  le  choc,  celle  de  la  composante  tangen- 
tielle de  la  vitesse  relative  au  point  de  contact.  Je  citerai  un  travail 
de  Poisson,  Sur  le/rotUment  des  corps  qui  tournent  (Bulletin  de  Férussac, 
t.  VI,  p.  163)  et  les  recherches  de  Coriolis  sur  le  choc  des  sphères 
dans  sa  Théorie  mathématique  des  effets  du  jeu  de  billard. 

Si  l'on  se  propose  de  traiter  le  problème  général,  la  question  devient 
beaucoup  plus  compliquée.  On  sait  que,  dans  le  cas  ou  il  n^y  a  pas 
frottement,  la  vitesse  relative  au  point  de  contact  passe  progressive- 
ment, pendant  la  courte  durée  du  choc,  d'une  valeur  à  une  autre,  tout 
k  fait  différente  en  grandeur  et  en  direction;  il  en  est  de  même  quand 
il  y  a  frottement,  et  si  Ton  veut  tenir  compte  rigoureusement  des  effets 
de  cette  force,  il  faudra,  k  chaque  nouvel  instant  du  choc,  donner  au 
frottement  une  direction  nouvelle  en  sens  inverse  de  la  vitesse  relative 
k  cet  instant.  Cette  direction  de  la  vitesse  relative  dépend,  d'ailleurs, 
du  frottement <jui  s'est  produit  aux  époques  antérieures  du  choc;  on 
peut  donc  prévoir  qu'il  y  aura  une  équation  différentielle  donnant  la 
loi  du  phénomène  et  dont  l'intégration  constituera  la  principale 
difficulté  du  problème;  et  l'on  reconnaît  aussi  que  si  Ton  voulait, 
malgré  le  changement  de  la  vitesse  tangentielle  relative  au  point  de 
contact,  conserver  k  ce  frottement  une  direction  constante,  on  pourrait 
commettre  des  erreurs  du  même  ordre  que  les  effets  dont  on  veut  tenir 
compte. 
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M.  Phillips,  dans  un  beau  travail  inséré  au  Journal  de  Uouvilk 
(t.  XIV,  l^^  série,  p.  312),  a  le  premier  abordé  la  question  à  ce  point 
de  vue  et  intégré  Téquation  différentielle  qui  se  présente  dans  cette 
théorie.  Depuis,  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  des  séances 
de  t Académie  des  Sciences  (t.  LXXVni,  p.  1645),  j^ai  obtenu  les  mêmes 
résultats  par  une  méthode  différente  et  à  quelques  égards  plus  simple. 
En  étudiant  de  nouveau  cette  question  pour  présenter  une  étude 
complète  de  la  théorie  du  choc,  je  me  suis  aperçu  que,  si  les  recherches 
que  je  viens  de  citer  suppriment  la  principale  difficulté  de  la  question, 
elles  ne  donnent  pas  cependant  la  solution  complète  du  problème  ;  car 
elles  négligent  ce  fait  capital  que  la  vitesse  relative  tangentielle  peut 
devenir  nulle  pendant  la  durée  du  choc.  Nous  avons  repris  l'étude  de 
cette  question  dans  le  Bulletin  des  Sciences  Mathématiques,  en  ayant 
égard  aux  circonstances  qui  avaient  été  négligées  dans  les  recherches 
antérieures. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  normale  commune  aux  deux  corps  au 

point  de  contact,  la  partie  positive  do  Taxe  des  z  étant  dirigée  vers  le 

corps  (M) .  Les  axes  des  x  et  des  y  seront  dans  le  plan  de  contact.  Le 

point  de  choc  du  corps  (M)  a,  par  rapport  au  point  de  choc  du  corps  (M'), 

une  vitesse  relative  dont  nous  désignerons  par  m  la  composante  normale 

et  par  v  la  composante  tangentielle.  Si  la  vitesse  v  fait  avec  Taxe  des^ 

Tangle  9,  les  trois  composantes  de  la  vitesse  relative  suivant  Oo?,  Oy, 

Oz  seront  : 

V  cos  9,       V  sin  ç,       w. 

Désignons  par  N  la  force  normale  qui  s^exerce  à  Tinstant  t  sur  le 
corps  (M).  La  force  de  frottement  aura,  suivant  Ox^  Oy,  les  deux 
composantes  : 

—  /"N  cos  <p,       —  /"N  sin  ç, 

/*  désignant  le  coefficient  du  frottement.  Par  suite,  les  trois  composantes 
de  la  percussion  reçue  par  le  corps  (M)  depuis  le  conunencement  du 
choc  seront  : 

—  /•  /   N  cos  9  tf  ^,       —fi   N  ?in  9  dt,        j  ^dt, 

et  le  corps  (M')  aura  reçu  dans  le  même  temps  des  percussions  égales 
et  contraires.  Cela  posé,  d'après  les  lois  de  l'effet  des  percussi<5ns,  les 
composantes  de  la  vitesse  relative  des  deux  corps  seront  des  fonctions 
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linéaires  de  ces  percussions,  et  Ton  aura  : 

pcosçzziPoCOsçq— fl/"  /    Ncosçtf^  —  bf  j   Nsin^c/^  +  c  1  Nrf^, 

(25)     t?sin(p=t?Qsin9o,— d'/ 1    Ncosçrf^  — *'/*  l    Nsinçi^H- c' /  Nrf^, 

I  r  /•*  c  ' 

Jo  *  Jo  J 


m  =  w^ 


^o>  ?o)  ^^0  désignant  les  valeurs  initiales  de  9,  9,  ^.  Quanta  a,  d,  c,  ..., 
ce  sont  des  constantes  que  Ton  détermine  sans  difficulté  et  qui  dépendent 
de  la  forme  et  de  la  position  relative  des  deux  corps  :  a,  a',  a'  sont 
les  composantes  de  la  vitesse  relative  qui  serait  imprimée  aux  points 
en  contact  par  deux  percussions  égales  à  Tunité  dirigées  suivant  Taxe 
des  X  et  appliquées  l'une  au  corps  (M),  l'autre  au  corps  (M'),  la  première 
ayant  le  sens  de  la  partie  positive  de  l'axe  des  x,  l'autre  ayant  le  sens 
contraire;  ô,  b\  b\  c,  c',  c"  ont  des  définitions  analogues  relativement 
k  des  percussions  dirigées  suivant  Oy  et  Oc.  Il  n'y  a  donc  aucune 
relation  entre  ces  neuf  constantes,  qui,  dans  le  cas  des  corps  libres, 
dépendent  de  vingt  paramètres.  Il  est  vrai  que  les  équations  précédentes 
ne  supposent  nullement  les  corps  libres  et  qu'elles  ont  lieu  d'une 
manière  absolue,  quelle  que  soit  la  nature  des  liaisons.  Mais,  dans  la 
discussion,  nous  pourrons  les  supposer  quelconques;  il  nous  suffira 
seulement  de  montrer  que,  dans  tous  les  cas,  elles  satisfont  à  des 
inégalités,  dont  nous  aurons  à  tenir  grand  compte  dans  notre  discus- 
sion. Nous  allons  d'abord  indiquer  quelles  sont  ces  relations  d'inégalité. 
Si  deux  corps  (M),  (M')  sont  en  repos,  et  qu'en  un  de  leurs  points 
de  contact  on  leur  applique  respectivement  deux  percussions  P,  —  P 
égales  et  contraires,  il  est  facile  de  montrer  que  la  vitesse  relative 
que  prendra  le  point  de  contact  de  (M)  par  rapport  au  point  de  contact 
de  (M')  aura  toujours  une  projection  positive  sur  la  percussion  P 
appliquée  au  corps  (M).  En  effet,  nous  savons  que  la  percussion  P 

imprime  à  son  point  d'application  une  vitesse  dont  la  projection  sur  P 

p 
est  -  >  ;jL  étant  le  paramètre  de  la  ligne  d'action  par  rapport  au  corps  (M) . 

De  même  la  percussion  —  P  imprime  au  point  du  corps  (M')  ou  elle 

P 

est  appliquée  une   vitesse  dont  la  projection  sur  —  P  sera  H — -> 
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\fj  étant  le  paramètre  de  la  ligne  d^action  par  rapport  au  eorps  (M'); 

P 

et  par  conséquent  la  projection  de  cette  vitesse  sur  P  sera r  *  ^ 

projection  de  la  vitesse  relative  sur  P,  étant  la  différence  des  projections 
des  deux  vitesses  absolues,  sera  : 


(-  -  -) 


et,  par  conséquent,  sera  toujours  positive. 

Diaprés  cela,  revenons  aux  deux  corps  (M),  (M')  supposes  au  repos, 
et  appliquons  à  Torigine  au  corps  (M)  une  percussion  quelconque  dont 
les  composantes  sont  X,  Y,  Z,  en  appliquant  au  corps  (M')  la  percussion 
égale  et  contraire.  La  vitesse  relative  qui  sera  imprimée  par  ces  deux 
percussions  sera  définie  par  les  formules  : 

Vj,z=  a  X  -^  b  Y  -h  cZ, 

v„  =  a'X  +  b'Y  -{-c'Z, 
v,  =  a'X  4-  J'Y  +  c'Z, 

cette  vitesse  étant  toujours  celle  du  point  de  (M)  par  rapport  au  point 
de  (M').  La  projection  de  cette  vitesse  sur  la  percussion  appliquée  au 
corps  (M)  devant  être  positive,  nous  devrons  avoir  : 

Xv,  4-  Yv,  +  Zv,  >  0, 
et  par  conséquent  : 

aX*  -f-  J' Y*  +  c'Z*  +  (c'  +  b')  YZ  +  (c  -H  a")  XZ  +  {b  4-  a')  X  Y  >  0. 

Ainsi,  les  constantes  a,  b\  c*  doivent  satisfaire  à  toutes  les  inégalités 
qui  expriment  que  l'expression  précédente  est  positive,  quelles  que 
soient  X,  Y,  Z.  Par  exemple,  on  aura  : 

^on  i  a>0,       b'  >  0,       c'  >  0, 

^     ^  (   {b -b  a'Y  —  Ub'  <0. 

Nous  aurons  à  faire  usage  de  ces  inégalités. 

Après  ces  remarques  préliminaires,  reprenons  les  équations  (25)  et 
différentions-les.  Si  nous  posons  : 

A  =  c  —  afcos^  —  b  fsin  Oy 
A'  =z  c'  —  a'fcos  9  —  ^Ysin  ç, 
A.'^  c' —  aYcos  9  —  b'fsin  9, 
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nous  aurons  : 

.g.^.  (  cos^dv  —  c  sin  9  (^9  =  AN  (?^, 

(  sin  (^  dv  -{-  V  cos  ^  df^  =  A'  Nrf/, 

ce  qui  donne  : 

dv       A'  sin  o  -h  A  cos  ©  , 

—  = '■ :  do. 

V        A'  cos  9  —  A  sin  o     ' 

vd^ 


1^  dt  = 


A'  cos  ç  —  A  sin  o 
Posons,  pour  abréger, 

H  =:  A'  sin  9  4-  A  cos  9, 
A  =:  A'  cos  9  —  A  sin  9. 
Nous  obtiendrons  : 

(28)  v  =  v^e^'f*^      , 

et,  V  une  fois  connu,  on  déduira  de  Texpression  de  ^di 


d^ 


I    y  dl        =1:/     ——-^  0  cos  9  =  Pq  cos  ^0  "^'  /     — r 

ijo  J(f^     A  *  •       J(f.      A 

.  xM'xr          .         hvco^odo           .                .              r?A.'vdo 
(29)     /    Ncos9ef/=  /     -ï — ^»     t?8in9=:zPQSin9j,-i-  /     -^ 

I  r.T   .       .         r?vsmodo  *  r?A'vdo 

I    Nsin9rf/=/     ~ — -y  W  =  W^       -h  1     — --^• 

Jo  Jf.        A  Jy,       A 

Ces  quadratures  donnent  la  solution  complète  de  la  question;  elles 
feront  connaître  les  diverses  circonstances  du  choc  tant  que  la  vitesse  v 
ne  deviendra  pas  nulle,  auquel  cas  on  ne  connaîtrait  plus  la  direction 
du  frottement. 

On  peut  interpréter  géométriquement  les  formules  précédentes. 
Construisons  dans  le  plan  tangent  la  courbe  auxiliaire,  lieu  du  point 
dont  les  coordonnées  h  Tinstant  t  sont  : 

X  =  f  j   'S  cos  o  dty      p  =z  f  I   N  sin  9  dt, 

Jo  '  Jo 

On  voit  que  le  rayon  vecteur  de  cette  courbe  représente  en  grandeur 
et  en  direction  la  percussion  tangentielle.  L*arc  de  la  courbe,  compté 
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à  partir  de  l'origine,  à  pour  valeur  : 


=  ff^di, 


et  par  conséquent  il  est  égal  à  la  percussion  normale  multipliée  par 
le  coefficient  de  frottement.  Si  Ton  différentie  d'ailleurs  les  formules 
qui  donnent  x  et  y,  on  trouvera  : 

dp 

—  =  tang  ç. 

dx 

La  direction  de  la  tangente  à  cette  courbe  auxiliaire  est  donc  la 
même  que  celle  de  la  vitesse  relative  tangentielle  à  Pinstant  /.  On 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

//  existe  une  courbe  située  dans  k  plan  de  contact,  passant  au  point  de 
contact  et  donnant  la  loi  du  choc.  Son  rayon  vecteur  représente  la  percusHon 
tangentielle  due  au  frottement;  sa  tangente  a  la  direction  de  la  vitesse 
relative  et  son  arc,  compté  à  partir  de  l* origine,  est  égal  au  produit  du 
coefficient  de  frottement  par  la  percussion  normale  reçue  par  chacun  des 
co}^s  depuis  le  commencement  du  choc. 

Il  résulte  des  formules  (25)  que  cette  courbe  satisfait  à  l'équation 
différentielle 

dy Vq  sin  9,,  —  a'x  —  J'y  4-  c's 

dx        Vq  jcos  9^  —  ax  —  ôy  4-  es 

et  par  conséqijient  les  recherches  précédentes  peuvent  être  considérées 
comme  donnant  l'intégrale  de  cette  équation  (}). 


{*)  Considérons  d'une  manière  générale  l'équalion  diffërentielle 

où  y'  désigne  -—  et  X  une  fonction  de  la  seule  variable  w.  Il  est  aisé  de  reconnaître 

qu'nilo  comprend,  comme  cas  particulier,  celle  qui  a  été  considérée  dans  le  texte.  Il 
siiilU,  on  effet,  pour  retrouver  celte  dernière  équation,  de  prendre  : 

X  =  l,      0(y')  =  y'. 
F  ry')  =  -  a'  -  ^'y'  +  «'  v/F+T"*.     /  (y')  =  ^  8in  9,, 

*ï»(y')=— <»  —  *y'  +c\/r-|-y«,     ?(y')  =  <'.  cosç,. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  intégrer  très  simplement  réquation  (a).  Pour  cela. 
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Revenons  aux  formules  (29)  et  voyons  comment  on  déterminera  la 
fin  du  choc.  Dans  le  cas  des  corps  mous,  il  n'y  a  pas  de  difficulté  : 
le  choc  se  terminera  quand  la  vitesse  relative  normale  w  sera  réduite 
k  zéro.  Mais  il  peut  y  avoir  des  corps  élastiques  dans  lesquels  le 
frottement  n'est  pas  nul,  par  exemple  deux  billes  d'ivoire  dépoli. 
Dans  ce  cas,  rien  ne  nous  guidant,  on  peut  revenir  à  Tancienne 
hypothèse  et  supposer  que,  lorsque  les  corps  se  détendent  après  s'être 


posons: 

f(y')+/?(y')Xrf«  =  >. 

et  par  couséquent  : 

/(y')+/F(y')Xrf<r=XO(y'); 

on  aura,  en  diffàrenliant, 

^  rfy' +  F  (y')  xrf»  =  e  (y-)  rf>  +  > /|,  rf,'. 

et,  si  l'oQ  élimine  X  da,  on  trouvera  : 

4>(y')~  ^A       l9  ' 

Cette  équation  linéaire  fera  connaître  X  OQ  fonction  do  y'.  On  déterminera  ensuite  a  au 
moyen  de  la  formule 

où  les  variables  sont  séparées,  et  enfin  p  par  la  formule 

dy  =  y'  dœ, 

L'intép;ration  de  l'équation  difTérentieilo  est  ainsi  ramenée  à  une  série  de  quadratures. 
Si  dans  l'équation  (a)  on  remplaçait  Xda  par  <fç(d;,  y),  on  serait,  par  une  méthode 
analogue,  ramené  à  rintégratiou  du  l'équation 

ç(ir,y)  =  F(y'). 

L'équation  (a)  comprend  comme  cas  particulier  les  suivantes  : 

-^a,  _f7'y  +  c'^  +  *(y')  —  '  ^y  ^ 

et 

ad^  +  F(y')  ■\-_cJiBdi_  __     ,  .. 

Cette  demiôro  équation,  correspondante  au  cas  où  Ton  prend  X  =â},  équivaut  à  une 
relation  assez  générale  entre  la  tangente  et  l'aire  d'un  segment  de  la  courbe  cherchée. 
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à  partir  de  l'origine,  a  pour  valeur  : 


=  ff^di, 


et  par  conséquent  il  est  égal  à  la  percussion  normale  multipliée  par 
le  coefficient  de  frottement.  Si  Ton  différentie  d'ailleurs  les  formules 
qui  donnent  x  et  y,  on  trouvera  : 

dp 

Tx  =  '^"^  ^- 

La  direction  de  la  tangente  à  cette  courbe  auxiliaire  est  donc  la 
même  que  celle  de  la  vitesse  relative  tangentielle  à  l'instant  /.  On 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

//  existe  une  courbe  située  dans  le  plan  de  contact,  passant  au  point  de 
contact  et  donnant  la  loi  du  choc.  Son  rayon  vecteur  représente  la  percussion 
tangentielle  diie  au  frottement;  sa  tangente  a  la  direction  de  la  vitesse 
relative  et  son  arc,  compté  à  partir  de  torigine,  est  égal  au  produit  du 
coefficient  de  frottement  par  la  percussion  normale  reçue  par  chacun  des 
co)^s  depuis  le  commencement  du  choc. 

Il  résulte  des  formules  (25)  que  cette  courbe  satisfait  à  l'équation 
différentielle 

dy       v^  sin  Çq  —  a'x  —  J'y  4-  c' s 


—  > 


dx        t?o  cos  9^  —  ax  —  by  -{-  es 

et  par  conséqijient  les  recherches  précédentes  peuvent  être  considérées 
comme  donnant  l'intégrale  de  cette  équation  {}), 


(«) 


(1)  Considérons  d'une  manière  générale  l'équation  différentielle 


V(FTT7«My"n^'^~  ^  ^^'^* 


où  y'  désigne  --  et  X  une  fonction  de  in  seule  variable  œ.  Il  est  aisé  de  reconnaître 

qu'nllo  comprend,  comme  cas  particulier,  celle  qui  a  été  considérée  daos  le  texte.  Il 
sullli,  on  effol,  pour  retrouver  celle  dernière  éffualion,  rie  prendre  : 

X  =  l,      6(y')  =  y'. 

F  ry')  =  -  a'  -  ^'y'  +  'î'  \^T+y^     f  (y')  =  r,  sin  9,. 
«l>(y')=—  a  —  ^y'   +  c  N/HFy'^       ?  (y')  =  «•  cos  ç,. 

Ncms  allons  monlrcr  qu'on  peut  inlcgrer  très  simploraonl  l'équalioa  (a).  Pour  cola. 
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Revenons  aux  formules  (29)  et  voyons  comment  on  déterminera  la 
fin  du  choc.  Dans  le  cas  des  corps  mous,  il  n^j  a  pas  de  difficulté  : 
le  choc  se  terminera  quand  la  vitesse  relative  normale  fv  sera  réduite 
à  zéro.  Mais  il  peut  y  avoir  des  corps  élastiques  dans  lesquels  le 
frottement  n'est  pas  nul,  par  exemple  deux  billes  d'ivoire  dépoli. 
Dans  ce  cas,  rien  ne  nous  guidant,  on  peut  revenir  à  Tancienne 
hypothèse  et  supposer  que,  lorsque  les  corps  se  détendent  après  s'être 


posons: 

<p(y')+/?(y')Xrf<r  =  )., 

et  par  couséquent  : 

/(y')+/F(y')Xrf»=>0(y'); 

on  aura,  on  différentiant, 

^<^y'  +  P(y')Xrf<»=9(y)rfx  +  x^rfy', 

et,  si  l'on  élimine  X  da,  on  trouvera  : 

dy'    dy 

Cette  équation  linéaire  fera  conaallro  X  on  fonction  do  y\  On  déterminera  ensuite  a  au 
moyen  do  la  formule 


"""=(§^-■4')'^'' 


où  les  variables  sont  séparées,  et  enfin  y  par  la  formule 

dy  =  y'  dœ. 

L'inlé$;ration  de  l'équation  difTérenticUe  est  ainsi  ramonée  à  une  série  do  quadratures. 
Si  dans  l'équation  (a)  on  remplaçait  \dap  par<ff  (â7,  y),  on  serait,  par  une  méthode 
analogue,  ramené  à  l'intégraiiou  de  l'équation 

ç(«.y)  =  F(y'). 
L'équation  (a)  comprend  comme  cas  particulier  les  suivantes  : 

aaf-\'by  +  C8-hF(y')    __    ,,. 

a'M-  à'y  +  c's  +  ^W)"'^^  ^ 
et 


aw*  +  F(y')  -\-j_Jwdy_  _     .  ,. 


Cette  dernière  équation,  correspondante  au  cas  où  Ton  prend  X  =:â;,  équivaut  à  une 
relation  assez  générale  entre  lu  tangente  et  l'uiro  d'un  segment  de  la  courbe  cherchée. 
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comprimés,  ils  reçoivent  une  percussion  normale  égale  à  celle  qui 
s'est  développée  dans  la  première  partie  du  choc.  Alors  il  suffira  de 
calculer  la  percussion  normale  relative  au  cas  du  choc  des  corps  mous 
et  de  prolonger  le  choc  jusqu'à  ce  que  la  percussion  normale  ait  pris 
une  valeur  double  de  celle  que  Ton  a  ainsi  calculée.  Pour  plus  de 
netteté,  nous  traiterons  toujours,  dans  ce  qui  va  suivre^  le  cas  du 
choc  des  corps  mous. 

D'après  les  hypothèses  faites  sur  le  sens  de  Taxe  des  z^  la  percus- 
sion JN^/  sera  toujours  positive  et  la  valeur  initiale  w^  de  w  sera 

négative.  Par  suite,  la  première  des  formules  (29)  nous  montre  que  9, 

do 

partant  de  la  valeur  o^,  devra  varier  de  telle  manière  que  -^  soit 

positif;  donc  on  connaîtra  le  sens  de  la  variation  de  9.  Désignons 
par  a  la  première  racine  de  l'équation 

que  9  atteindrait  en  variant  dans  le  sens  indiqué,  et  cherchons  si  le 
choc  sera  terminé  avant  que  0  ait  atteint  la  valeur  a.  L'équation  qui 
définit  la  fin  du  choc  est  : 


(30)  fv  =  Q  =  w^+  \     — 


Si  cette  équation  admet  une  racine  comprise  entre  zéro  et  2,  il  n'j 
aura  pas  de  difficulté;  les  formules  (25),  (29)  seront  applicables 
jusqu'à  la  fin  du  choc,  et  elles  feront  connaître  les  percussions 
tangentielles  et  normales,  et  par  conséquent  la  vitesse  finale  des  deux 
corps.  Je  dis  que  ce  cas  se  présentera  toujours  toutes  les  fois  que  la 
quantité  que  nous  avons  désignée  par  H  sera  positive  pour  ç  =  a. 
En  effet,  nous  avons  vu  que  l'expression 

X  (aX  +  bY  -\-  cZ)  +  Y  (a'X  +  J'Y  -♦-  c'Z)  -♦-  Z  (a'X  +  d'Y  4-  e'Z) 

est  toujours  positive,  quelles  que  soient  les  quantités  X,  Y,  Z.  Faisions  : 

X  =  —  fcosf^y       Y  =z  —  /^sinç,       Z  =  l; 

on  aura,  en  conservant  les  notations  adoptées  : 

A'  —  /  (A'  cos  9  4-  A'  sin  9)  >  0, 
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ce  qui,  d'après  les  formules  (25),  équivaut  à  l'inégalité 

dw  —  fdv  >  0, 
et,  par  conséquent, 

(31)  IV  —  IV,  —  f(v  —  f o)  >  0. 

do 
Or,  si  9  se  rapproche   de  la  racine  a,  -^  devient  infini   positif, 

puisque  nous  avons  vu  que  le  signe  de  i^  est  toujours  celui  de  A. 

Si  donc  H  est  positif  dans  le  voisinage  de  la  valeur  a  de  9,  Tinté- 

rUdo 
grale  I  — -^  deviendra  infinie  positive,  et  il  en  sera  de  même  de  9, 

qui  a  pour  valeur  : 


(32)  v=Voe 


7»     A 


Ainsi,  si  9  variait  de  zéro  à  a,  v  et  par  conséquent  t)  —  fp  croîtraient 
indéâniment,  et,  en  vertu  de  Tinégalité  (31),  il  en  serait  de  même 
de  w.  Donc,  avant  que  9  ait  atteint  la  valeur  a,  w  aura  pris  tel 
accroissement  positif  que  Ton  voudra,  et,  comme  sa  valeur  initiale 
est  négative,  elle  aura  passé  par  zéro  ou  par  toute  autre  valeur  positive 
qui  marquera  la  fin  du  choc. 

Si,  au  contraire,  on  a  H  <  0  pour  9  =  a,  il  pourra  se  faire  sans 
doute  qu'il  y  ait  encore  une  valeur  de  9  comprise  entre  9^  et  a  et 
annulant  w,  mais  il  pourra  aussi  arriver  que  9  atteigne  la  valeur  a 
sans  que  w  soit  devenue  nulle.  En  effet,  dans  ce  cas,  v  deviendra  nulle 
pour  9  =  <x  et  l'intégrale 

^?.  "a" 


•/fo 


qui  tendra  vers  une  valeur  finie  quand  9  s'approchera  de  a,  aura  un 
maximum  en  valeur  absolue.  Si  ^r^,  par  exemple,  est  supérieure  à  ce 
maximum,  l'équation  (30)  n'aura  pas  de  racine  entre  9^  et  a. 

Voilà  donc  un  cas  tout  aussi  général  que  le  précédent  et  qui  avait 
été  négligé,  celui  oîi  la  vitesse  relative  tangentielle  devient  nulle  avant 
la  fin  du  choc.  Nous  allons  l'étudier  d'une  manière  détaillée. 

Et  d'abord  l'étude  qui  a  été  faite  de  questions  analogues  (roulement 
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(les  sphères,  des  cjlindres)  nous  avertit  qu'il  peut  se  produire  deux 
espèces  tout  à  fait  différentes  de  mouvements  : 

Ou  bien  la  vitesse  relative  tangentielie  continuera  à  demeurer  nulle, 
et  alors  la  force  de  frottement  ne  sera  assujettie  qu*a  Tunique  condition 
d'être  inférieure  à  la  force  normale  multipliée  par  le  coefficient  de 
frottement;  en  d'autres  termes,  la  force  appliquée  à  Tun  des  corps 
devra  faire  avec  la  normale  commune  un  angle  moindre  que  Tangle 
de  frottement.  Ce  sont  là  les  lois  du  frottement  quand  il  y  a  repos 
relatif  dM  contact. 

Ou  bien  la  vitesse  relative  tangentielie  reprendra  des  valeurs  finies, 
et  il  reste  à  déterminer  le  mouvement' qui  pourra  se  produire  dans  ces 
conditions. 

Examinons  d'abord  le  premier  cas.  Soient  N  la  composante  normale 
de  la  force  à  un  instant  quelconque,  0,  0,  ses  composantes  tangentielles. 
Puisque  la  vitesse  tangentielie  v  doit  demeurer  nulle,  il  faut  que  Ton 
ait  : 

ae  4-  Jô,  +  <?N  ==  0, 
a'OH-  J'e,  -h  <:'N  =  0, 
ce  qui  donne  : 

Exprimons  que  la  composante  tangentielie  est  plus  petite  que  /N  ; 
nous  aurons  Tinégalité  : 

/^N*  — e*  — oj  >  0, 

et,  par  conséquent,  en  posant  : 

(33)      K  =  /'  {ab'  —  baf  —  (ad  —  ca^  —  (bc'  —  c6')\ 

il  faudra  que  Ton  ait  : 

K  >  0. 

Si  cette  inégalité  n'est  pas  satisfaite,  le  mouvement  précédent  sera 
impossible. 

Examinons  maintenant  ce  qui  arrivera  si  Ton  suppose  que  la  vitesse 
tangentielie  relative,  après  être  devenue  nulle,  reprenne  des  valeurs 
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finies.  Alors  réquation  différentielle 

(A'  cos  9  —  A  s\n  (^)  dv  =  V  (A'  sin  9  -h  A  cos  ç)  do, 

nous  montre  que  la  seule  solution  possible  sera  : 

A'  cos  9  —  A  sin  0  =  0,       do  =^  0, 

Ainsi,  dans  le  mouvement  qui  se  produira,  la  direction  et  le  sens  do 
la  vitesse  relative  demeureront  constants,  et  9  ne  pourra  être  qu'une 
des  racines  de  Téquation  précédente. 

Or  cette  équation  admet  quatre  racines  qui  peuvent  être  toutes 
réelles.  Nous  sommes  donc  amenés  à  discuter  jusqu^à  cinq  mouvements 
différents  qui  peuvent  se  produire  :  ceux,  au  nombre  de  quatre,  qui 
correspondent  à  ces  différentes  racines,  et  celui  pour  lequel  la  vitesse 
v^  tangentielle  demeure  nulle.  Si  deux  de  ces  mouvements  étaient 
possibles  simultanément,  on  rencontrerait  un  fait  très  intéressant, 
mais  qu'aucun  des  exemples  traités  et  connus  ne  nous  permet  de 
prévoir.  Nous  allons  en  effet  montrer,  par  une  discussion  détaillée, 
qu''il  n'y  a  jamais  indétermination,  qu'il  n'y  a  jamais  à  choisir  entre 
deux  ou  plusieurs  mouvements  également  possibles. 

Nous  développerons  d'abord  quelques  remarques  préliminaires. 

P  Dans  le  cas  où  la  vitesse  tangentielle  reprend  une  valeur  finie, 
on  a,  nous  l'avons  vu,  9  =  const.,  et  les  formules  (27)  nous  donnent 
sans  difficulté  : 

(/p  =  HNrf/,       v  =  }îj^dt. 

Or,  ^etjNi/sont  positifs;  il  faut  donc  que  H  le  soit  aussi.  Ainsi, 

pour  que  le  mouvement  correspondant  à  une  racine  a  de  l'équation 
A  =  0  soit  possible,  il  faut  que  cette  racine  a  rende  la  quantité  H 
positive.  Il  suit  de  là  que  si  la  vitesse  tangentielle  est  devenue  nulle 
pour  une  certaine  valeur  a  de  9,  comme  cette  valeur  a  est  une  racine 
de  A  rendant  H  négative,  la  vitesse  ne  peut  reprendre  une  valeur  finie, 
9  étant  égal  à  a. 

2**  Puisque  le  signe  de  H  pour  chaque  racine  de  A  a  une  grande 
importance,  cherchons  à  le  déterminer.  A  cet  effet,  nous  remarquerons 
Tidentitc  fondamentale  dans  cette  discussion  : 

H  4-  A'  =  —  a/* sin*  9  —  b' f  cos-  9  4-  (ô  4-  a')  fsia  9  cos  9. 

A'  désignant  la  dérivée  de  A  par  rapport  à  9. 
Despeyhous.  —  Mécanique.  II.  37 
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En  vertu  des  inégalités  (26),  le  second  membre  est  toujours  négatif. 
Donc  H  est  négative  pour  toute  racine  de  A  qui  rend  la  dérivée  A'  positive 
au  nulle.  Telle  est  la  proposition  qui  rendra  possible  la  discussion 
suivante. 

3^  Formons  Téquation  qui  donne  les  quatre  valeurs  de  H  ;  on  a  : 


A  =  A'  cos  ç  — '  A  sin  ç  =  0,       A'  sin  9  +  A  cos  ç  -=  H, 
et,  par  conséquent, 

COS  9       sin  9 
ou,  en  développant, 

c  —  (af  4-  H)  cos  ç  —  bfsm  ç  ==  0, 
c'  —  «Y  cos  9  —  {b'f  4-  H)  sin  9  =  0, 

ce  qui  donne,  en  éliminant  9, 


^ca'  -  ae'  -  c'  ?)'+  (eb'  -  àe'  +  'jj 


=  [(as-  -  ba')  4-  ^  («  -H  >')  -+-  ^J  r- 


Uéquation  développée  est  : 


(34)  I  -*-  [^  (^  -^  *')'  -^  ^^  (^*'  -  ^^'î  -  ^  -  '"^  r 

-f-  2  [(a  4-  b')  {ab'  ^ba')P  —  c  {cb'  —  bc')  4-  c'  (ca'  —  ac')]  ^ 
4-  r  {ab'  -  J(i')'  -  (^«'  —  «<?')•  -  (<^*'  —  àc'y  =  0. 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  est  la  quantité  que  nous  avons 
désignée  par  K. 

Ces  remarques  faites,  nous  pouvons  commencer  la  discussion. 

1^  Supposons  d^abord  que  l'équation  A  =  0  n'ait  pas  de  racine 
réelle.  Alors  les  quatre  valeurs  de  H  sont  imaginaires  et  la  quantité  K 
est  positive,  puisqu'elle  est  le  dernier  terme  de  Téquation  précédente, 
dont  les  quatre  racines  sont  imaginaires.  Si,  au  début  du  choc»  la  vitesse 


NOTE  XXI.  ■■'  579 

tangentielle  est  nulle,  elle  demeupera  nécessairement  nulle,  K  étant 
positif  et  aucun  des  quatre  autres  mouvements  n^étant  réel.  Si  au 
contraire  elle  n*est  pas  nulle,  elle  ne  le  deviendra  jamais,  et  les 
formules  (29)  seront  applicables  jusqu'à  la  fin  du  choc. 

2^  Si  réquation  A  =  0  a  deux  racines  réelles,  pour  une  de  ces 
racines  la  dérivée  1'  sera  positive,  et,  par  conséquent,  la  valeur  . 
correspondante  de  H  sera  négative.  Si  les  deux  valeurs  réelles  de  H 
sont  négatives,  le  dernier  terme  de  Téquation  (34)  en  H  sera  positif, 
et,  par  suite,  si  la  vitesse  v  devient  nulle  à  un  instant  du  choc,  elle 
ne  pourra  que  le  demeurer.  Au  contraire,  si  une  seule  valeur  de  H  est 
négative,  K  sera  aussi  négatif;  et,  si  la  vitesse  v  devient  nulle  avant 
la  fin  du  choc,  elle  ne  pourra  pas  le  rester;  mais  il  se  produira  le 
mouvement  dans  lequel  9  prend  une  valeur  égale  à  la  racine  de  A 
pour  laquelle  on  a  H  >  0. 

3°  Enfin,  si  Téquation  A  =  0  a  ses  quatre  racines  réelles,  il  y  en 
aura  deux  rendant  A'  positive,  et,  par  conséquent,  deux  au  moins  pour 
lesquelles  on  aura  H  <  0. 

Si  Ton  a  E  <  0,  il  y  a  un  nombre  impair  de  valeurs  de  H  négatives  ; 
il  j  en  a  donc  alors  trois.  Ainsi,  il  existe  trois  valeurs  de  9  pour 
lesquelles  la  vitesse .9  peut  devenir  nulle;  mais,  E  étant  négatif,  cette 
vitesse  ne  pourra  rester  nulle,  et  il  se  produira  le  mouvement  dans 
lequel  9  prendra  une  valeur  égale  à  Punique  racine  de  A  pour  laquelle 
on  a  H  >  0. 

Si  Ton  a  E  >  0,  nous  allons  montrer  que  Péquation  (34)  n'a  que  des 
permanences,  et  par  conséquent  que  les  quatre  valeurs  de  H  sont 
négatives.  Mais,  pour  simplifier  le  calcul,  nous  admettrons  que  Ton 
ait  choisi  les  axes  de  telle  manière  que  c'  soit  nulle.  Cela  revient  à 
faire  passer  le  plan  des  xz  par  la  direction  de  la  vitesse  relative  qui 
serait  imprimée  par  les  deux  percussions  égales  et  contraires,  dirigées 
suivant  O2. 

On  a,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  : 

r  {ab'  —  ba'Y  —  e^  (a'*  +  b'*)  >  0, 

Rappelons  les  inégalités 

(«•  4-  by  —  4ai'  <  0,      a  >  0,      ô'  >  0, 

qui  donnent  : 

(a'  —  *)*  <  4  {ab'  —  ba'), 
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et  par  conséquent  : 

aV  —  ha*  >  0. 

Si  nous  nous  reportons  à  féquation  (34),  nous  voyons  immédiatement 
que  le  coefficient  de  H'  est  positif.  Il  reste  à  démontrer  qu^il  en  eât  de 
môme  des  coefficients  de  H  et  de  H*.  Nous  emploierons  pour  cela  les 
deux  inégalités  : 


r> 


«> 


C*  (g"  +  »") 

{aV  —  ôa')»  ' 


4*' 


Le  coefficient  de  2  —  est  : 

L  =  (a  +  V)  {ah'  —  ho:)  p  —  c*ô'. 

Le  coefficient  de  P  étant  positif,  remplaçons  P  par  sa  limite  infé- 
rieure. Nous  aurons  : 

^  ^''^'  7  ""'^  >(a  +  V)  («•»  +  >••)  -  b'  (aV  -  ba'), 
c 

ou 

L(aô'  —  ha') 


c« 


>  art*  4-  ô'  («'*  4-  J'*)  4-  ^J'  a'. 


Remplaçons  encore  a  par  sa  limite  inférieure,  et  nous  aurons  : 
4^'  h  {ah'  —  ha*) 


c^ 


>  (a'*  4-  ha'  4-  2y  V, 


ce  qui  démontre  que  L  est  positif. 

H* 
Passons  au  coefficient  de  —  •  On  a,  en  le  désignant  par  L, 

L,  =  ^  [(a  4-  ô')'  4-  2  (ah*  —  ha*)'\  —  c" 
et,  en  remplaçant  P  par  sa  limite  inférieure  : 
L,  {ah*  -  ha*y 


c* 


>  {aa'  4-  hhy 
4-  4aô'  («'»  4-  *'*)  4-  (a'*  4-  &'*)  (*'*  —  J«  —  2*a'), 
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Si  Ton  remplace  dans  le  second  terme  a  par  sa  limite  inférieure, 
on  trouve  : 

et,  par  conséquent,  Lj  est  encore  positif. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  Téquation  A'  =  0  aura  sbs  quatre  racines 

réelles  et  que  K  sera  positif,  les  quatre  valeurs  de  H  seront  négatives. 

Alors,  pour  quatre  valeurs  de  ç»,  la  vitesse  v  pourra  devenir  nulle; 

mais,  quand  elle  le  sera  devenue,  elle  restera  nulle  jusqu'à  la  fin 

du  choc. 

En  résumé,  il  n*y  a  jamais  d* indétermination  dans  le  mouvement. 
Dans  le  cas  où  la  vitesse  v  demeurera  nulle,  il  faudra  substituer 

aux  équations  (29)  les  suivantes  : 

!0  =  aO  4-  06,  4-  cN, 
.Oizza'e-f-ô'e,  -Hc'N, 
W=  W\  -H  ft'e  4- J'6,  4-  C'N, 

qui  serviront  jusqu'à  la  fin  du  choc;  vo^  désigne  la  valeur  qu'a  w  au 
moment  où  la  vitesse  v  devient  nulle. 

J'indiquerai,  en  terminant,  un  exemple  assez  sin^ple  qui  met  en 
évidence  la  plupart  des  cas  de  la  discussion  précédente;  c'est  celui 
d'un  corps  solide  de  révolution  qui  vient  rencontrer  obliquement  un 
plan  fixe. 


NOTE  XXII 


SUR  LES  RAPPORTS  DE  LA  THÉORIE  DES  MOMENTS  D'INERTIE 
AVEC  CELLE  DES  SURFACES  HOMOFOCALES. 


Od  a  vu,  daus  le  texte,  comment  la  détermination  des  axes  et  des 
moments  principaux  d^inertio  relatifs  à  un  point  donné  se  rattache  à 
la  considération  d'un  système  de  surfaces  homofocales  du  secoud  degré. 
Les  rapports  entre  la  théorie  des  moments  d'inertie  et  celle  des  surfaces 
homofocales  du  second  degré  sont  nombreux  et  importants;  depuis 
Dupin  et  Binet  ils  ont  été  Tobjet  de  travaux  variés,  parmi  lesquels  il 
faut  citer  ceux  de  0.  Hesse^  exposés  dans  les  Vorlesunçen  Uber  analy- 
tische  Oeomelrie  des  Raumes;  nous  nous  proposons  d'indiquer  ici  la 
méthode  que  nous  avons  suivie,  il  y  a  déjà  longtemps,  dans  notre 
enseignement  de  la  Sorbonne  et  de  TÉcole  normale. 


I 


Cette  méthode  repose  tout  entière  sur  Tattribution  d'un  coefficient 
spécial,  non  seulement  à  chaque  droite,  mais  à  chaque  point  et  à 
chaque  plan  de  Tespuce. 

Nous  appellerons  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  un 
point  0  la  somme  des  produits  des  masses  des  molécules  par  le  carré 
de  leur  distance  au  point  0.  Pour  abréger,  nous  donnerons  à  ce 
moment  d'inertie  le  nom  de  paramètre  du  point. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  (P)  sera  de  même  la 
somme  des  produits  des  masses  des  molécules  par  le  carré  de  leur 
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distance  au  plan  (P).  Ce  moment  dMnertie  recevra  également  le  nom 

de  paramètre  du  plan. 
Enfin  le  moment  dMnertie  par  rapport  à  une  droite  sera  appelé 

paramètre  de  la  droite. 

Nous  considérerons  simultanément  ces  trois  systèmes  de  paramètres- 
Si  le  corps  est  rapporté  à  un  système  d^axes  rectangulaires,  le 

paramètre  de  Torigine  sera  : 

Zm  {x*  -f-  y*  4-  s«), 

m  désignant  la  masse  d*un  point  matériel  quelconque  du  corps  etx,  y,  z 
ses  coordonnéss.  Le  paramètre  de  Taxe  des  z  sera,  avec  les  mêmes 
notations  : 

Zm  («•  -f-  y*). 

Ceux  des  plans  coordonnés  des  yz^  des  xz  et  des  xy  sont  respecti- 
vement : 

Zmx^,      Zmy^y      Zmz^. 

De  ces  expressions  si  simples,  relatives  à  un  système  arbitraire 
d'axes  rectangulaires,  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

Le  paramètre  d'un  point  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  paramètres 
de  trois  plans  rectangulaires  quelconques  se  coupant  en  ce  point.  Par 
conséquent,  si  un  trièdre  trirectangle  se  meut  de  teUe  manière  que  son 
sommet  reste  Jlxe,  la  somme  des  paramètres  de  ses  trois  faces  demeure 
co  stante. 

Le  paramètre  d'une  droite  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  paramètres 
de  deux  plans  rectangulaires  quelconques  se  coupant  suivant  cette  droite. 
Par  conséquent  si  un  dièdre  droit  tourne  autour  de  son  arête  qui  reste  Jlxe, 
la  somme  des  paramètes  de  ses  deux  faces  demeurera  constante. 

Si  on  considère  une  droite  et  un  plan  perpendiculaires,  le  paramètre  de 
leur  point  d'intersection  est  égal  à  la  somme  des  paramètres  de  la  droite  et 
du  plan.  Par  conséquent  si  un  plan  et  une  droite,  assujettie  à  rester 
perpendiculaire  au  plan,  tournent  autour  de  leur  point  commun,  la  somme 
des  paramètres  de  la  droite  et  du  plan  reste  constante. 

Nous  signalerons  également  les  propositions  suivantes  dont  la 
démonstration  est  très  facile. 

Le  paramètre  d'un  point  quelconque'  est  égal  au  paramètre  du  centre  de 
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graûité,  augmenté  du  produit  de  la  masse  totale  par  le  carré  de  la  disùanee 
des  deux  points, . 

Le  paramètre  d'un  plan  eU  égal  au  paramètre  du  plan  parallèle  mené  par 
le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  la 
distance  des  deux  plans. 

Ces  deux  propositions  sont  analo^^ues  à  celle  qui  a  été  donnée, 
relativement  a  la  droite  (p.  177)  et  qu'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Le  paramètre  d'une  droite  est  égal  au  paramètre  de  la  droite  parallèle 
vienée  par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse  par  le  carré 
de  la  distance  des  deux  droites. 


II 

Nous  allons  d'abord  considérer  tous  les  plans  passant  par  une  droite 
et  nous  étudierons  comment  varient  leurs  paramètres.  Supposons  que 
cette  droite  ait  été  prise  pour  axe  des  z.  L'équation  de  Tun  quelconque 
des  plans  qui  la  contiennent  sera  : 

(1)  ux  4-  t?y  =  0, 

et  le  paramètre  P  de  ce  plan  aura  pour  expression  : 

{ux  -f-  vyf       aw'  -h  2buf>  -h  et?' 


(2)  P=:2w 


%'  -h  t'  •  u^  +  V- 


en  posant  pour  abrég-er, 

(3)  '^mx*  =  «,       Imxy  =  J,       Zmp^  =  c. 

Il  résulte  de  la  formule  (2)  qu'il  y  a  en  général  deux  plans  corres- 
pondants îi  une  valeur  donnée,  ?„,  du  paramètre.  Si  Ton  suppose  que 
l'on  ait  pris  les  plans  bissecteurs  de  ces  deux  plans  pour  plans  des  x: 
et  des  yz^  la  constant'3  b  sera  nulle,  et  la  formule  (2)  prendra  la  forme  : 

(4)  P  1=  — —  =  a  cos-  i  -{-  c  sin'  ê, 

u^  H-  V- 

i  désignant  l'angle  du  plan  avec  le  plan  des  yz  dont  le  paramètre  est  a. 
La  formule  (4)  nous  permet  de  reconnaître  comment  varient  les  para< 
mètres  des  différents  plans  passant  par  la  droite.  Il  est  clair  que  P 
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passera  par  toutes  les  va'eurs  intermédiaires  entre  a  et  c  et  qu'il 
obtiendra  une  même  valeur  p  pour  les  deux  plans  correspondants  aux 
valeurs  de  i  définies  par  Téquation 


p  z=:  a  ces'  i  4-  c.  sin'  i  ; 


d'où  Ton  déduit  : 


tg^ 


y  c  —  p 


Dans  le  cas  exceptionnel  ou  a  sera  égal  à  c,  les  paramètres  de  tous 
les  plans  passant  par  la  droite  seront  les  mêmes.  En  réunissant  ces 
résultats  nous  obtenons  le  théorème  suivant  : 

Si  nous  considérons  tous  les  plans  passant  par  une  droite,  deux  plans  de 
même  paramètre  admettent  toujours  les  mêmes  plans  bissecteurs  (P„),  (P,). 
Soient  ;?„,  p^  les  paramètres  de  ces  deux  plans.  Le  paramètre  d'un  plan  (P) 
faisant  l* angle  i  avec-{y^  sera  donné  par  lajbrmule 

(5)  _  p  =p^  cos'  i  4-  p^  sin'  i, 

e£  par  conséquent  lorsque  i  variera  de  0  ài:,  p  passera  deux  fois  par  toutes 
Us  valeurs  comprises  entre  p^  et  p^. 

Imaginons  maintenant  que  l'on  considère  les  plans  ou  les  droites 
assujettis  seulement  a  passer  par  un  point  fixe  0.  Prenons  pour  axes 
coordonnés  les  axes  principaux  du  point  0  et  posons  : 

On  a  vu  que  l'on  a  :  '  \ 

Zmyz  =  ^mxz  =:=  '^Lmxy  =  0. 

Le  paramètre  p  d'un  plan  quelconque  passant  par  0  et  représenté 
par  réquation 

1 

ux  -h  vy  +  w^  =  0, 
sera  donné  par  la  formule  : 

(6  p  =  Zm^ z ^=z — ^ V-^ 

Si  /,  i\  i'  désignent  les  angles  du  plan  avoc  les  plans  des  y;,  desa?J 
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et  des  zy^  la  formule  précédente  peut  encore  s^écrire  : 

^7)  /)  =  a  cos'  i  -+-  P  cos"  i'  -f-  Y  cos*  i'. 

Il  résulte  de  Téquation  (6)  que  tous  les  plans  de  paramètre  donné  p 
devront  satisfaire  à  Téquation  : 

(a  — ;?)  tt«  +  (3  — ;?)  1?»  +  (y  — ?)  «?*  =  0,  ' 
et  par  conséquent  qu'ils  envelopperont  le  cône  : 

(8)  ^!_+    ?*_  +  .^!_  =  o. 

OL  —  p       P  — p       Y  — p 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Tous  les  plans  de  même  paramètre  passant  par  un  paM  donné  O 

enveloppent  un  cône  du  second  degré.  Les  canes  correspondants  aux  diverses 

valeurs  du  paramètre  sont  homojbcaux» 

Considérons  maintenant  les  droites  passant  par  le  point  O.  Si  les 

équations 


X  y z 

U         V        w 


\ 


représentent  une  telle  droite,  son  paramètre  xs  aura  pour  expression  : 


/             «     (^^y  —  t?^)*  -h  {wx  —  uzf  +  ipx  —  uyY 
1    jj  —.  \^jff^ 

)  w'  -+-  t?'  -h  W' 

^  ^    ^  __  W*  (P  4-  y)  -^-  t^'  (g  +  y)  +  ^*  («  -^  P) 

~"  w'  +  1?'  +  w* 

et  les  droites  de  même  paramètre  vs  engondreront  un  cône  dont  Téqua- 
tion  sera  évidemment  : 

(10)  0  -h  Y  —  ct)  «'  -^  (Jt  4-  Y  —  ^)  y'  +  (3t  +  P  —  cy)  ^*  =  0. 

Les  cônes  correspondants  aux  différentes  valeurs  de  rs  seront  homo- 
cycliques.  Mais  il  e^t  clair  que  Ton  pourrait  les  obtenir  d'une  autre 
manière.  Si  l'on  élève  en  effet  des  perpendiculaires  en  0  à  tous  les 
plans  de  même  p  iramètre  passant  en  ce  point  0,  il  résulte  de  Tun  des 
théorèmes  énoncés  à  l'article  I  que  toutes  ces  perpendiculaires  auront 
le  même  paramètre.  Par  conséquent,  tous  les  cônes  représentés  par 
réquation  (9)  seront  supplémentaires  des  cônes  liomofocaux  repré- 
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sentes  par  Téquation  (8).  Les  focales  de  ces  derniers  cônes  seront,  par 
suite,  perpendiculaires  aux  plans  cycliques  des  premiers.  Ainsi  : 

Toutes  les  droites  de  même  paramètre  passant  par  un  point  engendrent  un 
eâne  du  second  degré.  Les  cônes  correspondants  aux  diverses  valeurs  du 
paramètre  sont  homocycliques  et  sont  les  supplémentaires  des  cônes  homo- 
/beaux,  enveloppes  des  plans  de  même  paramètre. 

En  rapprochant  les  uns  des  autres  les  résultats  donnés  dans  cet 
article,  on  retrouverait  les  principales  propositions  relatives  aux  cônes 
du  second  degré.  Nous  nous  dispenserons  de  les  développer,  car  nous 
les  obtiendrons  plus  loin  sous  une  forme  plus  générale.  Nous  discute- 
rons cependant  une  question  relative  aux  paramètres  des  plans  passant 
par  une  droite  quelconque. 

Si  Ton  mène  par  cette  droite  deux  plans  de  même  paramètre,  ils 

■ 

seront  tangents  à  Tun  des  cônes  homofocaux  représentés  par  Téqua- 
tion  (8).  Nous  avons  vu,  au  début  de  cet  article,  que  leurs  plans 
bissecteurs  sont  fixes  et  correspondent  à  ces  valeurs  du  paramètre 
pour  lesquels  les  deux  plans  de  même  paramètre  viennent  se  confondre. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  au  théorème  suivant  : 

Si,  par  une  droite  fixe,  on  mène  des  plans  tangents  aux  cônes  homofocaux 
représentés  par  Véquation  (8),  les  plans  bissecteurs  de  ces  couples  de  plans 
tangents  demeurent  Jlxes;  par  conséquent^  deux  des  cônes  homo/ocaux  passent 
par  la  droite,  s*y  coupent  à  angle  droit;  et  de  plus  les  paramètres  de  ces 
deux  cônes  donnent  les  limites  extrêmes  entre  lesquelles  varie  le  paramètre 
d'un  plan  passant  par  la  droite. 


III 


Etudions  maintenant  la  loi  dç  la  variation  des  paramètres  de  tous 
les  plans  de  Tespace.  Si  Ton  rapporte  le  corps  aux  axes  principaux 
du  centre  de  gravité,  on  aura  : 

^mj/z  =  l7nxz  =z  Zmxy  =  0, 
Zmx   =Zntp    1=  Xw^    =0. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que  les  unités  aient  été 
choisies  de  tellç  manière  que  lii  masse  toti^Ie  du  corps  SQit  égale  à  l 
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et  nous  poserons  : 

Soit: 

(1 1)  ux  H-  ry  4-  ?r«  4-  /?  =  0, 

réquation  d'un  plan  quelconque.  Le  paramètre  it  de  ce  plan  sera  défini 
par  réquation  : 

,,^.     ^       ^,     (ux  -h  tJy  -+-  1P^  -\-  p?       au^  -h  bv^  +  cw*  4-  />' 

(12)  k  =  Im ^-^—  =z  r — ^  • 

Tous  les  plans  de  même  paramètre  k  satisferont  par  suite  à  réquation 

« 

(13)  {k  —  a)  tt'  +  (i  —  b)  v»  +  (>i  —  C)  7P^  =  p\ 

et  par  conséquent  ils  envelopperont  la  surface  dont  réquation   en 
coordonnées  ponctuelles  est  : 

(li)  -^   4-  -y-   4--^—  =1. 

k  —  a       k  —  b       k  —  c 

La  forme  de  cette  équation  donne  immédiatement  le  théorème 
suivant  : 

Tous  les  2>^ans  de  môme  paramètre  envelappenC  une  sur/ace  du  second 
degré,  admettant  j^our  centre  unique  le  centre  de  gravité  et  pour  axes  les 
axes  principaux  du,  corps.  Toutes  les  sur/aces  correspondantes  aux  diverses 
valeurs  du  paramètre  sont  homo/ocales, 

A'i  moyen  de  ce  théorème  on  peut  résoudre  très  simplement  la 
question  examinée  dans  le  texte  (p.  185)  et,  étant  donné  un  point 
quelconque  M  de  l'espace,  déterminer  les  axes  principaux  et  les 
moments  principaux  relatifs  a  ce  point. 

Considérons  en  effet  exclusivement  des  plans  passant  par  M.  Ceux 
qui  sont  de  paramètre  k  sont  tangents  à  la  surface  homofocale  de 
même  paramètre.  Le  théorème  démontré  à  l'article  II  nous  conduit 
donc  à  cette  proposition  fondamentale  et  bien  connue  que  les  cônes  de 
même  sommet,  circonscrits  k  une  série  de  surfaces  homofocales,  sont 
homo!*0o'aux.  L'équation  (8)  de  ces  cônes  montre  de  plus  que  trois 
d'entre  eux  se  réduisent  k  des  plans  qui  sont  les  plans  principaux  du 
point  M,  et  cela  pour  les  valeurs  a,  3,  y  ^6  k.  Or  le  cône  circonscrit 
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à  une  surface  ne  peut  se  réduire  à  un  plan  double  que  si  la  surface 
vient  passer  par  son  sommet.  Nous  voyons  donc  que  trois  des  surfaces 
représentées  par  Téq^uation  (14),  correspondantes  a  des  valeurs  réelles 
de  ky  viendront  passer  parle  point  M,  et  que  leurs  trois  plans  tangents 
seront  les  plans  principaux  de  ce  point.  Elles  se  couperont  par 
conséquent  à  angle  droit.  On  retrouve  ainsi  la  propriété  fondamentale 
des  surfaces  homo focales. 

Soient  x^,  y^^  z^  les  coordonnées  du  point  M.  Les  racines  de  Téquation 

j*  1/*  2* 

(15)  -^   4-  -^  +  r-^  =  1, 

seront  les  valeurs  de  a,  3,  y.  Si  on  les  désigne  par  p,  p,,  p,  le  plan 
tangent  à  la  surface  (p,)  aura  p,-  pour  paramètre.  Par  conséquent  les 
paramètres  des  trois  axes  principaux  seront  : 

p,  -h  p,    pour  la  normale  à  la  surface     (p  ), 

P  -+-  F.  —  (Pi)» 

P  -*-  fi  —    .  (?0- 

Ces  résultats  concordent,  on  le  reconnaîtra  aisément,  avec  ceux  qui 
ont  été  donnés  à  la  page  189. 
Le  paramètre  du  point  M  sera  : 

P  "+"  ?t  "*"  p«» 

•  é 

ou,  en  calculant  la  somme  des  racines  de  Téquation  (15)  : 

a  -f-  ô  H-  c  4-  aï'  -h  y'  4-  ;?*. 

On  voit  que,  conformément  à  une  proposition  de  l'article  I,  le 
paramètre  du  point  M  est  égal  à  celui  du  centre  de  gravité,  augmenté 
du  carré  de  la  distance  des  deux  points. 

D'après  l'expression  que  nous  venons  de  donner  du  paramètre  d'un 
point  quelconque,  nous  voyons  que  le  lieu  des  points  de  même 
paramètre  sera  une  sphère  ayant  pour  centre  le  centre  de  gravité  du 
corps.  D'après  cela,  considérons  trois  surfaces  liomofocales  de  para- 
mètres ^,  Aj,  k^.  Si  un  trièdre  tri-rectangle  a  ses  faces  respectivement 
tangentes  à  ces  trois  surfaces,  le  paramètre  de  son  sommet  qui, 
d'après   une  proposition  de   l'article  I,    est  égal  à  la  somme  des 
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paramètres  des  troid  faces,  sera  constant  et  égal  à 

Par  conséquent  le  lieu  de  ce  sommet  sera  une  sphère  concentrique 
aux  trois  surfaces.  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Chasles  qui  Ta  donné 
dans  V Aperçu  historique.  Si  Ton  suppose  que  les  trois  surfaces  coïncident 
on  retrouve  le  tliéorème  de  Monge,  relatif  au  trièdre  tri-rectangle 
circonscrit  à  une  surface  unique. 

Considérons  maintenant  deux  surfaces  homofocales  de  paramètres 
kf^  et  k^,  et  menons-leur  deux  plans  tangents  parallèles.  Diaprés  nne 
proposition  donnée  à  Tarticle  I,  les  paramètres  de  ces  deux  plans 
seront  : 

l  désignant  le  paramètre  du  plan  parallèle  mené  par  le  centre  de 
gravité  et  d,  d' les  distances  du  centre  de  gravita  à  ces  deux  plans. 
Comme  on  a  : 

on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  difiretice  des  carrés  des  distances  du  centre  à  deux  plans  tangenU 
parallèles,  menés  à  deux  sur/aces  àomo/fcales,  est  constante  et  école  d  la 
diférence  des  carrés  des  paramètres  de  ces  sur/acei. 

Nous  allons  obtenir  d^autres  conséquences,  d*une  démonstration 
moins  facile,  en  étudiant  les  rapports  d^une  ligne  droite  avec  les 
surfaces  homofocales. 

Menons  par  cette  droite  deux  plans  tangents  à  Tune  quelconque  des 
surfaces  homofocales.  Ces  plans  auront  le  même  paramètre  et  noua 
avons  vu  que  leurs  plans  bissecteurs  seront  toujours  les  mêmes,  quelle 
que  soit  la  valeur  du  paramètre,  c'est  à  dire  quelle  que  soit  la  sarfitce 
homofocale  k  laquelle  ils  sont  tangents.  Lorsque  ces  deux  plans  se 
confondront,  ils  devront  coïncider  avec  Tun  ou  Tautre  de  leurs  deux 
plans  bissecteurs.  Ils  ne  peuvent  d^ailleurs  se  confondre  que  si  la 
surface  homofocale  a  laquelle  ils  sont  tangents  devient  elle-même 
tangente  à  la  droite.  Cette  remarque  nous  donne  la  proposition 
suivante  : 

Étant  donnée  une  droite  quelconque,  il  y  a  deux  sur/aces  homofocales 
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réelles  tangentes  à  la  droite  et  les  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces  en 
leur  point  de  contact  avec  la  droite  sont  rectangulaires.  Ces  deux  plans 
sont  les  plans  bissecteurs  du  dièdre  que  Von  peut  former  en  menant  par  la 
droite  des  plans  tangents  à  toute  autre  surface  du  système  homq/ocal. 

Il  résulte  des  développements  donnés  à  rarticle  I  que  le  théorème 
précédent  ne  peut  se  trouver  en  défaut  que  lorsque  tous  les  plans 
passant  par  la  droite  ont  le  même  paramètre.  Alors  tous  ces  plans 
sont  tangents  à  une  même  surface  homofocale,  et  par  conséquent  la 
droite  est  une  génératrice  rectiligne  de  cette  surface. 

Soit  M  un  point  de  la  droite.  Rapportons-la  aux  trois  axes  principaux 
de  ce  point.  Soient  p,  p,,  p.  les  paramètres  des  surfaces  passant  en  M. 
L^équation  du  cône  de  sommet  M  circonscrit  a  la  surface  (Ji)  sera  : 

X*  y»  c* 


A  — p        *— -?,        *— p. 


Soient  i,  i\  i*  les  angles  que  fait  la  droite  avec  les  normales  aux 
surfaces  (p),  (pj,  (pj  respectivement.  L'équation  en  k  : 

cos*  i        cos'  i'         cos'  i' 

déterminera  les  deux  cônes  passant  par  la  droite;  c'est  à  dire  elle  fera 
connaître  les  paramètres  des  deux  surfaces  homofocales  tangentes  à 
la  droite.  Si  on  désigne  par  k^  et  k^  ces  paramètres,  on  aura  : 

cos'  i  cos'  i'  cos'  i' 


-^7 =0, 


Q,^X  1       ^0    —     P  *•    -"    Pi  *•    Pi 


cos'  i         cos'  i'  cos'  i' 


=  0. 


*i  —  P  *i  —  Pi  ^1  —  Pi 

Ces  deux  équations  permettent  de  déterminer  î,  i\  i\  On  en  déduit  : 


'■  cosM  =  <P  -  *•)  (P  -  *.) 


(?  —  Pi)  (?  —  p.) 
„i  .•'  _  (Pi  —  *.)  (Pi  — *i) 


(18)  cos'  i'  =, 

I  (P.  — P)(P.  — P.) 

f    cos'  i'  =  <P«-'^«)(P'-*') . 
(pi  —  P)  (?•  —  Pi) 
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IV 


On  peut,  en  utilisant  les  formules  précédentes,  obtenir  des  résultats 
très  importants,  relativement  aux  droites  pour  lesquelles  k^  et  k^  ont 
la  même  valeur,  c^est  à  dire  qui  sont  tangentes  à  deux  surfaces 
homofocales  déterminées.  Mais,  pour  cela,  il  est  essentiel  de  rappeler 
quelques  formules  relatives  au  système  de  coordonnées  elliptiques. 

Reprenons  Téquation  : 

(19)  ^ -4-  -^  -h 1  =  0, 

^    ^  k  —  ak  —  bk  —  c 

qui  représente  les  surfaces  enveloppes  des  plans  de  même  paramètre. 
Nous  avons  vu  qu'il  en  passe  trois  par  un  point  quelconque  de  Tespace. 
C'est  ce  que  montre  d'ailleurs  aisément  la  discussion  de  l'équation 
précédente  ou  l'on  considère  ^,  ^,  z  comme  données  et  k  comme  une 
inconnue  à  déterminer.  Si  l'on  suppose  a,  ô,  c  rangés  par  ordre  de 
grandeur  décroissante,  elle  admet  trois  racines  réelles;  l'une  que  nous 
désignerons  par  p,  supérieure  îi  a\  l'autre  que  nous  appellerons  p^, 
comprise   entre  a  et  ô;  la  troisième   que   nous  désignerons  par  p„ 
comprise  entre  b  et  c.  Ces  trois  racines  correspondent  respectivement 
à  un  ellipsoïde,  a  un  liyperboloïde  à  une  nappe  et  à  un  hyperboloîde 
à  deux  nappes.  Par  suite,  si  l'on  décompose  le  système  des  surfaces 
homofocales  en  trois  familles  composées,  la  première  des  ellipsoïdes, 
la  seconde  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  et  la  troisième  des  hyper- 
boloïdes  à  deux  nappes,  nous  pourrons  dire  qu'il  passe  une  surface 
de  chacune  des  trois  familles  par  tout  point  de  l'espace.  C'est  ce  que 
montrerait  d'ailleurs  aisément  la  discussion  des  formes  successives 
que  prend  la  surface  appartenant  à  une  famille  donnée,  quand  le 
paramètre  qui  la  détermine  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  Par 
exemple   les   ellipsoïdes  (p)  commencent  à  être   confondus   avec   la 
portion  du  plan  des  yz  comprise  à  l'intérieur  de  la  focale  elliptique 
réelle;  ils  grandissent  ensuite  indéfiniment  et  leurs  trois  axes  dépassent 
toute  grandeur  donnée.   Il  passe  donc  un  ellipsoïde  et  un  seul  par 
chaque  point  de  l'espace. 

Lorsqu'on  emploie  le  système  de  coordonnées  elliptiques,  on  substitue 
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aux  coordonnées  x,  y,  c  d^un  point  les  paramètres  p,  p^,  p.  des  trois 
surfaces  homofocales  qui  passent  par  ce  point.  Il  est  vrai  qu'à  un 
système  de  valeurs  do  p,  p^  p^  correspondent  les  huit  points  d^inter- 
section  des  trois  surfaces  homofocales  correspondantes;  mais  ces 
points  sont  placés  symétriquement  par  rapport  aux  trois  plans  prin- 
cipaux et  des  considérations  très  simples  de  continuité  permettent, 
dans  chaque  question,  de  reconnaître  le  point  auquel  se  rapportent 
les  valeurs  trouvées  des  cooordonnées  elliptiques. 

Si  Ton  se  reporte  à  Téquation  (19)  en  y  regardant  ^,  p,  z  comme 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  et  k  comme  un  paramètre 
variable,  elle  admettra  pour  racines  les  coordonnées  elliptiques  p,  p^,  p. 
du  point  considéré.  On  pourra  donc  écrire  Tidentité  : 

,20N     l_J?! t '"      ^U-P)(^-P«)(^-Pt)^ 

^    ^  h  — a      k  —  h      k^c       {k  —  a){k  —  by{k  —  c)' 

qui  devra  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  k.  En  décomposant  le 
second  membre  en  fractions  simples,  on  obtiendra  les  valeurs  de 
^'>  y'>  **•  Où  trouve  ainsi  : 

/    ^»_^(^  — P)(^  — Pi)(^— P«) 
{a  —  b)  {a  —  c) 


(21) 


i  {^a  —  0)  (a  —  c) 

\    ,  ^  (^-p)  (^--p.)  jb^p,) 

f  ,,  _.(g--  p)  (g  — p.)  (g—  9*\ 

'\  ^  (c  —  a)  {c  -  i) 


Si  Ton  posait,  pour  abréger, 

(22)  ^^"^^  =  (i?  —  a)  (^  -  d)  (x  —  c), 

ç  (j?)  =  (a?  —  p)  (j?  —  p,)  {x  —  p,), 

les  valeurs  de  x^  y,  z  pourraient  s'écrire  : 


-  ~r  (a)    ^  "  r  ii)    ^    r  (g) 


(23)  X 


Proposons-nous  maintenant  de  trouver  Texpression  de  la  distance 
de  deux  points  infiniment  voisins  dans  le  système  des  coordonnées 
Despeyrous.  —  Mécanique,  II.  38 
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elliptiques.  Les  formules  (21)  nous  donnent  : 

2(p  — «)     ^       2  (p,  —  flî)     t^'       2  (p.  — a) 
^^  =  2(^) ''P -^  2(^ ''P- -^  21^ ''^•' 

On  en  déduit  par  un  calcul  facile  : 

"     ■*■    V+a         ^  ^^^^  p 

.   1  (P.  -  p)  (p.  -  P.)  .  .    .   i  (Pt  -  p)  (p.  —  Pt)  j,t 

OU  encore  : 

W        4  ..  =  £| .,  .  tM  .,, ,  ._^) .,, 

La  forme  seule  de  cette  expression  montre  immédiatement  que  les 
surfaces  homofocales  se  coupent  à  angle  droit.  Les  trois  termes  qui 
la  composent  sont  les  carrés  des  projections  de  Pélément  ds  sur  les 
normales  aux  trois  surfaces  (p)>  (pi),  (p,)  respectivement.  Si  donc  on 
désigne,  comme  nous  Tavons  déjà  fait,  par  »,  i' ,  i'  les  angles  de 
rélément  ds  avec  ces  trois  normales,  on  aura  : 

rf,.  cos'  i  =  ^  rfp«  =  (P-P.)(P-P.)    '^P* 

/(p)     ^        (p-a)(p-^)(p-c) 

(25)     )  ds*  cos»  i'  =  ^  rfpî  =  ÎP'-pyp'-P'^     ^P' . 
i  /(p)     ^'       (p.-«)(p.-^)(pi— c) 

n?,)  ^     (p.-«)(p.-^)(p.-c) 

Avant  d^indiquer  quelques  applications  de  ces  formules,  examinons 
comment  on  déterminera  la  direction  de  la  normale  à  une  surface 
définie  par  une  équation  en  coordonnées  elliptiques. 

Soit: 

/•(a?,  y,  ^)  =  0, 

réquation  de  cette  surface  en  coordonnées  cartésiennes  ;  elle  prendra 
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la  forme  : 


(26)  ^(^,y,  ^)  =  ©(?,  P.,  p.), 

si  Ton  introduit  les  coordonnées  elliptiques.  On  aura  en  la  différentiant  : 

ou,  en  se  servant  des  formules  (25)  : 


cos» 


à?  V  Ç'  (?) 


-H  cos  i 


^9x\  ?  (?i)  ^pi  r   ?  (p.) 


Dans  cette  relation,  f,  i' ,  i'  se  rapportent  à  une  tangente  quelconque 
de  la  surface  proposée.  D'autre  part  cette  équation  exprime  que  la 
tangente  est  toujours  perpendiculaire  à  la  direction  définie  par  les 
formules  : 


cos^ 


cos  7 


cos; 


^l/n?)         0^y/f{?S        0^y/f{9.) 
à?  V  9'(?)        àp,V   ç'(p,)        c?p.V    ?'(P.) 


Donc/, y',;"  sont  les  angles  que  fait  la  normale  à  la  surface  (0) 
avec  les  normales  aux  trois  surfaces  liomofocales  (p),  (pj,  (pj.  Si  Ton 
pose,  pour  abréger, 


^y ,  (e, = (12)"  M  ^m-m 

\à?/    ?'(?)         \àpj    9  (pi; 


àe,/np) 

_  «^?  V   ?'  (P) 


)     Vp./  ?'(p.) 


on  aura  : 


cos^   = 


P^Ae 


(2T) 


cos;    = 


i^ie 


coaj 


ûÈi/Lkù. 


KAe 
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On  peut  obtenir  les  mêmes  résultats  par  une  autre  méthode  que 
nous  allons  faire  connaître.  En  difi'érentiant  l'équation  (26),  on  aura  : 

f)H     ()p       à^^lli       ()^     dp,  __<)£ 
()p      ôx       àpi  ()x        ()p^     f)x        àx- 

et  deux  autres  équations  analogues  en  y,  z.  En  remplaçant  les  dérivées 
de  p,  pj,  p,  par  leurs  valeurs,  que  Ton  trouvera  facilement,  et  en 
faisant  la  somme  des  carrés,  on  obtient  Téquation  suivante  : 

A  ajant  la  signification  donnée  par  la  formule  (26)".  En  posant  de  même  : 

"■  '    ^  '  ''    dp  c;p  ç'  (p)  "^  dp,  dp.  ç' (p.)  "^  dp.  àp,  '/  (p,) 

on  trouvera  : 

(3,)     ^«.^,^.-«.^^«.^  =  i(e,e,,. 

OS      âx        ây      ôy        ôz      ôz  ^        *^ 

L'angle  des  deux  surfaces  représentées  par  les  équations  : 

0  =  0,      e,  =Cj, 
sera  donc  défini  par  la  formule  très  simple  : 

(31)  .osY  =  ^_ll^^- 

Ka  (0)  A  (0.) 

En  supposant  que  Tune  des  surfaces,  (B^)  par  exemple,  coïneiilc 
successivement  avec  les  trois  surfaces  homofocalcs,  on  retrouve  les 
résultats  fournis  par  les  formules  (27). 

Nous  voyons  que  la  condition  d'orthogonalité  de  deux  surfaces 
s'exprime,  en  coordonnées  elliptiques,  pur  la  relation  : 

(32)  A  (0,  00  =  0. 

Enfin  si  l'équation 

f{x,  y,  z)  =z  const. 

représente  une  famille  de  surfaces  parallèles  et  que  la  portion  de  l'une 
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des  normales  communes,  comprise  entre  deux  surfaces,  soit  égale  à  la 
diflerence  des  valeurs  do  la  constante  correspondantes  à  ces  deux 
surfaces,  on  sait  que  Ton  a  : 


m^o'H^'='- 


La  mcmc  propriété  s'exprimera  en  coordonnées  elliptiques  par  la 
relation  : 

(33)  A0  =  1. 


Après  avoir  rappelé  ces  formules  générales,  revenons  à  Tensemblo 
des  droites  qui  sont  tangentes  à  deux  des  surfaces  liomofocales  (>(J,  {k^). 
Si  Ton  envisage  une  de  ces  droites,  les  cosinus  des  angles  qu^elle  fait, 
en  un  de  ses  points  M,  avec  les  normales  aux  surfaces  liomofocales 
qui  passent  en  ce  point  sont  donnés  par  les  formules  (18).  Désignons 
par  dp,  rfpp  rfp,  les  dilTérenti elles  des  coordonnées  elliptiques  relatives 
à  un  déplacement  sur  la  droite  et  remplaçons,  dans  les  formules  (18), 
i,  i',  L'  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  (25);  nous  aurons  : 

i  Is'      (0  -  p,)»  (p  -  p,y 


i  ^«*       (pl  —  ?)'  (?1  —  pi)' 


(hl  _.  /'(Pi)(pi  — ^u)(pa  —  ^i) 

\   ds'         (p,  _  p)=  (p,  -  pj»   • 
En  extrayant  les  racines  carrées  et  posant  : 

(35)  F(p)  =  /-(?)(?-*.)(p-V. 

on  obtient  trois  équations  aux(|uelles  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 

KfV)    ^^l''(f.)    J^i'cp.) 

■  yv(p)   Ki-'(?.)   p/F(p,) 

^-  fl-  ".'  d-  '-»  d'^ 

i/F(7)    yvij;)    i/f7?7) 


\ 
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oh  les  trois  radicaux  peuvent  prendre  d'ailleurs  un  signe  quelconque. 
Ce  sont,  en  coordonnées  elliptiques,  les  équations  d^uno  droite  tangente 
aux  deux  surfaces  (k^),  {k^).  La  troisième,  qu*on  pourrait  laisser  de 
côté,  donne  le  chemin  parcouru  sur  cette  droite. 

Ces  équations  où  les  variables  sont  séparées  peuvent  évidemment 
être  remplacées  par  les  suivantes  : 


(3^) 


\ 


J  i^F  (p)     J  VV  (p.)     J  VV  (p.)         " 
J  KF  (p)     j  J/F  (p.)     j  V^F  (p.) 


ou  Cq,  Cp  C,  désignent  trois  constantes  arbitraires. 

D^autre  part  nous  savons  qu'elles  peuvent  s'intégrer  algébriquement, 
et  nous  pouvons  même  obtenir  leur  intégrale  de  la  manière  suivante. 
Considérons  une  droite  tangente  aux  surfaces  (>t^),  (Jt^),  Les  coor- 
données a?,  y,  z  d'un  quelconque  de  ses  points  s'exprimeront  en 
fonction  de  $  par  des  relations  de  la  forme  : 

IX  '=.  s  cos  a  +  «0, 
y  =  5  cos  p  4-  è^, 
z  =  S  cos  Y  4-  Co  > 

a,,  &Q,  c^,  a,  0,  Y  désignant  des  constantes  qui  satisferont  à  Téquation  : 

cos'  a  +  cos'  3  -h  cos'  y  =  l 

et  à  deux  autres  relations,  que  l'on  obtiendrait  en  exprimant  que  la 
droite  est  tangente  à  chacune  des  surfaces  (^„),  (A,).  On  voit  donc  que 
les  relations  transcendantes  (36)  ou  (37)  peuvent  être  remplacées  par 
des  équations  algébriques.  Ce  beau  résultat  généralise  celui  qui  a  été 
mis  en  pleine  lumière  par  Euler  et  qui  est  relatif  à  l'addition  des 
fonctions  elliptiques;  il  est  dû  à  Jacobi  qui  l'a  déduit,  en  même  temps 
que  d'autres  plus  généraux,  d'un  tliéorème  fondamental  d*Abel. 

M.  Liouville  a  donné  des  propositions  précédentes  une  démons- 
tration très  simple  que  nous  allons  développer;  car  elle  nous  fera 
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connaître  plusieurs  propositions  qui  ne  résultent  nullement  de  la 
méthode  que  nous  avons  suivie. 

Considérons  les  surfaces  représentées  en  coordonnées  elliptiques 
par  réquation  : 


On  reconnaîtra  aisément  que  6  satisfait  à  Téquation  : 
(39)  Ae  =  1. 

Par  conséquent  les  surfaces  6  =  const.  sont  parallèles  et  la  distance 
de  deux  quelconques  de  ces  surfaces,  comptée  sur  Tune  des  normales 
communes,  est  égale  à  la  différence  des  valeurs  de  6  relatives  à  ces 
deux  surfaces. 

D'autre  part,  en  différentiant  Téquation  (39)  par  rapport  à  A^  et  à  Ap 
on  trouvera  deux  relations  que  Ton  pourra  écrire  sous  la  forme  abrégée  : 


On  établira  également,  sans  difficulté,  Téquation  : 


/âe  oe 


;)=»• 


qui,  jointe  aux  deux  précédentes,  nous  montre  que  les  trois  équations 

(40)  0  =  0.      -  =  C„     -  =  C., 

définissent  un  système  orthogonal.  Or  la  première  famille  de  ce  s^rstème 
est  composée  de  surfaces  parallèles;  par  suite,  les  deux  autres  familles 
seront  formées  des  surfaces  développables  qui  coupent  les  surfaces 
de  la  première  famille  suivant  leurs  lignes  de  courbure.  Par  consé- 
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quent  les  deux  équations  : 

représentent  une  droite  normale  aux  surfaces  (6). 

Si  nous  les  différentions  et  si  nous  les  combinons  linéairement, 
nous  retrouverons  les  deux  premières  équations  (3C),  et  il  est  aisé  de 
reconnaître,  sur  ces  seules  équations,  que  la  droite  sera  tangente  aux 
surfaces  (AJ,  {i^).  Supposons  par  exemple  que  la  surface  {k„)  soit  un 
ellipsoïde.   Quand  on  fera  p  =  ^^  dans  la  première  équation  (36}, 

on  aura  : 

dp  =  0. 

La  méthode  de  M.  Liouville  montre  donc  de  la  manière  la  plus 
élégante  que  les  équations  (41)  représentent  une  droite  tangente  aux 
surfaces  (A,),  (k^).  Mais  elle  établit  de  plus  ce  résultat  très  précieux 
que  toutes  les  droites  tangentes  aux  deux  surfaces  homofocales  sont 
normales  à  une  famille  de  surfaces  parallèles,  dont  elle  donne  même 
réquation  en  coordonnées  elliptiques  : 

(42)  e  =  const. 

et  elle  fait  connaître  les  surfaces  développables  formées  par  ces  droites. 
Pour  établir  avec  précision  les  conséquences  des  calculs  précédents, 
nous  allons  présenter  quelques  remarques  géométriques  très  simples, 
relatives  aux  droites  qui  sont  tangentes  à  deux  surfaces  quelconques 
(-i)>  (-i)«  Ces  droites  forment  un  ensemble  auquel  on  a  donné  le  nom 
de  congruence  (*).  Il  en  passe  un  nombre  limité  en  général  par  chaque 
point  de  l'espace;  ce  nombre  est  appelé  Vordre  de  la  congruence.  Il  y 
en  a  de  même  un  nombre  limité  dans  un  plan  quelconque;  ce  nombre 
a  reçu  le  nom  de  classe.  Dans  le  cas  particulier,  que  nous  avons  en 


(<)  Il  csl  bon  «le  remarquer  qu'une  cougruenco  no  se  rompose  p.is  nécessairemont  do 
toutes  les  tangentes  communes  à  deux  surfuces.  Do  môme  (|ue  la  courbe  d'in(crse<*tiou 
de  deux  surfaces  peut  se  décomposer  en  plusieurs  aulres,  qu'il  y  a  inlcrôl  à  étudier 
successive  m  ont,  l'eusemblo  des  tangentes  communes  à  deux  surfiices  peut  former 
plusieurs  congruenccs  dislinctes,  jouissant  do  propriclOd  dilforenles,  qui  pourront  ù\tv 
définies  dune  manière  indépendante.  Si  l'on  (vmsidère,  par  exemple,  les  normales 
d'une  surface  (S),  elles  seront  tangentes  aux  deux  nappes  de  la  surface  des  centres  du 
courbure  ;  mais  ces  deux  nappes  admettront  en  général  d'autres  langenti>s  commuues 
qui  formeront  une  ou  plusieurs  conç^ruences,  distinctes  Je  la  congruence  des  normales 
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vue,  des  droites  tangentes  à  deux  surfaces  du  second  degré,, Pordre  et 
la  classe  sont  égaux  à  4. 

Une  surface  réglée  formée  exclusivement  de  droites  de  la  congruence 
est  en  général  tangente  aux  surfaces  (ZJ,  (^s).  Soit  en  effet  (d)  une 
droite  de  cette  surface  et  soient  m^,  m^  les  points  de  contact  de  cette 
droite  avec  les  deux  surfaces.  Ces  points  m^,  m,  décrivent  respective- 
ment deux  courbes  (Cj),  (C,),  tracées  sur  les  surfaces  (1^),  (S,). 
Supposons  qu^aucune  de  ces  courbes  ne  soit  tangente  aux  positions 
successives  de  (d),  La  surface  réglée  engendrée  par  la  droite  (d)  sera 
évidemment  tangente  à  la  surface  (ZJ  en  tous  les  points  de  (C^)  et  à 
la  surface  (ZJ  en  tous  les  points  de  (G,).  Elle  ne  sera  d'ailleurs 
dcveloppable  que  si  les  plans  tangents  à  (Z J  et  à  (ZJ  en  m^  et  en  m, 
coïncident.  Dans  ce  cas  la  droite  (d)  engendrera  la  développable 
circonscrite  aux  deux  surfaces.  Il  suit  de  là  qu'en  laissant  do  côté 
cette  développable  particulière,  il  faut,  pour  que  la  droite  {d)  engendre 
une  développable,  qu'elle  soit  constamment  tangente  à  une  courbe 
tracée  sur  Tune  ou  l'autre  des  surfaces  (Zj),  (Z,). 

Considérons  par  exemple  la  surface  (ZJ.  En  chaque  point  m^  de 
cette  surface  passent  un  nombre  limité  de  droites  de  la  congruence, 
tangentes  en  ce  point  à  (ZJ  et  en  un  autre  point  à  (ZJ.  Si  nous 
considérons  les  courbes  de  (Z|)  qui  sont  tangentes  en  chacun  de  leurs 
points  a  une  de  ces  droites,  courbes  dont  la  détermination  dépend  de 
l'intégration  d'une  équation  différentielle,  elles  seront  les  arêtes  de 
rebroussement  d'une  développable  dont  toutes  les  génératrices  feront 
partie  de  la  congruence.  Ainsi  : 

On  peut  assembler  les  droites  de  la  congruence  suivant  deux  systèmes  de 
développables  :  les  unes  ont  leurs  arêtes  de  rebroussement  sur  (Z,)  et  sont 
tangentes  d  (Z,);  les  autres  sont  tangentes  â  (Zj)  et  ont  leurs  arêtes  de 
rebroussement  sur  (Z,).  Chaqi^  droite  de  la  congruence  appartient  à  une 
développable  du  premier  système  et  à  une  développable  du  second. 

Dans  le  cas  ou  les  droites  de  la  congruence  sont  les  normales  d'une 
surface  (S),  les  surfaces  (ZJ,  (Z,)  sont  les  deux  nappes  de  la  surface 
des  centres  et  les  développables  des  deux  systèmes  se  coupent  à  angle 
droit.  Si  donc  on  regardait  les  deux  nappes  (Zj),  (Z,)  dans  la  direction 
d'une  normale  à  la  surface  (S),  elles  paraîtraient  se  couper  à  angle 
droit.  La  réciproque  de  cette  proposition  a  été  établie  par  M.  Bertrand  : 
Toutes  les /bis  qw.  les  deux  systèmes  de  développables  dans  lesquels  on  peut 
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distribuer  les  droites  cTune  conçruence  se  coupent  â  angle  droit,  les  droites 
sont  normales  à  une  famille  de  sur/aces  parallèles. 

Appliquons  ici  cette  remarque  et  soit  {d)  une  droite  de  la  congruence, 
tangente  en  m^^  m^  respectivement  aux  surfaces  (Z^),  (2,).  Les  deux 
développables  de  la  congruence  qui  contiendront  la  droite  {d\  auront 
pour  plans  tangents;  Tune,  celle  qui  a  son  arête  de  rebrousaement 
sur  (I,),  le  plan  tangent  en  m^  à  (Z^);  Pautre,  le  plan  tangent  en  m, 
à  (X,).  Pour  qu^elles  se  coupent  à  angle  droit,  il  sera  nécessaire  et 
suffisant  que  les  plans  tangents  en  m^  et  en  m,  soient  rectangulaires. 

Nous  avons  vu  que  cette  condition  est  satisfaite  dans  le  cas  de  deux 
surfaces  homofocales  du  second  degré.  Nous  retrouvons  ainsi  la  propo- 
sition de  M.  Liouville  : 

Les  droites  tangentes  à  deux  sur/aces  homofocales  sont  Us  normales  d*une 
famille  de  surfaces  parallèles;  en  d'^autres  termes,  deux  surfaces  homo- 
focales peuvent  toujours  être  considérées  comme  formant  les  deux  nappes  de 
la  surface  des  centres  de  courbure  d'une  troisième  surface. 

Revenons  au  cas  général  et  considérons  Tune  des  développables 
dont  fait  partie  la  droite  {d)y  par  exemple  celle  qui  est  tangente  en  m, 
et  dont  Tarcte  de  rebroussement  (Cj)  est  sur  (Z  J.  Le  plaQ  osculateur 
eu  mi  à  cette  arête  de  rebroussement  est  le  plan  tangent  de  la  dévelop- 
pable,  c'est  à  dire  le  plan  tangent  en  m^  à  (Z,)  ;  il  est  donc  perpen- 
diculaire au  plan  tangent  en  m^  à  (2)J.  Par  suite  la  courbe  (C  J,  ayant 
en  chaque  point  son  plan  osculateur  normal  au  plan  tangent,  sera  une 
ligne  géodésique  de  (Zj).  La  même  conclusion  s'appliquerait  à  (Z,). 
On  voit  donc  que  les  arêtes  de  rebroussement  des  développables  sont  lignes 
géodésiques  de  celle  des  surfaces  (Sj),  (ï,),  sur  lesquelles  elles  sont  tracées. 

Ce  résultat  applique  à  deux  surfaces  homofocales  montre  immé- 
diatement que  Ton  aurait  pu  obtenir  par  la  géométrie  Tintégrale 
première  de  l'équation  des  lignes  géodésiques.  Proposons-nous  en 
effet,  étant  donnée  une  surface  du  second  degré  (S),  de  trouver  la 
ligne  géodésique  parfaitement  déterminée  qui,  passant  en  un  point  m 
do  la  surface,  y  admet  une  tangente  donnée  m\}..  Construisons  la 
surface  (S')  homofocale  à  (S),  tangente  à  mix  et  considérons  la 
congruence  formée  par  les  tangentes  communes  à  (S)  et  à  (S').  Nous 
savons  que  les  développables  de  cette  congruence  auront  pour  arêtes 
de  rebroussement  des  lignes  géodésiques  tracées  soit  sur  (S),  soit 
sur  (S').  Donc  les  courbes  de  (S)  dont  les  tangentes  seront  également 
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tangentes  à  (S'),  seront  des  lignes  géodésique?,  et  parmi  elles  doit  se 
trouver  évidemment  colle  que  nous  cherchons.  Ainsi  : 

Les  tangentes  en  tous  les  points  d'une  ligne  g'ol^siqiie  tracée  sur  une 
surface  du  second  degré  (S)  sont  tangentes  à  une  autre  surface  àomo/o- 
cale  (S'). 

Cette  proposition  conduirait  à  Tintégrale  première  que  nous  avons 
donnée  dans  le  tome  I.  Mais  pour  obtenir  Tintégrale  finie,  il  faut 
employer  les  coordonnées  elliptiques.  On  peut  suivre  d*ai Heurs  deux 
méthodes  différentes. 

Prenons  les  équations  (36)  d'une  ligne  droite  et  écrivons-les  comme 
il  suit  : 


l/F  (p)       l/F  (pO       Kf  (p,) 

(p  —  k,)  df  ^  (?,  —  K)  d?i      (p«  —  K)  ^?t  _  Q 

ynjy  v^Fj^)  j/Fl^ 

La  droite  étant  tangente  aux  surfaces  (^J,  {k^),  déterminons  sa 
direction  au  point  où  elle  touche  la  surface  [k^),  que  nous  supposerons 
être  un  ellipsoïde.  Si  nous  faisons  p  ==  Â^  dans  les  deux  équations 
précédentes,  elles  deviennent  : 

rfp  =  0, 

(pi    —    ^o)     ^Pl     _^     (P«   —    ^o)     ^h    _    Q 

La  première  exprime  que  la  droite  est  tangente  à  la  surface;  la 
seconde  est  l'équation  différentielle  des  courbes  de  l'ellipsoïde  (ij, 
tangentes  u  la  droite  dans  ses  diverses  positions,  c'est  à  dire  des 
lignes  géodésiques  de  cet  ellipsoïde.  Comme  les  variables  y  sont 
séparées,  on  aura  en  intégrant  : 


C'est  l'équation  en  termes  finis  de  la  ligne  géodésique  avec  les  deux 
constantes  k^  et  C. 

On  obtiendrait  le  même  résultat  en  donnant  à  p  la  valeur  constante  k^^ 
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dans  réquation  de  M.  Liouville  : 

En  effet  cette  équation  représente  une  développable  formée  par  les 
tangentes  communes  aux  surfaces  (i^),  (AJ.  On  s'assure  aisément 
qu'elle  est  tangente  à  la  surface  {k^),  Donc  son  arêto  de  rebroussement 
est  sur  la  surface  (AJ  et  elle  est,  comme  on  Ta  vu,  une  des  lignes 
géodésiques  de  cette  surface  dont  toutes  les  tangentes  sont  tangentes 
à  la  surface  (^j). 

A  la  vérité,  La  propriété  de  l'arête  de  rebroussement  d*être  géodé- 
sique  résulte  exclusivement  des  considérations  géométriques  que  nous 
venons  de  développer.  Mais  la  méthode  de  M.  Liouville  permettrait 
d'obtenir  une  démonstration  directe»  Posons  en  effet  : 

Les  valeurs  de  0,  0^,  0^  données  plus  haut  nous  permettent 
d'exprimer  rfp,  (/p^  rfp,  et  par  conséquent  ds  en  fonction  de  âf0, 
rf0o>  ^0|«  On  trouve  ainsi  : 

(43)    ds*  =  dQ*  +  (*»  -  p)  (*'  -  p^H^°  -  P')  dei 

(*o  —  «l) 

■" ôr=Â) ''^•- 

Si  l'on  fait  p  =  k^,  on  a  l'élément  linéaire  de  la  surface  {k^)  sous 

la  forme  : 

ds^  =  e/B'  -h  (Aj  —  pO  {k^  —  p.)  de\. 

Un  théorème  bien  connu  de  Gauss  montre  immédiatement  que  le^ 

lignes 

0j  =  const. 

sont  des  géodésiques  de  cette  surface. 

VI 

En  partant  des  relations  établies  entre  la  théorie  des  moments 
d'inertie  et  celle  des  surfaces  homofocales,  on  peut  démontrer  les 
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relations  métriques  los  plus  importantes  relatives  aux  surfaces  homo- 
focales  et  en  particulier  celles  qui  servent  de  base  aux  beaux  Mémoires 
(le  M.  Cliaslcs  sur  les  ligues  géodésiques  et  sur  l'attraction  des  ellip- 
soïdes. Nous  nous  contenterons  ici  de  donner  quelques  indications  sur 
rassemhlîigc  ou  complexe  des  droites  pour  lesquelles  le  paramètre  a 
une  valeur  donnée. 

Nous  allons  d'abord  indiquer  une  définition  géométrique  de  ce 
complexe.  Soit  (d)  une  droite  de  paramètre  k  et  soient  Â^,  i,  les 
paramètres  dos  deux  surfaces  homofocales  tangentes  k  la  droite.  Los 
plans  tangents  (/^J,  {p^)  aux  points  de  contact  m^,  m^  de  ces  deux 
surfaces  seront  rectangulaires  et  par  conséquent  le  paramètre  do  la 
droite  sera  égal  à  la  somme  de  leurs  paramètres.  On  aura  donc  : 

D'autre  part  les  plans  bissecteurs  des  plans  {j>^  et  {p^  étant 
é|>alement  inclinés  sur  ces  deux  plans,  auront  le  même  paramètre, 
et  comme  ils  sont  d'ailleurs  rectangulaires,  la  somme  de  leurs  para- 
mètres devra  être  encore  égale  à  ^.  Le  paramètre  de  ces  deux  plans 

sera  donc  égal  à  -  •  Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Le  complexe  des  droites  de  même  paramètre  k  est  formé  par  les  inter- 
sections de  deux  plans  tangents  rectangulaires  quelconques  à  la  surface  de 

paramètre-' 

Remarquons  d'ailleurs  qu'on  peut  généraliser  cette  définition 
g-éométrique. 

Si  ton  mène  à  deux  surfaces  homofocales  fixes  quelconques  de  jiara- 
mètres  k^^,  k^  deux  plans  tangents  rectangulaires,  les  intersections  de  ces 
plans  engendrent  le  complexe  formé  par  les  droites  de  paramètre  A<,  4-  k^. 

Nous  allons  indiquer  les  propriétés  les  plus  simples  du  complexe 
précédent. 

D'abord,  toutes  celles  de  ses  droites  qui  passent  par  un  point  M  de 
l'espace  y  engendrent  un  cône,  ayant  ses  plans  cycliques  perpendiculaires 
aux  deux  génératrices  reciilignes  de  t hyperboloïde  homo/ocal  qui  passe  en  M. 

Nous  avons  en  effet  obtenu,  à  l'article  II,  l'équation  de  ce  cône. 
Si  l'on  désigne  par  p,  p^  p^  les  paramètres  des  surfaces  passant  en  M 
et  si  on  les  rapporte  aux  normales  à  ces  trois  surfaces,  cette  équation 
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prendra  la  forme  : 

(44)    (p,  +p,-.A)V  +  (p4-  p,  —  A)y«  +  (p+  p^_i)-î=30. 

l'itudions  de  mémo  les  droites  du  complexe  qui  se  trouvent  dans  un 
plan  (P).  Soit  à  le  paramètre  de  ce  plan.  Si  par  une  des  droites  da 
complexe  située  dans  le  plan,  on  mène  un  plan  (P')  perpendiculaire 
à  (P),  le  paramètre  de  (P')  sera  évidemment  k  —  A  et  sera  par  consé- 
quent constant.  Par  suite  les  plans  (P')  seront  tous  tang^cnts  à  la 
surface  homofocalc  de  paramètre  l  —  à  et  les  droites  du  complexe 
situées  dans  le  plan  (P)  envelopperont  une  conique,  qui  sera  h  trace  sw 
le  plan  (P)  du  cylindre  perpendiculaire  à  ce  plan,  circonscrit  à  la  surface 
de  paramètre  k  —  h. 

Il  resterait  à  étudier  la  surface  des  sin^^ularitcs  du  complexe, 
c*est  a  dire  le  lieu  des  points  pour  lesquels  le  cône  du  complexe  se 
décompose  en  deux  plans  et  Tenveloppe  des  plans  pour  lesquels  la 
conique  du  complexe  se  décompose  en  deux  points.  Cette  surface  des 
singularités  est  une  surface  des  ondes.  Cette  propriété,  que  j'avais 
communiquée  îi  Painvin,  est  devenue,  pour  cet  excellent  et  regretté 
géomètre,  le  point  de  départ  de  belles  études  qu'on  pourra  lire  dans  le 
Bulletin  des  Sciences  )na thématiques  (F"  série,  t.  II)  et  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Matfiématiqnes  (2*^  série,  t.  XI). 
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